CcariTuLo 9

Dinamica del cuerpo rigido

9.1. Cuerpo rigido

Un cuerpo rigido no es mas que un sistema de particulas donde las dis-
tancias entre ellas permanecen invariable, por lo tanto aplica todo lo de un
sistema de particulas que ya se estudid. La descripcién del movimiento de un
cuerpo rigido en el espacio, es materia de otro curso (Mecénica racional). Por
ahora nos limitaremos a la descripcién del movimiento plano de un cuerpo
rigido, es decir cuando todas las velocidades son paralelas a un plano fijo. Co-
mo se explicard, la novedad respecto a un sistema de particulas, es la forma
especifica como se calculan el momentum angular y la energia cinética del
cuerpo, no habiendo mas cambios de fondo. La cinematica del cuerpo rigido
es una cuestién previa que debe ser explicada. La rigidez del cuerpo introduce
simplificaciones a la descripcién del movimiento de ese sistema de particula
pues no es necesario conocer las posiciones ni el movimiento de cada una de
ellas, sino que el movimiento de unas pocas determina el de todas.

9.2. Cuerpo rigido continuo

Este es un concepto idealizado donde nos olvidamos de las particulas rea-
les que componen el cuerpo, los &tomos o moléculas, y el cuerpo es reemplaza-
do por un continuo de masa donde las ” particulas” son elementos infinitési-
mos de volumen dV que tiene alguna cantidad de masa también infinitesimal
que llamaremos dm. La rigidez se establece aqui manteniendo constantes las
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distancias entre los puntos de este cuerpo. Esta es otra idealizacién porque
en la vida real no existen cuerpos rigidos. Todos loscuerpos son deformables
en alguna medida.

9.3. Cinemadtica de un cuerpo rigido en el es-
pacio

Un cambio arbitrario de posicién de un cuerpo rigido en el espacio puede
siempre ser reducido a una traslacién paralela seguida de una rotacién en
torno a un eje fijo. Sin embargo este hecho no es tan simples entender. La
cinemdtica y dindmica de un cuerpo rigido en el espacio es normalmente
un tema dificil de comprender por los alumnos. Por esa razén en este curso
nos limitaremos a analizar la dindmica y cinemadtica de un cuerpo rigido en
dos dimensiones. Cuando un cuerpo tal como una ldmina se mueve sobre un
plano fijo, el angulo que el cuerpo gira se define entre alguna linea fija en el
cuerpo con alguna linea fija en el plano.

9.4. Cinematica plana de un cuerpo rigido

9.4.1. Desplazamientos de un cuerpo rigido

Para desplazamientos de un cuerpo rigido en un plano, las cuestiones
son més simples pues es bastante evidente que un cambio de posicién de un
cuerpo rigido en un plarlo_,Puede ser logrado de modo equivalente mediante
una traslacion paralela AA’ seguida de una rotacién en torno a un eje fijo,
perpendicular al plano del movimiento, punto fijo, o bien la rotacién primero
seguida de la traslacién. Lo mismo es cierto en tres dimensiones, pero su
demostracion es més engorrosa. Ii)ﬁgura siguiente muestra lo que acontece
cuando en la traslaciéon paralela AA’ un punto, digamos A pasa a ocupar su
posicién final A" mediante esa traslacién paralela. Los otros puntos no estén
atn en su posicién final. Basta entonces rotar el cuerpo en un cierto angulo
0 en torno al pﬂ(}) A’ para que el cuerpo quede en su posicién final. Es decir
hay que girar A’P’ en un angulo 6.

Si el tiempo transcurrido es infinitésimo dt entonces todos los desplaza-
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XV

Figura 9.1: Desplazamiento plano de un cuerpo

mientos senalados son infinitésimos. Llamemos

—
rp(t) = OP,
rp(t+dt) = OP",
—

ra(t) = OA,
—

Falt+dt) = OA.

—_—
Para relacionar las cosas necesitamos evaluar P’ P”. Pero ese desplazamiento
es circunferencial con centro en A’ luego puede evaluarse mutiplicando la

velocidad tangencial por dt. Ademds el vector unitario tangencial es
A —
kx AP

‘ ‘ |

T =

A

luegp
T —> . A — s . A N -
PP — ‘A’P’ 0Tdt — ) P‘ 0Tdt — —0f: x APdt.

Considere ahora que

— - —  ——
OP" = OP + PP + P'P",
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_—  —
y considerando que PP’ = AA’ = U4dt obtendremos
P —
’Fp(t + dt) = ’Fp(t) + ’UAdt — 0k x APdt,

de manera que
rp(t + dt) — 7'p(t)
dt

y se obtiene la relacién fundamental de la cinemdtica de un cuerpo rigido

217A—9];'X14—P),

—
Up =Us+W X AP, (9.1)
donde se ha definido "
5= ——k 2
5=k 92

la llamada velocidad angular del cuerpo. El signo colocado frente a & estd de
acuerdo a la definicién del dngulo y a la regla de la mano derecha. Lo que la
relacién (9.1) establece es que la velocidad de un punto P es la velocidad de
traslacién del cuerpo con la velocidad del punto A mds lo que resulta de la
rotacién de P en torno de A. Para el movimiento plano la velocidad angular
tiene como magnitud la derivada del dngulo que gira el cuerpo, direccién
perpendicular al plano de movimiento y sentido de acuerdo a la regla de la
mano derecha de acuerdo al crecimiento del angulo definido.

9.4.2. Condicién de rigidez

De la relacién (9.1) se deduce que

—

—
Up- AP =iy - AP (9.3)

que se conoce como condicién de rigidez pues establece que ambos puntos
tienen las mismas componentes de velocidad en la linea que une los dos
puntos. En otras palabras eso significa que la distancia entre los dos puntos
no varia.

9.4.3. Ejemplos

Algunas figuras ayudardn a entender lo explicado.
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a)

Disco que rueda sin deslizar. Por definicién de "no deslizamiento", el
punto de contacto I con el suelo tiene velocidad nula y en la figura se
muestran como resultan las velocidades de puntos del disco que estan
sobre las rectas I P e I(). Para este caso la relacién anterior con v; = 0
se reduce a

— — =

v=wxIP

7 I /

%
o sea velocidades perpendiculares a I P y de magnitudes proporcionales

%
a la distancia ’I P ‘ . El punto del disco en contacto con el suelo tiene

velocidad instantdnea nula, pero acelera hacia arriba y luego se movera
en una curva que se denomina cicloide.

Disco que avanza girando y su punto de contacto resbala con velocidad
vy # 0. Ahora serd

— — — =

U=Ur4+wx I[P,
de modo que ahora todos los vectores velocidad de la figura anterior es
necesario agregarles ¢ . Si hacemos

— — e
Uy =W X QI,

donde () es un cierto punto cuya ubicacién se muestra en la figura que
sigue. Entonces serd

— — — —
V=040 XIP=0XxQI+WJXxXIP=0XxQP,

lo cual significa que los puntos del disco tienen velocidades tal como si
el disco rodara sin resbalar sobre una linea ubicada més abajo del suelo
a distancia
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cuestion que se ilustra en la figura que sigue

En el espacio la demostracién es mds complicada pero sigue siendo cierto
que todo cambio de posicién de un cuerpo puede ser logrado equivalentemente
mediante una traslacién paralela seguida de una rotacién en torno a un eje
fijo. Ese punto () se denomina centro instantdneo de rotacién y en la seccién
que sigue, se generaliza.

9.4.4. Centro instantaneo de rotacién
En el movimiento plano de un cuerpo rigido se tiene el siguiente teorema:

» TEOREMA 9.1

En el movimiento plano de un cuerpo rigido, siempre existe un punto de
él (o de una extension rigida de él) que tiene velocidad instantdnea nula y
en consecuencia el movimiento equivale a una pura rotacién instantdanea del
cuerpo en torno de ese punto. Tal punto se conoce como centro instantdneo
de rotacion.

DEMOSTRACION 1 Como
5 . 5 —
Up =Uyq +w0 X AP
entonces si existe un punto A = I con velocidad nula debe ser
- 5 —
Up=wx IP (9.4)

— —

entonces Up es perpendicular a IP, o bien IP estd sobre una recta en el
plano de movimiento que es perpendicular a Up. En consecuencia si se co-
nocen las velocidades (no paralelas) de dos puntos de un cuerpo U4 y Up, el
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centro instantdneo estard donde se intersecten las perpendiculares a esas dos
velocidades. La excepcion la constituyen los cuerpos que tienen traslaciones
puras, es decir cuando el cuerpo se traslada paralelamente y entonces i = 0.
En estos casos se podria decir que el centro instantdneo estd en el infinito.

La posicién del centro instantdneo también puede determinarse si se co-
noce una velocidad y la velocidad angular del cuerpo. En efecto de (9.4) se

puede despejar Pi. para ello multiplique x& y desarrolle
5 5 5 —
UpXx&d = (JxIP)Xx

—

= WIP—(IP-&)d,

H
pero (IP - &) = 0 porque son vectores perpendiculares. Entonces si w? # 0
se deduce que

- LUXUP

Pl =

. (9.5)

w?

9.4.5. Algunas relaciones entre velocidades y acelera-
ciones

En diversas aplicaciones existen relaciones debidas a la presencia de cuer-
das inextensibles, cuerdas apoyadas o enrolladas en poleas, cuerpos que no
resbalan y otras. En las siguiente figura se ilustra una situacién donde hay
diversas velocidades lineales (v), velocidades angulares (w), aceleraciones li-
neales (a) y angulares («) que estdn relacionadas de alguna manera entre si.
Esas relaciones son necesarias cuando deben determinarse las aceleraciones
de los sistemas.

0‘)1 al
®, A,
c /D\
RJ R D) )
no desliza

no desliza

se desenrrolla

Hay un disco que rueda sin deslizar, una cuerda que pasa por una polea sin
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deslizarse y otro disco baja desenrrollando la cuerda. Primero, la velocidad
de C' estard dada por

Vo — wlRl.

Ademss por pertenecer a una cuerda, la velocidad de C' y D son iguales de
donde se deduce que

wlRl = Vo = Up = RQWg.

Por la misma razoén el punto D tiene la misma velocidad (en magnitud) que
el punto E, de modo que

Vg = VUp = Vg,

El punto F' tiene una velocidad adicional debida a la rotacién de ese disco
respecto al punto F, ws de modo que

VFp = Vg + R3Ld3 = RQWQ + R3Ld3.

Si usted necesita relacionar aceleraciones, derive las relaciones anteriores res-
pecto al tiempo obteniendo las siguientes relaciones

ac = ath
arRy = azRy,
arp = RQOég + R3a3.

Existen muchisimas posibilidades méds de modo que trate de comprender
cabalmente este ejemplo.

EJEMPLO 9.4.1 La figura ilustra una barra que se desliza apoyada en el suelo
y sobre una semicircunferencia y en ella se muestra la ubicacion del centro
wstantdneo I.Por las condiciones de apoyo, hay dos puntos de la barra que
tienen direcciones conocidas y eso determina la posicion de I. Como usted
puede comprender, las velocidades de todos los puntos de la barra son, en
el instante mostrado, perpendiculares a la linea que va desde I al punto que
sea.
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9.4.6. Curvas rueda y riel

Como se explicéd, en el movimiento plano de un cuerpo rigido siempre
existe un punto de él, o de una extensién rigida del cuerpo, que tiene ve-
locidad instantdnea cero. Esto significa que en todo instante el cuerpo estd
moviéndose como si solamente rotara respecto a ese punto. pero ese punto en
general se mueve, de manera que el centro instantdneo describe una curva.
El movimiento de ese punto puede ser mirado desde un sistema fijo y en ese
caso la curva que describe se denomina curva riel. Si el movimiento de ese
punto es observado desde un sistema de referencia fijo al cuerpo, la curva
que se observa, se denomina curva rueda. El caso mds simple es el de un
disco que rueda sin deslizar sobre un plano horizontal, como en la figura. Las
velocidades de los puntos son perpendiculares a la linea que va del punto
de contacto al punto y crecen proporcionalmente a su distancia al punto de

contacto.
P

7 I /

Como se observa, a medida que el cuerpo se mueve, el punto / se mueve en
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linea recta sobre el suelo de manera que la curva riel es la linea horizontal
sobre la cual el disco rueda. Si se observa el movimiento de I desde el cuerpo,
ese punto permanece a distancia el radio R del disco de su centro, por lo cual
la curva rueda coincide con el perfmetro del disco, de alli su nombre.
Cualquiera que sea la forma del cuerpo que se mueve ocurre algo parecido..
La clave para esta descripciéon es comprender que [ estd donde se in-
tersectan las perpendiculares a dos velocidades de direcciones conocidas del
cuerpo. En las dos figuras que siguen se explica esto para el caso de una
barra que se mueve apoyada en dos paredes. El centro instantdneo I resulta
estar donde estd indicado porque las velocidades de los extremos de la barra
son paralela a la pared vertical y paralela al suelo. Por razones geométricas
simples I resulta estar a distancia constante del origen y respecto de la barra
I permanece sobre una semicircunferencia donde la barra es su didmetro.
De manera que la curva riel es la circunferencia con centro en el origen y la

cura rueda es la semicircunferencia cuyo didmetro es la barra.
— __ curva rueda

curva riel

Note que todos los puntos del semicirculo cuyo didmetro es la barra son
aqui considerados una extension rigida de la barra.

EJEMPLO 9.4.2 Una barra se mueve de manera que uno de sus extremos
se mueve sobre una linea horizontal y ademds permanece apoyada sobre un
tarugo a altura h sobre el suelo. Determine las ecuaciones de las curvas rueda
y riel.

Solucién. Considere la figura
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Las coordenadas del centro instantdaneo serdn

x = 00 = hcot0,
= O'I=h+xcoth,

y eliminando 6 se determina la ecuacién de la curva riel

2
T
=h+—.
Y h
Las coordenadas relativas al cuerpo ', 1/ serdn
h
/
¥ = —
sinf’
h hcos @
" = 2'coth = cotf =
Y sin ¢ sin? 6

donde debemos eliminar §. Asf resulta

/
Y = % /(x’)2 —h2

la ecuacién de la curva rueda.

A

9.4.7. Modelo continuo de un cuerpo rigido

Como se explicé, atin cuando un cuerpo rigido sea un sistema de particu-
las, resulta preferible en la mayoria de los casos olvidarse de ello y suponer
que el cuerpo es un continuo de masa donde las distancias entre sus puntos
permanecen constantes. Las particulas del cuerpo son entonces reemplazadas
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por elementos de volumen dV los cuales tienen masa dm. Las sumatorias so-
bre particulas pasaran entonces a ser integrales sobre el volumen del cuerpo,

esto es
Zmi — / dm

lo cual es en general més fécil de realizar sobre todo cuando el nimero de
particulas reales del cuerpo es muy grande.

9.4.8. Momentum angular y energia cinética

Como las velocidades de dos puntos de un cuerpo rigido estén relacionadas
de acuerdo a 9.1, es una tarea m&ds o menos simple establecer expresiones
que permiten el cédlculo de la energfa cinética y del momentum momentum
angular. Deberemos distinguir dos casos. Cuando en el movimiento del cuerpo
se mantiene un punto fijo y cuando no. Cuando hay un punto que se mantiene
fijo el movimiento se denomina rotacional.

Movimiento rotacional

Si el cuerpo puede moverse manteniendo un punto O fijo, entonces el
movimiento del cuerpo es se llama rotacional. Si plano de movimiento es el
plano OXY entonces el eje de rotacién es el eje OZ. Si el dngulo que describe
la rotacién del cuerpo lo llamamos 6, y su aumento corresponde segin la regla
de la mano derecha al eje OZ, entonces

& = Ok,

dado que vp = 0 las velocidades de los otros puntos del cuerpo seran

—
v = WxOP, (9.6)
= WXT.

con esto evaluaremos el momentum angular y la energfa cinética.

9.4.9. El momentum angular

Todas las particulas del cuerpo, los elementos de masa dm, tienen mo-
vimiento circunferencial con centro en O y podemos calcular el momentum
angular como sigue
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Iy — Zmiﬁ-xﬁie/dm(?xﬁ),
_ /dm(Fx(wa)),

desarrollando el doble producto cruz
Fx (@ x7) =10 — (7 &7, (9.7)

donde para movimiento plano el segundo término se anula, luego
Lo = (/ r2dm)ad.

En esta expresion se ha separado el factor que tiene que ver con el movimiento
@ con otro factor que sélo tiene que ver con la distribucién de masa del cuerpo

Ip = /TQdm, (9.8)
luego tenemos

Lo = Io&, (9.9)

Lo = Iobk. (9.10)
Aqui Ip se conoce como el momento de inercia en el punto O del cuerpo
respecto al eje OZ . Si miramos a la integral como una sumatoria entonces

el momentum angular es "la suma de las masas por sus distancias al cuadrado
al eje de la rotacion".

9.4.10. Ejemplos de cdlculo de momentos de inercia

Los momentos de inercia serdan dados pero es conveniente entender como
se calculan.

B Para una barra de largo L y de masa M en un extremo. Si se elige el
eje OX a lo largo de la barra entonces como la densidad lineal de masa

M

es =

L

dm = —dx,
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B Para una barra de largo L y de masa M en su centro de masa. Si se elige
el eje GX a lo largo de la barra entonces respecto al célculo anterior,
los limites de la integral son otros

M

dm = fda:,
L/2 M 1

Ie = / r?—dr = —MIL?.
12 L 12

B Para un disco de masa M y radio R en su centro. Ahora podemos
tomar como elemento de masa la masa entre r y r + dr. La densidad
superficial de masa es 24; de modo que

TR

dm = m%ﬂ"dr,

resultando

R
M 1
_ 2 _ 2
Ig—/o r ﬂRQQTTdT_QMR'

B Aro de masa M y radio R en su centro. Ahora todas las masas estdn
a distancia R de modo que

I = / R%dm = M R?.

9.4.11. Momentum angular y momentum lineal

Para comprender mejor sobre el significado del momento de inercia, com-
paremos las expresiones para el momentum lineal P y el momentum angular
Lo es decir

P Mg,
Lo = Io@,

y las respectivas ecuaciones de movimiento sobre las cuales se profundizara
més adelante

— _ Hext
Mag = F,
- Rext
lpa = T'g,
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donde @ = ddJ/dt es la aceleracién angular.

Se puede entonces comprender que la cantidad de movimiento lineal es
proporcional a la velocidad de traslacién v y la constante de proporcionali-
dad es la masa. Similarmente resulta que la cantidad de movimiento angular
es proporcional a la velocidad angular & y la constante de proporcionalidad
es el momento de inercia. O sea el momento de inercia juega el rol de la masa
cuando hay rotaciones. Similarmente se pueden comparar los roles dindmi-
cos. A una dada fuerza, el cuerpo acelera menos a mayor masa. A un dado
torque un cuerpo acelera angularmente menos a mayor momento de inercia.

9.4.12. La energia cinética

Haciendo un célculo similar para la energfa cinética, resultard

1
K = mez—>§ v3dm =

1 1
= §/LU><F Qxfdmzi/ﬁ 7 X (& X 7)dm,
1., -
= =& Lo, (9.11)
2
pero
LO — IOCU,
de modo que
]_ 2 1 ‘2

que nuevamente puede compararse con la energfa cinética cuando hay pura
traslacion

1
K = 5Mvé. (9.13)

9.4.13. Movimiento de rotacién y traslacién

Si el cuerpo se mueve en el plano OXY sin restricciones, entonces el
cuerpo tiene simultdneamente movimiento de traslacién y de rotacién. El
cuerpo se desplaza y ademaés gira un dangulo €, por lo tanto nuevamente

G = 0k.



298 Dindmica del cuerpo rigido

Entonces el momentum angular respecto al centro de masa G resultara
L¢ = IOk, (9.14)

y el teorema de Koenig determina el momentum angular respecto a O que
resulta ser . B
Lo = M7 x vg + Ig0k. (915)

La energia cinética serd, de acuerdo al teorema de Koenig, la suma de las
energias cinéticas traslacional y rotacional

1 1,
K = M+ 51(;02. (9.16)

El término /5 se denomina momento de inercia del cuerpo en el centro de
masa respecto al eje GZ y estd dado por

Ig = /(x'2 +9/)dm. (9.17)

donde 2/, 9" son coordenadas de los elementos de masa respecto al centro de
masa G. La expresion (9.16) muestra que la energia cinética es la suma de la
parte traslacional %M v% més la parte rotacional en torno al centro de masa

-2
L1’

9.4.14. Movimiento en el espacio

Atn cuando este tema no serd profundizado en este texto, explicaremos
algo de lo que ocurre cuando un cuerpo rigido se mueve libremente en el es-
pacio, esto es en tres dimensiones. Ahora su velocidad angular no permanece
con direccién fija y en general tendremos

A~

W0 = Wyt + wyj + w,k,

siendo las componentes de la velocidad angular funciones de las derivadas de
los angulos de orientacién del cuerpo.
Si el cuerpo mantiene un punto fijo, entonces sigue siendo valido que

X T

&

U=

de manera que igualmente se obtiene

o= /dm(f’x 7) = /dm(Fx (@ x 7).
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Si desarrollamos el doble producto cruz se obtiene

Lo = /dm(r%ﬁ — (& - 7)7).
Ahora, a diferencia del movimiento plano,
w-T#0,
luego debemos desarrollar
Lo = /dm((x2 + 92 + 2°)& — (zws + Yw, + 2w,)7). (9.18)

Si tomamos las componentes cartesianas de esta ecuacién se obtienen tres
ecuaciones

Lo, = /dm((y2 + 2w, — TYw, — T2W,),
Lo, = /dm((:c2 + 2wy, — yrw, — y2w,),
Lo. = /dm((m2 + P w, — 21w, — 2Yw,).

Al usar notacién de matrices, estas ecuaciones lineales en w,, w, y w. pueden
escribirse

LOI [ICL‘ [xy [xz Wy
Lo, | = | Iw Ly I | | we |, (9.19)
Lo, Lo L, L. || w.

donde los elementos de la diagonal de la matriz indicada, denominados mo-
mentos de inercia respecto a los ejes, estdn dados por

Le = [+ ), (9.20)
I, = /dm(mQ—i-zz),

I, = /dm(:c2+y2),
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y los elementos de fuera de la diagonal, denominados productos de inercia,
estdan dados por

Ly, = I,= —/xydm, (9.21)
l,, = I,,= —/mzdm,

I, = I,,= —/yzdm.

Esta matriz 3 x 3 la denotaremos por Hp y se conoce como la matriz de
inercia del cuerpo en el origen O, es decir

[mc Izy [:cz
Ho=| Iy Iy I,. |, (9.22)
Izac Izy Izz

y la relacién fundamental entre cantidad de movimiento angular y velocidad
angular, puede escribirse .
Lo = How, (9.23)

en el entendido que tanto Lo como & son matrices columna con las compo-
nentes de los respectivos vectores como sus elementos. Similarmente, para la
energfa cinética puede demostrarse que

1, = 1

No ahondaremos mds en este tema en estos apuntes porque el curso se
limitard a casos de dos dimensiones solamente.

9.5. Dinamica de un cuerpo rigido

9.5.1. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento para un cuerpo rigido son las mismas que
se indicaron en el capitulo de sistemas de particulas, es decir

Mdg = F*, (9.25)
r, = Tet o Lp, _ fem (9.26)
at ¢ T e CgroT o '
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Ademads para un punto arbitrario A se tiene la relacién general

dLy =
—A =T - MAG x @y, (9.27)

que es de utilidad en ciertos problemas donde el movimiento de un punto A
es conocido.

9.5.2. Ecuaciones para el caso de movimiento plano

Cuando el movimiento es plano, las ecuaciones anteriores pueden escri-
birse

Mdg = F (9.28)
la = Tt o1,y - e (9.29)
R T '
El resultado J
_I_; — fezt
at© " °

nos dice que la derivada del momentum angular, esto es el cambio del mo-
mentum angular, estd en la direccién del torque. En la figura que sigue se
ilustra el curioso efecto que el peso que actia hacia abajo sobre un disco que
gira sobre su eje. El torque del peso T estd en un plano horizontal y luego el
cambio de & también o estd. O sea el efecto del torque del peso hard que el
sistema tienda a girar respecto a la vertical en vez de a caer. La explicaciéon
del movimiento de un trompo tiene que ver con este efecto.
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Estas complejidades del movimiento en tres dimensiones no estan presen-
tes en los problemas de dindmica en un plano. En efecto, cuando el movi-
miento es plano, tanto la velocidad angular como el torque estdn en direccion
perpendicular al plano de movimiento, digamos el eje z, de manera que

Lo = Iobk,
7o = 7ok,
y luego resultard )
]OQ =T0,

o si llamamos a = 0 a la aceleracion angular
IoOé =T0,

de modo que el tinico efecto del torque serd causar una aceleracién angular
a=40.

9.5.3. Momentos de Inercia

El célculo de momentos de Inercia requiere realizar integraciones. Ade-
més el célculo debe ser en algtin origen especifico del cuerpo y para ejes
determinados. Normalmente se encuentran los momentos de Inercia para ori-
genes coincidiendo con el centro de masa y para ejes que coinciden con ejes
de simetria, cuando los hay. Se dardn algunos ejemplos de célculo, pero ahora
daremos los resultados para los cuerpos de formas més simples.

Eje Eje
Eje Eje
=% MR? I =2/ MR2

1=1/,ML? =1/,ML?
¢ ~ E— —
<>

4 —t > L

L

cilindro esfera barra delgada en su centro barra delgada en su extremo
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Eje

Eje
R I‘: MR?2

1
; I = % MR2
I=1/MR?

Eje
disco

aro delgado disco

9.5.4. Teorema de Steiner

Conocido el momento de inercia para un eje que pasa por el centro de masa
(G, se puede calcular el momento de inercia para otro eje paralelo al anterior
en un punto A mediante la relacién conocida como teorema de Steiner

[A:Ig-i-Mdz,

donde d es la distancia entre esos dos ejes. Para demostrarlo considere ejes
GX'Y'Z' con origen en G, y ejes paralelos AXY Z con origen en A. Considere-
mos solamente momentos de inercia respecto al eje Z, porque la demostracion
para los otros es andloga. Entonces tenemos

IG — /dm(l‘&—'_y&),
Iy = /dm(x2+y2),

pero las coordenadas estdn relacionadas. De

—

F=rg+71

se obtienen

raq + o,
= Yo+,
2 = zg+7,
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y luego

?+y* = (z6+7)+ (yo +v)?
= 2%+ 9% + 2267 + 2ycy + 1% + v,

de manera que
Iy = /dm(gﬂ +4°) = /dm(x/Z + 9% + 2war’ + 2ycy + 5+ yZ)

[ dmia) = [ am) <o,

porque son coordenadas relativas al centro de masa y /(2% + y%) = d es la
distancia entre los ejes Z. Ha resultado entonces

Pero

Iy=Ig+ Md? (9.30)

o sea entre dos ejes paralelos, uno que pasa por el centro de masa y otro que
pasa por el punto A estando ambos eje a una distancia d, al momento de
inercia en el centro de masa hay que agregarle Md? para obtener el momento
de inercia en A. Por ejemplo considere una barra donde el momento de inercia
respecto a un eje perpendicular que pasa por su centro es

1 2
Io = ML,

entonces respecto a su extremo sera

1 L 1
I=—ML*+M(=Z)*=-ML*
12 2 3

9.6. Ejemplos de dinamica plana

9.6.1. Dinamica de rotacién

El caso més simple ocurre cuando el cuerpo puede solamente girar en
torno a un eje fijo. Si llamamos O al punto del cuerpo por donde pasa el eje
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de rotacion, nuestra relacién fundamental entre torque y momentum angular
es

1 Oé =T0,
la energfa cinética del cuerpo es
1 .2
K =-1Iy0
2 ov ,
que pueden también escribirse
Io()é = T0,
1
K = ZIpw
510

EjEMPLO 9.6.1 Un disco de masa M y radio R puede rotar respecto a un
eje fijo que pasa por su centro. Mediante un hilo enrollado se sostiene otro
cuerpo de masa m que cuelga. Si el sistema se libera y comienza a moverse,
determine la aceleracion angular del disco y la altura que baja el cuerpo que
cuelga en funcion del tiempo transcurrido.

Solucién. Si llamamos T a la tensién del hilo, tenemos:
I0=71=TR,
y para el cuerpo que baja
mg —T' = ma.

Pero lo que baja el cuerpo estd relacionado con lo que gira el cilindro en la
forma (y hacia abajo)

y = RO,
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de manera que

a=19y= RA.

Si colocamos ademds [ = %M R?, se obtiene
1 .

§M RO = T,

mg—"T = mRé,

o bien 1
mg — §MR9 = mR0,

de donde se obtiene la aceleracion angular del disco
jo
M4+ mR
Esto es simple de integrar dos veces y se obtiene
m_ g,
%M +mR’
Liﬁ
%M +m2R

9:
9:

y luego lo que baja el cuerpo es
m 9 .0
=R = ———=t°.
Y %M +m?2

A

NotA 9.1 Es interesante comprobar que la energfa se conserva. En efecto la
energia cinética es

1 .20 1 1 .0 1 .9
K = =10 +=-mv>==MR?0"+ = 20
5 +2mv 1 R +2mR
11 .9 1 m?2
= —(=M R = ———— %2
5 (G M+ m) 2 M +m)?
y la energia potencial es
1 m?
V=-— =%
I =TT

Nl

esto es
K+V=0.
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NoTA 9.2 Si un cuerpo rota respecto a un eje fijo y el torque es nulo,
entonces

d .
—10 =0
dto )

entonces se conserva el momentum angular
Io0 = constante.

Si Ip es constante el dltimo resultado dice simplemente que la velocidad an-
gular es constante. Si el momentum angular varia, entonces varfa la velocidad
angular.

EjEMPLO 9.6.2 Colapso de una estrella. Este es un ejemplo de la astrofisi-
ca, donde se establece que la tltima forma estable de una estrella que tiene
suficiente masa y que a terminado su energia, es en la forma de estrella
neutronica, donde toda la materia de ella se ha transformado en neutrones,
uno al lado del otro y de un tamano bien pequeno y de muy alta densidad.
Supongamos entonces que la estrella tenia antes del colapso un radio del or-
den de nuestro Sol R ~ 7 x 10°km y que da una revolucién cada 10 dias.
Si al transformarse en estrella neutrénica su radio se reduce a R = 10km,
determine su nueva velocidad angular.

Solucién. De acuerdo a la tltima nota (conservacién del momentum
angular) tenemos que

Io0 = IL0
o bien 5 9
MR = MR
5 5
de donde e - 107
o LIy X 9
0 =fal =5 )0
pero 0 = mrad/ s y calculando se obtiene

6 = 35633.8 rad/s

o bien una frecuencia de
o/

0
J' =5z = 56713 Hz,
T

un valor enorme de vueltas por segundo.
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NoTA 9.3 No tome demasiado en serio este célculo. La velocidad radial re-
sultarfa v = 10000 x 35633.8 = 3.563 38 x 10® ms~! mayor que la velocidad
de la Luz (7). En realidad esta situacién pertenece al &mbito de la relatividad
general, cuestion que escapa a este curso.

9.6.2. Dinamica de rotacién y traslacion

En estos casos el cuerpo se traslada y ademds rota respecto a un eje per-
pendicular al plano de movimiento. En estos casos es conveniente considerar
las rotaciones respecto a un eje que pasa por el centro de masa porque se
cumple que

d

Ig—& = et (9.31)

o bien para la componente perpendicular al plano del movimiento

d

IGELU = rg’”, (9.32)
Ioca = Fﬁft, (9.33)

ademds de
Mag = Fe™, (9.34)

Puede ser 1itil la energfa cinética, cuya expresion es

1 1
K=: M} + §IGw2, (9.35)

siendo la primera parte %M vZ llamada energia cinética de traslacién y la
segunda parte %[Gwz energia cinética de rotacién.

EJEMPLO 9.6.3 Un disco de masa M y radio R baja rodando sin deslizar
sobre un plano inclinado un dngulo o respecto a la horizontal. Determine
(a) la aceleracion angular del disco, (b) la aceleracion lineal de G, (c) la
fuerza de roce.
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Solucién. Aqui w estd hacia adentro del papel al igual que el torque de
f respecto de G, de manera que tenemos

dw
Ic— =R
Gdt fa

ademds de la ecuacion para el eje X
Mgsina — f = Mag,

pero como no hay deslizamiento lo que avanza el disco estd relacionado con
el angulo que gira de la forma

xr = RO
de donde se deduce que
ag = Rd—w
T ar

Combinando estas ecuaciones podemos obtener

IG dw

EE = f7
dw
M g si — = MR—
gsina — f e
o bien
dw

MgRsina = (Ig + MRz)E
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o sea la aceleracién angular es
dw  MgRsin«
dt  Ig+ MR?’
la aceleracién lineal es
_ dw  MgR?sina
TG T T+ MR2

y la fuerza de roce es

f_fgdw_ IG

_ e 1¢  rosina
Rdt  Io+ MRz 9%me

Faltarfa solamente reemplazar I = %M R2. Si se hace los resultados son

d_w _ 2gsina
d 3R’

2gsin «
ag = 3 )

1
f = gMgsinoz.

A

9.6.3. Casos donde el movimiento de un punto es co-
nocido

En varios ejemplos se ilustra la potencia de la relacion

dﬁ—tf‘ = Tt — MAG x d,. (9.36)
entre torque y derivada del momentum angular en un punto arbitrario. Como
se explica esta relacién es particularmente 1itil cuando el movimiento o la
aceleracién del punto A es conocida. El movimiento dado del punto A y por
lo tanto su aceleracién es causada por alguna fuerza desconocida aplicada en
A, por lo cual conviene considerar el torque respecto a ese punto porque esa
fuerza no produce torque respecto a ese punto. En los ejemplos que siguen
es una buena tarea para el lector intentar llegar a los mismos resultados sin
usar la relacién (9.36) como se muestra en un ejemplo con soluciones (a) y

(b).
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EJEMPLO 9.6.4 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension
A oscila verticalmente de la forma ya = asinwt. Determine la aceleracion
angular 6.

a sin(wt)

aA‘

Figura 9.2: Péndulo cuyo punto de suspension oscila

Solucién. Para este caso tenemos

; L .

IA9 = —Mggsing— M(FG —7_‘:4) X CYA . k},
pero puede fécilmente verse que (7g — Ta) X da - k= —Law
obteniendo en dos pasos

2sinwt sin @

. L L
140 = —Mg§ sin 0 + Mgauﬂ sin wt sin 6.
A

EJEMPLO 9.6.5 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension
A oscila horizontalmente en la forma x4 = asinwt. Determine la aceleracion
angular 6.

Solucidén. Para este caso

. L .
IAQ = —Mgasinﬁ — M(FG —7_’;4) X C_iA . k,
pero similarmente (7 — 74) X @4 -k = —Zaw? sin wt cos § entonces obtenemos

2
en dos pasos

. L L
140 = —Mg§ sinf + Mgaaﬂ sinwt cos 6.
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a sin(wt)

Figura 9.3: Péndulo forzado

A

EJEMPLO 9.6.6 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension A
se mueve sobre una circunferencia vertical de radio R con velocidad angular
constante w.

Solucidon. Para este caso tenemos

~

. L
IA9: —MgESiIle—M(FG_FA) X6A~k,

pero (Fg — 74) X da - k = —Law?sin(% — wt + §) obteniendo

. L L
140 = _MQE sinf + MEUM2 cos(wt — 0).

A

EJEMPLO 9.6.7 Movimiento de rodadura de una rueda excéntrica (su centro
de masa estd desplazado de su centro geométrico), de radio R y masa M
sobre un plano horizontal. En este caso la aceleracion del punto de contacto
A del cuerpo con el suelo es de magnitud ay = R92 hacia arriba. Determine
la aceleracion angular 0.
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Figura 9.4: Problema de barra

Figura 9.5: Disco que rueda
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solucién (a). Suponiendo que el centro de masas estd a distancia i del
centro geométrico, tenemos

(Fg—FA) X C_iA'lAf: |Fg—FA|RQQSin¢,

pero
sin ¢ sin ¢

h  |rg—ry4l’
entonces X L
(FG — FA) X 6,4 -k = R0 hsin@,
y finalmente
146 = —Mghsin® — MRh” sin 0.
El momento de inercia puede ser obtenido mediante el teorema de Steiner

Iy = Ig+ M(h* + R* — 2hRcosf).

solucién (b). El torque respecto a G debido a la fuerza de roce f
(supuesta hacia la derecha) y la normal N son es

e = fl|rg—ra|sin(90 — ¢)k — Nhsin Ok,
Lo = I0k,
rg = —RO+ hsind,
Yo = R — hcos#,
de modo que las ecuaciones de movimiento seran

d2

f = M—dtg(—RH—i-hsinH),
d2
N-Mg = M (-
g dt2< hcos ),

Ioh = flrg —ralsin(90 — ¢) — Nhsin6,
I0 = f(R — hcosf) — Nhsin6,

en la ultima reemplazamos N y f obteniendo (con bastante dlgebra)

.o 2
Is0 = M(R—hcos@)%(—R@—i—hsin@)
2
—(Mg—i—M%(—hcos@))hsinH,

(I + M(R* 4+ h®* —2hRcosf))) = —Mghsinf — MhRY’ sin 9,
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que es la misma ecuacién que habifamos obtenido
146 = —Mghsin® — MRh” sin 0.

A

A

EJEMPLO 9.6.8 El mismo ejemplo anterior, pero ahora actia sobre la rue-
da una fuerza horizontal constante de magnitud F' aplicada en su centro.
Determine la aceleracion angular 6.

Figura 9.6: Rueda tirada con una fuerza.

Solucién. Simplemente agregamos el torque de F' obteniendo
[46 = —Mghsin0 — FR — MR hsiné.

A

EJEMPLO 9.6.9 Movimiento de rodadura de una rueda excéntrica de radio a
sobre un cilindro fijo de radio R. Determine la aceleracion angular 6.

Solucién. En este caso, demuestre primero que la aceleracién del punto
A del cuerpo en contacto con el cilindro es de magnitud as = aRw?/(R +
a) hacia el centro de la rueda. Aqui la velocidad angular de la rueda esta
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Figura 9.7: Rueda sobre cilindro.

relacionada con el angulo # mediante w = (R+a)8/a y RO = a¢. Si el centro
de masa estd a distancia h del centro geométrico, podemos obtener

(Fg—FA)XaA-l% = aAhsinqﬁ
2
= ;;R_:uahsingb,
entonces
. : aRw®
Ija = —Mg(h81n(9+¢)—a81n9)—MR h sin ¢,
a
-2
) 0 2
R+alA9 = —Mghsin(l—}—E)@—l—MgasinQ—MaR h(R—za) sinﬁe,
a a R+a a a
. a . R+a, Mga*sinf 2 . R
1.0 = —Mgh 0 — M RO hsin —0
4 TR+a™ * (R+a) S
A

EJEMPLO 9.6.10 Mouvimiento de rodadura de una rueda de masa M y radio
R, sobre una plataforma que oscila de la forma asinwt.
Solucién. Aquf la aceleracién del punto A tiene dos componentes, aw? sin wt,
)
RO pero solo la primera importa, dando por simple inspeccién (Te — Ta) X

a4 -k = Raw?sinwt lo cual conduce a

IAé — — M Raw? sin wt.
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Figura 9.8: Rueda sobre plataforma mévil.

PROBLEMA 9.6.1 Repita los ejemplos anteriores, pero calculando el torque
respecto del centro de masa, es decir haciendo uso de la ecuacion

9.7. Ejercicios

9.7.1. Ejercicios de cinemadtica plana

EJERrRCICIO 9.1 Una barra de longitud L tiene un extremo fijo y ella rota en
un plano fijo respecto a ese extremo de manera que el dngulo que ella forma
con un eje fijo en el plano del movimiento es 0 = wot siendo wg una cons-
tante. Determine la velocidad y aceleracion del centro de masa de la barra.
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EJERCICIO 9.2 Una barra de longitud L tiene se mueve en un plano vertical
de manera que su extremo inferior A desliza sobre un eje OX horizontal con
velocidad de magnitud va constante y el dngulo que ella forma con la vertical
OY es 0 = wot siendo wg una constante. Determine la velocidad y acelera-

cion del centro de masa de la barra.
A
y

EJERCICIO 9.3 Para la situacion del problema anterior, determine la posi-
cion del centro instantdneo en funcion del desplazamiento x 4 del extremo A,
de wy y de v4.

EJERcCICIO 9.4 Una barra de longitud L se mueve apoyada sobre un semi-
circulo de radio R y centro en O y su extremo derecho A desliza sobre un eje
OX que coincide con la base del semicirculo con rapidez va. Si 6 indica el
dngulo que la barra forma con el eje OX, determine:
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Yl

=

a) La posicion del centro instantaneo en funcion del dngulo 0.

b) La rapidez del centro de masa de la barra en funcion del dngulo 0.

EJERCICIO 9.5 Para la situacion del ejercicio anterior, determine las ecua-
ciones de las curvas rueda y riel.

EJERCICIO 9.6 Una ldmina rigida se mueve en el plano OXY de manera
de dos puntos de ella A = (1,2,0) y B = (2,1,0) tienen velocidades 4 =
(2,3,0) y v = (0,1,0).

a) Compruebe que esos puntos tienen velocidades compatible con la con-
dicion de rigidez (9.3).

b) Determine la velocidad angular del cuerpo en ese instante.

EJERCICIO 9.7 Un disco de radio R rueda sin deslizar apoyado sobre un
semicilindro de radio igual R. Si 6 es el dngulo que forma la linea que une
los centros con una linea fija, demuestre que la velocidad angular del disco
tiene magnitud

w = 20.
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9.7.2. Ejercicios de dindamica

EJjERCICIO 9.8 Un disco de masa M y radio R se apoya sobre un plano hori-
zontal dspero de modo que puede rodar si resbalar con su plano vertical. Si se
tira del centro del disco con una fuerza horizontal constante F, determine:

0

a) La aceleracion del centro de masa del disco.
b) La aceleracion angular del disco.

¢) La fuerza de roce.

EJjerCICIO 9.9 Un disco de masa M y radio 2R se apoya sobre un plano
horizontal dspero de modo que puede rodar sin resbalar con su plano vertical.
El disco tiene un reborde de radio R como se indica en la figura, en el cual
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se enrolla una cuerda que se tira con una fuerza horizontal constante F, de-
termine:

a) La aceleracion del centro de masa del disco.
b) La aceleracion angular del disco.

¢) La fuerza de roce.

EJjercICIO 9.10 Un disco de masa M y radio R tiene enrollada una cuerda
en su periferia y cae partiendo del reposo mientras la cuerda que se sostiene
de su extremo se desenrolla. Determine:

a) La aceleracion de bajada del disco.

b) La tension de la cuerda.
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EJERCICIO 9.11 Un disco de masa 10kg y de radio 2m puede rodar sin
resbalar sobre un plano inclinado en 30° respecto a la horizontal y es tirado
por una fuerza horizontal de magnitud 100 N aplicada en su centro, como se
indica en la figura.

Determine:

a) La aceleracion del centro del disco.

b) La fuerza de roce.

EJjERrCICIO 9.12 Un disco de masa 10kg y de radio 2m puede rodar sin
resbalar sobre un plano inclinado en 30° respecto a la horizontal y es tirado
por una fuerza horizontal de magnitud 100N aplicada en el punto P, como
se indica en la figura.

Determine:
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a) La aceleracion del centro del disco.
b) La fuerza de roce.

EJERcCICIO 9.13 Una barra de largo 2L y masa M estd articulada en un ex-
tremo a un punto fijo O, inicialmente en reposo y horizontal. Si ella se suelta,
comienza a rotar respecto a la articulacion bajo el efecto del peso de la barra.
Determine la reaccion en la articulacion y la velocidad angular de la barra
en funcion del dngulo que ella ha girado.

y

EJERCICIO 9.14 Una barra de longitud 2L y masa M se coloca verticalmen-
te sobre un plano horizontal liso, en reposo. Si ella es perturbada levemente
comienza a caer. Determine la velocidad del centro de masa de la barra justo
cuando ella se coloca horizontal.

y

A

=

EJjERrCICIO 9.15 Una barra de longitud 2L y masa M se coloca sobre un pla-
no horizontal liso. Si la barra es tirada por una fuerza constante F, inicial-
mente perpendicular a la barra y aplicada en un extremo, la barra comienza a
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moverse sobre el plano. La fuerza se mantiene aplicada a ese mismo extremo
manteniendo su direccion original. Determine una ecuacion para el dngulo
que gira la barra en funcion del tiempo.

y

q

v

EJERCICIO 9.16 Una barra de longitud L y masa M puede oscilar libremente
en torno a uno de sus extremos que se mantiene fijo, bajo la accion de su
peso. Escriba la ecuacion diferencial para el dngulo que ella gira.

y

1

\ 4

EJERCICIO 9.17 Una semiesfera homogénea de radio “a” estd en reposo so-
bre un plano horizontal liso con su base paralela a una pared vertical lisa,
sobre la cual la superficie semi esférica se apoya. La semiesfera comienza a
moverse partiendo del reposo, deslizando sobre el piso horizontal y la pared,
ambas sin roce. Demuestre, ademds que cuando la base alcanza la posicion
horizontal, la rapidez angular y la rapidez del centro de masas de la semies-

fera son w = %5 g/a,v= gaw respectivamente. Demuestre ademds, durante
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el movimiento siguiente, que el dngulo entre la base y la horizontal no excede

de cos™! (7).
A A A

r P
. |

EJjERrRCICIO 9.18 Un disco uniforme de radio a que estd rotando con rapidez
angular inicial ) alrededor de su eje, se coloca sobre un plano horizontal don-
de el coeficiente de roce cinético es . Si la superficie se apoya uniformemente
sobre el suelo, demuestre que el disco se detendrd en un tiempo %aQ/ (gp)-

v
v

EJERCICIO 9.19 Una barra de masa M 1y largo 2a se mueve apoyada en
superficies lisas OY wertical y OX horizontal. Inicialmente la barra estaba
vertical con 0 = /2 y se perturbd levemente. Determine 0 y las reacciones
en funcion de 6.

Ejercicio 9.20 Una semiesfera de masa M y radio R se coloca apoyada
sobre una superficie horizontal con roce de modo que la semiesfera sdélo puede
rodar sin resbalar. Inicialmente la base estd paralela al plano horizontal.

Si se le da a la esfera una velocidad angular inicial 0(0) = () sin que el cuerpo
resbale, determine 6 en funcion de 6.



