CcariturLo 9

Soluciones ejercicios

9.1. Ejercicios de cinematica plana

EJjercicio 9.1 Una barra de longitud L tiene un extremo fijo y ella rota en
un plano fijo respecto a ese extremo de manera que el dngulo que ella forma
con un eje fijo en el plano del movimiento es 0 = wot siendo wg una cons-

tante. Determine la velocidad y aceleracion del centro de masa de la barra.
A

Solucién. Como es ficil comprender, G tiene movimiento circunferencial
con radio /2 de modo que simplemente podemos usar las expresiones para
coordenadas polares

R60,
(ROY) — (RO*)?,

<y
|

2y
|
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pero ahora 0 = wo y 0 = 0 de manera que resultard

1 .
g = =Lwyl
G 9 oY,
— L N
ac = —(5(,4}%)7”,
y en coordenadas cartesianas
1
g = §Lw(icosw0t—jsinwot),
. L o . . .
ag = —(§w )(sinwot + Jcoswot).
A

EJERCICIO 9.2 Una barra de longitud L tiene se mueve en un plano vertical
de manera que su extremo inferior A desliza sobre un eje OX horizontal con
velocidad de magnitud vy constante y el dngulo que ella forma con la vertical
OY es 0 = wot siendo wy una constante. Determine la velocidad y acelera-

cion del centro de masa de la barra.
A
y

Solucién. Aqui

de manera que

~
—

L LR . L, . .
Ug = Ua+d X AG = vl + (—wok) X a(zsmwot—kjcoswot)

L, wol . A
= UAZ—FT(—jsmwot—l—zcoswot).

Para la aceleraciéon simplemente derivamos respecto al tiempo y resulta

2
o wol

de = =, (—jcoswot — isinwyt).
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A

EJERCICIO 9.3 Para la situacion del problema anterior, determine la posi-
cion del centro instantdneo en funcion del desplazamiento x4 del extremo A,
de wo y de vy.

Solucién. Podemos usar

— @XﬁA

Al = ) 9.1
- 91)
con W = —wok y U4 = va? de manera que

— k X vq? Vg .

Al = =—7
Wo Wo

o sea estd debajo del punto A a distancia Z—fz de él.

A

EJERCICIO 9.4 Una barra de longitud L se mueve apoyada sobre un semi-
circulo de radio R y centro en O y su extremo derecho A desliza sobre un eje
OX que coincide con la base del semicirculo con rapidez va. Si 6 indica el

dngulo que la barra forma con el eje OX, determine:
o

a) La posicion del centro instantaneo en funcion del dngulo 6.

b) La rapidez del centro de masa de la barra en funcion del dngulo 0.
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Solucién. Por las razones explicadas el centro instantdneo estd en [ y
se indica en la figura. Su posicién podemos especificarla en términos de sus
coordenadas que pueden calcularse por geometria

R
ry = —,
! sin 6
yr = wxrcotd = cot 6.

sin 6

A

EJERCICIO 9.5 Para la situacion del ejercicio anterior, determine las ecua-
ciones de las curvas rueda y riel.

Solucion. La mitad estd resuelta, porque del problema anterior lo que se
obtuvo son las ecuaciones paramétricas de la posicién de I. Para obtener la
ecuacion cartesiana debemos eliminar 6. Para ello use

2
cos 6 V1 —sin“6
)

Yr =xacotl = xp—— =24 .
sin 6 sin 6

con

sinf) = —,

xr

de modo que resulta

cosl
_ _ _ 2 2
yr = xrcotf = xy— =—\/25— R
sinf RV™I ’
la ecuacién de la curva riel.

Para la curva rueda debemos encontrar las coordenadas relativas a la

barra 2y = AB, y; = BI por geometria. Asi se obtiene

7 = Rcot#,
x/
! 1 2
= = Rcot“0,
I tan 6

y la ecuacién cartesiana sera (eliminando cot 6)

(@)
Yr = R .

A
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EJjERCICIO 9.6 Una ldmina rigida se mueve en el plano OXY de manera
de dos puntos de ella A = (1,2,0) y B = (2,1,0) tienen velocidades Uy =
(2,3,0) y v = (0,1,0).

a) Compruebe que esos puntos tienen velocidades compatible con la con-
dicion de rigidez (77).

b) Determine la velocidad angular del cuerpo en ese instante.

Solucién. Construimos AB — (2,1,0) — (1,2,0) = (1,—1,0), y calcula-
mos

T4 AB = (2,3,0)- (1,—1,0) = -1,
—
U5 - AB = (0,1,0) - (1,—1,0) = —1,
que resultan iguales. Ahora debe ser

— —

U = Ua +

&l
X
5l

que la multiplicamos % AB resultando

—_— =

(T — Ga) x AB = (& x AB) x AB = (AB})@ — (& - AB)A

—
pero por ser el movimiento plano & - AB = 0 de manera que

(s — Ua) X AB_ (=2,-2,0) x (1,~1,0)
(AB)? B 2

0=

=(0,0,2).

A

EJjerCICIO 9.7 Un disco de radio R rueda sin deslizar apoyado sobre un
semicilindro de radio igual R. Si 6 es el dngulo que forma la linea que une
los centros con una linea fija, demuestre que la velocidad angular del disco
tiene magnitud

w = 20.
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Solucién. Como el disco no ha resbalado, los arcos destacados son iguales,
las recta C" P" estaba vertical en C'P y luego el dngulo que ha girado esa linea
que pertenece al disco es 26, luego la velocidad angular tiene magnitud

w = 20.

A

9.2. Ejercicios de dinamica

EJERCICIO 9.8 Un disco de masa M y radio R se apoya sobre un plano hori-
zontal dspero de modo que puede rodar si resbalar con su plano vertical. Si se
tira del centro del disco con una fuerza horizontal constante F, determine:
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a) La aceleracion del centro de masa del disco.
b) La aceleracion angular del disco.

¢) La fuerza de roce.

Solucién. Sea f la fuerza de roce, de sentido contrario a F'. Asf tenemos
con k hacia adentro del papel

F_f - MaCM»

Loy = Iond,
d - d d .
—L = Iloy—0 = Iloy—w(—
i CM CMdtW CMdtW( k),

fou = Rf(-F),
como oy = M R?/2 tenemos

1 ,d
§MR aw

Rf,
d

1

pero el disco rueda sin resbalar de manera que

d
acy = REOJ,

y las dos ecuaciones que tenemos se reducen a

1

f = §MCZCM,

F—f = Macwu,

de donde salen los resultados

acyp =
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A

EJjErCICIO 9.9 Un disco de masa M y radio 2R se apoya sobre un plano
horizontal dspero de modo que puede rodar sin resbalar con su plano vertical.
El disco tiene un reborde de radio R como se indica en la figura, en el cual
se enrolla una cuerda que se tira con una fuerza horizontal constante F, de-
termine:

a) La aceleracion del centro de masa del disco.
b) La aceleracion angular del disco.

¢) La fuerza de roce.

Solucidén. Similarmente sea f la fuerza de roce, de sentido contrario a
F. Asi tenemos con k hacia adentro del papel

F—f = MCZCM,

Lo = Iomd,
d - d d R
ELCM = ICMaw = ICMEW(—]?),

~

Tom = (2Rf+ RF)(=k),

como Icy = Mr?/2 = 2M R? tenemos

d
QMRQEW = (2Rf + RF),
d F

— MR—w—=—

/ R =5
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pero el disco rueda sin resbalar de manera que

d
acypm = 2R£w,

y las dos ecuaciones que tenemos se reducen a

F 1

[+ 5 = §M acw,
F — f = MCLCM,
de donde salen los resultados
F
a = —
CM M 5
dw  acp F

dt 2R 2MR’

EJERCICIO 9.10 Un disco de masa M y radio R tiene enrollada una cuerda
en su periferia y cae partiendo del reposo mientras la cuerda que se sostiene
de su extremo se desenrolla. Determine:

Pe—er

a) La aceleracion de bajada del disco.

b) La tension de la cuerda.
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Solucioén. Si T es la tensién en la cuerda tenemos

Mg_T = MCZCM,

1 dw 1 dw
“MR>—~ = RT— -MR— =T
QMEG = Bl = MEy
dw
= R—
acy dt

de donde se obtiene )
Mg — §MGCM = Macwu,

de donde
2
a = -
CM 397
1
T = -Mag.
3 g

EJjERCICIO 9.11 Un disco de masa 10kg y de radio 2m puede rodar sin
resbalar sobre un plano inclinado en 30° respecto a la horizontal y es tirado
por una fuerza horizontal de magnitud 100 N aplicada en su centro, como se
indica en la figura.

Determine:

a) La aceleracion del centro del disco.

b) La fuerza de roce.
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Solucién. Indicando las fuerzas en la figura

tenemos que

Fcos30 —mgsin30 — f = ma,
N —mgcos30 — F'sin30 = 0,

donde ademés
— I~ == 2
« 7 a 2mR

Reemplazando « y colocando valores numéricos

50/3—50— f = 10a,
N —50V/3—-50 = 0,

[ = ba,
de donde 50v/3—50 10 10
a:175_:§ 3—322.44017ms_2,
50 50
f=3V3-75 =1220IN.

A

EJERCICIO 9.12 Un disco de masa 10kg y de radio 2m puede rodar sin
resbalar sobre un plano inclinado en 30° respecto a la horizontal y es tirado
por una fuerza horizontal de magnitud 100N aplicada en el punto P, como
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se indica en la figura.

Determine:
a) La aceleracion del centro del disco.
b) La fuerza de roce.

Solucion. La tnica diferencia respecto al problema anterior es que ahora
F también hace torque respecto a G, de manera que
Fcos30 —mgsin30 — f = ma,
N —mgcos30 — Fsin30 = 0,
I'ec = fR+FR=Iza,

de manera que

50/3—50— f = 10a,
N —50v/3—-50 = 0,

f -+ 100 = 5CL,
luego
_ 1 1 1
o= BOV3Z50+100 10 5 10,00 o
15 3 3
y 50 250

el signo significa que la fuerza de roce actia hacia arriba.
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A

EJjERrCICIO 9.13 Una barra de largo 2L y masa M estd articulada en un ex-
tremo a un punto fijo O, inicialmente en reposo y horizontal. Si ella se suelta,
comienza a rotar respecto a la articulacion bajo el efecto del peso de la barra.
Determine la reaccion en la articulacion y la velocidad angular de la barra
en funcion del dngulo que ella ha girado.

y

Solucién. Sea N la reaccion vertical en la articulacion. Conviene usar
conservacion de energia, esto es

1., 4
E= 51092 ~ MgLsing =0, I = g ML,
de donde
; 39 .
0= ism@,

es la magnitud de la velocidad angular de la barra. La reaccién vertical sale

de
2

d :
N—Mg= Mﬁ(—Lsmﬁ),

la derivada se puede hacer porque se conoce y resulta

2

N:Mg—ML%sine,

donde damos sélo el resultado

5 9
N = §Mg— ZMgcosze.
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A

EJjERCICIO 9.14 Una barra de longitud 2L y masa M se coloca verticalmen-
te sobre un plano horizontal liso, en reposo. Si ella es perturbada levemente
comienza a caer. Determine la velocidad del centro de masa de la barra justo

cuando ella se coloca horizontal.
y

A

=

Solucién. Como no hay fuerzas horizontales, el movimiento del centro
de masa ocurre sélo en la direccién vertical, por lo tanto podemos tomar

remy = 0,
youy = Lcost,
conservacion de energfa da
1, 11 .
E= §MUCM + §(§ML )0 + MgLcosf = MgL,
donde .
vem = You = —0OLsin b,
entonces 1 5
'2 . 2 ‘2 g
o/ L
0 sin® 6 + 39 L( cos ),
y

2 29 (1 —cosf)
0 =————7
L sin®0 + 3

cuando la barra se pone horizontal § = 7/2 y luego

) [39
VoL’
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y la velocidad del centro de masas en este instante es

; [3gL
UCM:—QL:— 397

A

EJjErCICIO 9.15 Una barra de longitud 2L y masa M se coloca sobre un pla-
no horizontal liso. Si la barra es tirada por una fuerza constante F, inicial-
mente perpendicular a la barra y aplicada en un extremo, la barra comienza a
moverse sobre el plano. La fuerza se mantiene aplicada a ese mismo extremo
manteniendo su direccion original. Determine una ecuacion para el dngulo
que gira la barra en funcion del tiempo.

y

Solucién. Sea xcy; e your las coordenadas del centro de masas sobre el
plano horizontal. Si la fuerza estd aplicada en la direccién O X la coordenada
Youm No varfa y puede tomarse cero. Entonces tenemos

F = Micy,
ToM = FLCOSQZICMé,

la dltima es la que interesa y si reemplazamos Iy = M L?/3 se obtiene

2 ..
FLcost = %9,

0 sea S F
0= L °o8 0,

es la ecuacién diferencial que determina el dngulo 6.



296 Soluciones ejercicios

A

EJERCICIO 9.16 Una barra de longitud L y masa M puede oscilar libremente
en torno a uno de sus extremos que se mantiene fijo, bajo la accion de su
peso. Fscriba la ecuacion diferencial para el dngulo que ella gira.

y

1

v

Solucién. Conservacién de energia da

1 .2 L
E = 5[«9 —MgECOSQ,

es constante. Luego si derivamos
L .
106 + MgE sinf0 = 0,
de donde I
10 + Mg sinf =0,

y si reemplazamos I = ML?/3 resulta

0+ism0—0,

es la ecuacién diferencial solicitada.

A

EJERCICIO 9.17 Una semiesfera homogénea de radio “a” estd en reposo so-
bre un plano horizontal liso con su base paralela a una pared vertical lisa,
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sobre la cual la superficie semi esférica se apoya. La semiesfera comienza a
moverse partiendo del reposo, deslizando sobre el piso horizontal y la pared,
ambas sin roce. Demuestre, ademds que cuando la base alcanza la posicion
horizontal, la rapidez angular y la rapidez del centro de masas de la semies-

fera son w = w/% g/a, v= %aw respectivamente. Demuestre ademds, durante

el movimiento siguiente, que el dngulo entre la base y la horizontal no excede

de cos™! (7).
A A A

r A
@ &

Solucién. El centro de masa del cuerpo estd a distancia 3a/8 del centro.
Mientras no despega, el cuerpo mantiene su centro fijo, y la tnica fuerza que
realiza torque respecto a ese punto es el peso. Si en la segunda figura 6 es el
angulo que ha girado la linea que contiene el centro de masa, entonces

v

I = Mgga cos @,

donde el momento de inercia es I = 2Ma?/5, luego

2Ma? .. 3
5@ 0= Mggacos 0,
0 sea 15
_ 229
0= 162 cos b,
que podemos integrar porque
1d .2
0==-—=~0
2d0 7
obteniendo 1 15
29" = 29 gin 0,
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y cuando la base se coloca horizontal § = /2 resultando

. 15¢g
:0: _
“ 8 a’
y
v an
oM = 3

Puede probarse que en esta posicién el cuerpo despega y tiene una energia
inicial (respecto a la posicién inicial del centro)

1 .2 3
EFE=-10 —Mg=—a=0
2 gge =

y su momentum en la direcciéon horizontal es

3 3 [5g
PI—MgaLL)—MgCZ g—.

Esas dos cantidades son conservadas, pero ahora todo el cuerpo se traslada y
rota, de manera que la coordenada x del centro de masa varia. Asi la energia
se puede escribir

1 1 . 3
E = =Muv},, + —ICM«92 - Mg—a cost) = 0,
2 2 8
ademas

3 15¢

Mtz = M-ay\|—=
’ sVs o

Yom = gaCOS@,
yCM = —%Qsin&

Cuando 6 sea un extremo, § = 0, y en ese caso, Yoy = 0 y la ecuacion de

energia da
1.3 [15¢g., 3a
—M(=za\/—=%)* — Mg—cosf =0
Mg\ g )~ Mo cos

45
128’

que se reduce a

cosf =

osea d =69.417°.
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A

Ejercicio 9.18 Un disco uniforme de radio a que estd rotando con rapidez
angular inicial € alrededor de su eje, se coloca sobre un plano horizontal don-
de el coeficiente de roce cinético es . Si la superficie se apoya uniformemente
sobre el suelo, demuestre que el disco se detendrd en un tiempo %aQ/ (g).

Solucién. Supondremos que la normal que es el peso se distribuye uni-
formemente de manera que su densidad superficial es
My
g = —
Ta

Considere un anillo entre 7 y r 4 dr. La fuerza de roce en ese anillo produce
un torque retardador dado por

dr = —p(o2nrdr)r
M
= —u—gQW“?dr
Ta
2M
= —U 297‘2d7“,
a
e integrando
“2M
T = —u / 2gr2dr
0 a
__2uMga
= T
De manera que
2uMga
Iao = — ,
3
1 2uM
—M(I2Oé - _ % ga’7
2 3
o — _ing
3a’
y como la condicién de frenado es
0=Q+ at,
resulta
¢ 3af)

 dug
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A

EJjErRCICIO 9.19 Una barra de masa M vy largo 2a se mueve apoyada en
superficies lisas OY wertical y OX horizontal. Inicialmente la barra estaba
vertical con 0 = w/2 y se perturbs levemente. Determine 0 y las reacciones
en funcion de 6.

Solucidén. Respecto a la figura, tenemos que

H >

rg = acosb, Yo = asinf, vg = ab,

y la energia es constante
1. 5 1 -2 . 1. 5.2 1,1 5 :2 .
E = Mga = §MUG—|—§_709 +Mgasinf = EMCL 0 +§(§M6L )0+ Mgasin 0,
de donde
: 3
0=— 5%(1 —sinf),

donde el signo se debe a que 0 estd disminuyendo. Para determinar las reac-
ciones utilizamos F' = Mdg que en componentes es

d2
H = M-—acos#,
dt?

2
V—-—Mg = Mﬁasinﬁ,

en el apéndice se explica como hacer estas segundas derivadas con facilidad
y resulta

1 d,, . o, 3 ,
a_2sin9@(6’sm€) —ZMg(:‘}San—Q)COSQ,

— d 2_1 2 :
vV = Mg+Ma2cose 9(00080) —4Mg(10 9cos®f — 6sind) .

H —
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Note que la barra pierde el contacto con la pared cuando sin 6§ = 2/3 es decir
cuando 0 = 41,81°.

EJjERrRCICIO 9.20 Una semiesfera de masa M y radio R se coloca apoyada
sobre una superficie horizontal con roce de modo que la semiesfera solo puede
rodar sin resbalar. Inicialmente la base estd paralela al plano horizontal.

Si se le da a la esfera una velocidad angular inicial 9(0) = Q sin que el cuerpo
resbale, determine 6 en funcion de 0.

Solucién. La figura de andlisis es

Pueden calcularse CG = %R y Ic = %M R2. A pesar que hay roce como el
punto de contacto no desliza, se conserva la energia

1

E:
2

Mv% + %IGéZ + Mg(R — CGcos#).

Las coordenada de G seran (el centro C' avanza R6 por no haber deslizamien-
to)

rg = RO—-CGsinb,
Yo = R—CGcosb,
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de donde evaluamos

ic = RO—CGHcosb,
e = CGHsind,
W2 = R’ —2RO’CG cost + CG2,

- -2
= 64R (73 —48cosb) 0,

reemplazando en F

E

1.1, 2 12 952 3
2M64R (73 —48cosf) 0 +25MRH + Mg(R 8Rcos«9)

1 - 3
—_MR? (493 — 240 cos) §° + MgR(1 — = cos )

640
- , 3
64OMR (493 — 240 cos ) Q° + MgR(1 8)

de alli despejamos 0

)_ |o2_9_Ll—cosf
0 \/Q R(@—COSQ).

240

A




