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Resumen

La motivación para incorporar la constante cosmológica en el presente trabajo se debe a que ésta

es un ingrediente esencial del muy conocido modelo estándar de Cosmología, denominado �CDM ,

el cual hasta ahora es el que mejor ha logrado explicar la transición del proceso de expansión del

universo desde una fase en desaceleración a otra acelerada, como también es el que mejor se ajusta

a la abundancia observada de helio (incluido Deuterio), hidrógeno y litio, así como al por qué de

la existencia de un fondo cósmico de microondas [1], lo cual es confirmado por la gran cantidad de

datos observacionales existentes[2].

Los efectos enunciados anteriormente son de escalas cósmicas de Gigaparsecs, en la cual se

pueden evidenciar los efectos de �, sin embargo, una de las razones para estudiar la inclusión de

la constante cosmológica en estructuras pequeñas como estrellas de neutrones y enanas blancas

fue la evidencia encontrada del rol y efectos que ésta juega en la órbitas y estabilidad de sistemas

acoplados (Órbita circular estable más interna y más externa) [3], los cuales son nimios comparados

con las estructuras donde habitualmente se estudian los efectos de �.

Dado que las ecuaciones de equilibrio para los diferentes tipo de estrella, en particular las de este

estudio dependen de la constante cosmológica, es de interés incluirla en un estudio dinámico que

permita conocer el comportamiento de sus soluciones considerando la imposibilidad actual de obte-

ner un resultado analítico para su solución. Debido a la interacción que tiene ésta con las variables

de las ecuaciones, era de esperar un efecto de contraposición con la presión interna de la estrella,

generando una disminución en los radios de ellas, sin embargo, los resultados obtenidos al solucionar

de manera numérica los sistemas se puede observar un efecto mas bien despreciable, salvo cuando

se utilizan valores considerablemente mayores con respecto al valor registrado experimentalmente.



Capítulo 1

Introducción Estrellas Densas

Como se indica en [4] una parte importante de las estrellas son capaces de soportar los colapsos

gravitacionales generados por sus grandes masas debido a la presión que se genera en su interior por

medio de procesos de reacción nuclear que, como planteó Arthur Eddington [5] por primera vez en

1920, se debe a la fusión de núcleos de Hidrógeno y Helio, liberando en este proceso energía la cuál

se encarga de equilibrar las fuerzas gravitacionales presentes. Como es de esperar, estas reacciones

no se pueden mantener indefinidamente y el combustible nuclear (Helio e Hidrógeno principalmen-

te) al ser consumido casi en su totalidad vuelve virtualmente imposible, con la tasa de generación

de energía disponible, soportar el inminente colapso generado la atracción gravitacional generado

por la propia masa de la estrella, decantando esto en dos posibles estados finales de existencia de

estos sistemas gravitacionales.

El primero de estos escenarios posibles es en el cual la gravedad se vuelve dominante llevando

inexorablemente a aquella estrella que supere aproximadamente las 2 masas solares (M�) a colap-

sar en un agujero negro, una estructura cuyo interior al horizonte de sucesos no tiene posibilidad

de enviar información hacia un observador exterior.

El segundo de estos posibles finales para una estrella en fase principal se da cuando la fuerza

1
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ejercida por gravedad es equilibrada desde el interior por presión generada a partir de procesos

no termonucleares, más bien de carácter cuántico, pudiendo en este camino finalizar su vida como

una enana blanca, o una estrella de neutrones, cuerpos estelares de altas densidades que presentan

particularidades que veremos a continuación.

1.1. Enanas Blancas

Como se puede leer en el trabajo de Koester y Chanmugam [6] el estudio de las Enanas Blancas

tiene gran relevancia en las áreas de la física relacionadas al universo, ya que estas contienen in-

formación de sustancial que sirve para entender la evolución individual de estrellas desde su origen

a su decadencia, en la historia de las galaxias, así como la tasa de formación de estrellas en ellas.

Esto entre otras cosas debido a que la vasta mayoría de las estrellas, incluido nuestro Sol, pasarán

la fase final de su existencia en forma de Enana Blanca [7].

La característica principal que define el destino de una estrella ordinaria es su masa a lo largo

de su vida, ya que aquellas que han consumido su combustible termonuclear y que presentan masas

críticas del orden de M � 6 � 8 M� (la cual pueden perder por diversos medios en su proceso de

enfriamiento), terminarán su vida como Enana Blanca, las cuales presentan masas máximas del

orden de Mmax � 1;4M�, con radios aproximados del orden terrestre y densidades por tanto cerca-

nas a 103 kg � cm�3. Estas diferencias entre la masas entre las fases principal y final es aprovechada

en la galaxia para la formación de nuevos cuerpos celestes en ellas. Desde su nacimiento y durante

sus fases tempranas presentan altos valores de Luminosidad (L :=

), la cual perderán de forma gradual hasta volverse virtualmente invisibles a lo largo de un

periodo de 5 � 10 . Son estos largos periodos de tiempo que demoran en perder su

luz, los que permiten al estudiarlas leer en ellas la información que contienen de las etapas primarias

de nuestra galaxia.

Como se planteó previamente, en las Enanas Blancas dejaron de resistir la fuerza de la gravitación

mediante presión generada por energía nuclear de fusión de núcleos, y debido a sus densidades ex-

tremadamente altas los espacios que pueden ocupar los átomos generan degeneración de electrones
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como consecuencia del principio de exclusión de Pauli. El peso de la estrella es soportado por lo

que se denomina presión de degeneración electrónica, caracterizada por una determinada ecuación

de estado que permitirá evaluar las masas límites para este tipo de estrellas.

Otra característica interesante de las Enanas Blancas es que se pueden encontrar algunas de ellas

como poseedoras de campos magnéticos. Se conocían hasta hace algunos años cerca de 42 de estos

cuerpos con campos que oscilaban en rangos de 106 � 109G [8], lo cual suma otra razón de estudio

al evidenciar en ellos los efectos de fuertes campos magnéticos que pueden ser observados en gran

detalle en todo el espectro, desde el Infrarrojo hasta el Ultravioleta.

Desde observaciones astronómicas de los espectros de luz emitidos de las atmósferas de las

Enanas Blancas se pudo encontrar un patrón de amplia variación en los componentes principales

de estas a diferencias de otros grupos estelares que presentan espectrometrías similares entre ellos.

Se pueden encontrar estrellas que presentan lineas de hidrógeno, las cuales se visualizan extremada-

mente ensanchadas con respecto a las originales por causa de los poderosos campos gravitacionales

presentes en ellas. En algunas de estas enanas blancas es posible encontrar únicamente lineas En

el espectro del helio neutro o simplemente lineas que se encuentran en los rangos de las bandas de

Swan para moléculas de Carbono número 2, se han visualizados otras cuyas lineas sólo contienen

calcio, magnesio o hierro.

Como es de esperar por ser los componentes principales del universo, la mayoría de las Enanas

Blancas presentan en sus capas exteriores principalmente helio e hidrógeno, tal como lo muestra y

explica el porque de esta situación D. Koester en su publicación [9], se debería a que si se combinan

las influencias debidas a los campos tanto eléctricos como gravitacionales en las capas exteriores

de estas estrellas. Se genera separación entre los elementos que presentas diversos pesos atómicos,

creando un efecto de lluvia de aquellos que son más pesados hacía el centro de la estrella y un

ascenso de los más livianos en dirección del tope atmosférico. Estos procesos se presentan en inter-

valos de tiempos muy cortos contrastándolos con los tiempos estelares.

Por todas las razones previamente expuestas y debido a nuestra imposibilidad material para

recrear y/o simular con precisión en la tierra todas estas condiciones de la materia que se dan de



4

forma natural en las Enanas Blancas, es por lo cual tras el desarrollo teórico de los marcos que

se cree rigen dichas condiciones, así como su grado de predicción con respecto a la realidad, lo

cual puede ser confirmado por medio de la observación astronómica de nuestros cuerpos celestes de

estudio, es que las Enanas Blancas se podrían considerar como enormes laboratorios físicos extra-

terrestres en el aprendizaje de materias de altas densidades y extremas presiones. Esta es una de

las razones que motivan este trabajo.

A través de sus constantes observaciones del espacio el matemático y astrónomo , las

cuales realizó durante los años 1834 y 1844, se percató de desviaciones en el transito de la estrella

Sirius, la cuál presentaba oscilaciones aparentes en su recorrido por el firmamento, lo cual sólo

lograba ser explicado y posteriormente confirmado, por la presencia de una estrella compañera, la

cual pasó a llamarse Sirius B. La detección tuvo lugar en el año 1861 de forma visual gracias al

telescopio americano armado por el fabricante de telescopios y astrónomo , con lo cuál

fue viable determinar por primera vez su orbita. Años después, cerca del año 1910, el astrónomo L.

Boss, quien construyó uno de los primeros catálogos de compilación de estrellas, fue capaz de hacer

una de las primeras estimaciones de la masa de esta Enana Blanca en un valor de 0;94M�, la que

lamentablemente, pero sin perdida del valor de esas mediciones, fue nuevamente determinada en

1978 aumentando a 1;053M�.

Utilizando técnicas de espectrometría astronómica fue posible estimar su temperatura efectiva

atmosférica en alrededor de 8000K, valor que junto a los valores conocidos de su luminosidad hizo

posible las primeras estimaciones de su radio y por consiguiente de su densidad, la cual se considera

alrededor de 50 kg � cm�3. Estos valores que, pese a estar por debajo de futuras estimaciones, para

la época y lo que se conocía en aquellos momentos, era en palabras del mismo Eddington (1926)

un absurdo, sin embargo gracias a las nuevas tecnologías en observación y mejores cálculos, ha

permitido estimar su temperatura superficial en aproximadamente 27000K y a partir de ello, una

densidad de 3 � 103 kg � cm�3.

Como se ha comentado previamente, las Enanas Blancas no fueron capaces de soportar la fuer-

za gravitacionales generada por su propia masa, generando un primer colapso que la lleva a su
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estructura actual. En este escenario se producen densidades extremadamente altas que dan lugar a

materia en un estado llamado degeneración de electrones, se considera que la composición interior

debido a este estado es de carbono puro, bajo este régimen se puede calcular la distancia típica

rc entre los núcleos del carbono (

1;54 � 10�10m 1;2 � 10�10m) a partir de la formula, 4�
3 ncr3 = 1,

donde nc es la densidad de numero de las partículas pesadas para este caso. El valor obtenido

previamente es aproximadamente rc = 1;2 � 10�10cm, lo cual es muchísimo menor al radio de Bohr

(5;3 � 10�9cm,

) incluso para iones de carbono que cuentan con tan sólo con un

electrón.

Bajo este régimen sólo puede mantenerse en la Enana Blanca la materia por la falta de espacio en

ella no permite orbitas ligadas y debería presentarse completamente como presión ionizada (

). En este mismo contexto se presenta una distancia

media entre los electrones del orden de re � 6;4 � 10�11cm, valor que es considerablemente menor

que la longitud de onda térmica de Broglie para los electrones inclusive para la temperaturas ex-

tremadamente altas (T > 109K), lo cual vuelve imposible hacer una descripción adecuada de las

condiciones termodinámicas de la materia, lo que vuelve imprescindible el uso de mecánica cuántica

para tener un panorama de mayor realismo frente a esta situación. Al utilizar la característica de

la obediencia de los electrones a la estadística de Fermi-Dirac es posible explicar el porqué y el

cómo la Enana Blanca es capaz de soportar la gravedad completamente gracias a la presión de

degeneración de electrones, este régimen que no necesita de reacciones termonucleares para man-

tener la masa de la estrella puede incluso seguir su trabajo a temperatura cero, lo cual explica

la razón del enfriamiento de estas en el tiempo, gracias a esta última característica las Enanas

Blancas en este estado estable se vuelven nuevamente un laboratorio espacial para el estudio de

configuraciones a temperatura cero, acrecentando la necesidad del estudio de estos cuerpos estelares.



6

1.2. Estrellas de Neutrones

Como resume muy bien el libro de Haensel [10] las estrellas de neutrones son cuerpos estelares,

remanentes de estrellas que finalizaron su fase principal, y por ende ya no cuentan con energía

termonuclear que consumir para contrarrestar la atracción gravitacional de su propio peso y evitan

el colapso gravitacional mediante la presión de degeneración de neutrones, por lo cual la materia

que contienen en su interior se encuentran en densidades que están apenas por encima de la que

tiene un núcleo atómico, del orden medio de � 7 � 1014 g � cm�3 ’ (2 � 3)�0 (

�0 = 2;8 � 1014 g � cm�3). Si bien sus masas en términos generales

no difieren mucho de las que presentan las Enanas blancas, del orden de 1;4M�, presentan una

característica particular en lo que refiere a sus radios, los cuales son aproximadamente de apenas

unos 10 km, haciendo de estos cuerpos celestes las estrellas más compactas conocidas en el universo,

presentando energías gravitacionales similares a Egrav � 0;2M�c2 y una aceleración gravitacional

superficial aproximada de g � 2 � 1014 cm � s�2.

Un hecho interesante es la diferencia de años entre las primeras predicciones de las Estrellas de

Neutrones y su primer avistamiento. En primera instancia, en el año 1932 Lev Landau [11], de

forma independiente a Chrandrasekhar, aunque un tiempo después, logró estimar la masa máxima

de un Enana Blanca con bastante precisión. Sin embargo aquella publicación contenía una segunda

parte bastante interesante, en ella Landau especulaba la existencia de cuerpos estelares que po-

drían existir de manera estable con densidades cercanas a las del núcleo atómico, siendo aún más

compactas que las Enanas Blancas estudiadas en su investigación.

Pese a esta especulación de Landau, la predicción teórica que hoy en día sentó las bases de

nuestro conocimiento y estudio de las Estrellas de Neutrones, fue realizado por W. Baade y F.

Zwicky [12], quienes hasta el año 1933 estuvieron estudiando diversas observaciones de explosiones

de supernovas y en ellas encontraron que de ellas se liberaba una cantidad colosal de energía que ini-

cialmente no tenía una explicación clara, para la cual ellos propusieron, de sus propias palabras, lo

siguiente:

. Sobre este proceso de transición entre estrellas,

especularon una posible razón, que consideraba que en la corteza externa de una estrella ordinaria
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se producen los neutrones, que debido a su masa generan una suerte de lluvia desde la superficie

en dirección radial hacia el centro de ésta, bajo la premisa que la presión de luz es prácticamente

cero sobre los neutrones.

Dentro de los campos de investigación principales en torno a las estrellas de neutrones, se

encuentra uno de sus ingredientes fundamentales que particularmente tuvo un auge de estudio

previo a la segunda guerra mundial, éste es conocer la ecuación de estado que describe a la materia

presente en nuestro objeto de estudio, la cual se encuentra a densidades irreplicables en nuestro

planeta. El desarrollo de la teoría que permite la obtención de la ecuación de estado buscada

considera el hecho de que las estrellas de neutrones, por estabilidad de los neutrones (

) estén compuestas además por protones y electrones, estos últimos

necesarios para mantener la nulidad de carga de las estrellas de neutrones. Estos fermiones se

encuentran en estado degenerado para poder mantener la estabilidad de la estrella con respecto

al colapso gravitacional, siendo esto la razón de que sea viable considerar que la materia en estos

cuerpos estelares se pueda considerar sin mayores problemas a temperatura T = 0K sin presentar

grandes desviaciones de del estado real, además de entregar gran información del comportamiento

de ellas.

Hubo ideas poco afortunadas como la de Landau [13] y Gamow [14], quienes de forma indepen-

diente propusieron que existía la posibilidad de que prácticamente cualquier estrella regular podría

contener un núcleo que no difiere de la concepción que se tenía de lo que es una estrella de neutro-

nes. Claramente esta idea, que buscaba explicar las cantidades de energía estelar, fue descartada

conforme avanzaron los estudios.

Es a partir de el punto que se verá ahora que el entendimiento de las estrellas de neutrones

comienza un camino de crecimiento, esto gracias al trabajo de Tolman[15], y Oppenheimer con

Volkoff [16], quienes a partir de la ecuación de campo de Einstein [17] fueron capaces de derivar,

gracias a la simetría esférica de los cuerpos de estudio, una ecuación de equilibrio hidrostático para

las estrellas de neutrones en el marco de las relatividad general. En esta ecuación se reflejan las

características fundamentales que se presentan en estas estrellas, tales como su densidad variable,

el aporte de su energía en reposo y por supuesto los efectos surgidos a partir de la relatividad ge-
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neral, todos ellos de gran importancia debido al régimen en el cual mantienen su estabilidad (

).

Con la poderosa herramienta que fue esta ecuación Oppenheimer y Volkoff y considerando la

estrella de neutrones como compuesta únicamente de un gas de neutrones fuertemente degenerados

no interactuantes, se generó un modelo simple de para la ecuación de estado, el cual resolvieron de

forma numérica obteniendo una respuesta para uno de los problemas más importantes: el límite de

masas de estrellas de neutrones, las cuales, según sus resultados, para modelos estables y estáticos,

presentan masas máximas ( ) del orden de MENmax ’ 0;71M�, que

en la literatura se suele encontrar como el límite de Oppenheimer Volkoff. Claramente este valor

generó grandes preocupaciones en los investigadores ya que se encontraba bastante por debajo

del límite encontrado por Chrandrasekhar para las enanas blancas, el cual como recordamos es

del orden de MEBmax ’ 1;44M�. Tras realizar las evidentes revisiones de sus procedimientos,

premisas y resultados, sin poder evidenciar fuentes de errores, concluyeron de forma pesimista

� 0;7M� . Afortunadamente

en esta ocasión se encontraban errados. Gracias al arduo trabajo de observación realizado años

después, que combinaron técnicas precisas de medición de estrellas de neutrones, junto a evidencias

astrofísicas directas que entregaron datos de la fuerte interacción repulsiva en la materia de estos

cuerpos, que se encuentran a densidades supranucleares, se calculó este límite en el rango de �

(1;25 � 1;44)M�, lo cual es mucho más cercano al límite establecido por Chrandrasekhar.

Lamentablemente durante el periodo de la segunda guerra mundial los avances en estos campos

de estudio se detuvieron en base al contexto histórico que se vivía, particularmente hasta cerca de

1960 las estrellas de neutrones fueron tratadas nada más que como el fruto de la imaginación de de

algunos físicos teóricos, sin encontrar ninguna evidencia real de sus existencia, mermando los avances

en su estudio y el desarrollo de su entendimiento. Sin embargo, hubo un grupo de científicos que

se embarco en la búsqueda visual de ellas, lo que permitió que tras su descubrimiento los trabajos

en torno a ellas fueran llamativos de investigar, dando luces del comportamiento interno de estos

cuerpos de altas densidades hasta el día de hoy, con observaciones de sus efectos estelares y uno de

las motivaciones presente en este trabajo.
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1.3. Constante Cosmológica Λ

En el transcurso del año 1917 A. Einstein estudia y genera sus primeros modelos sobre el universo

basándose en la teoría general de la relatividad, cuyas ecuaciones de campo pueden escribirse como

G�� � R�� � 1

2
Rg�� = �8�G

c4
T�� : (1.3.1)

En esta época, previa a los descubrimientos de Hubble, Einsten pensaba que el universo era estático,

con distribución uniforme de materia y con curvatura espacial positiva (esfericamente cerrado), para

el cual con las ecuaciónes (1.3.1) no daban una solución de este tipo. Fue así que tuvo la idea de

introducir una constante que permitiera obtener soluciones estáticas y que fuera compatible con la

exigencia de que el miembro izquierdo de la ecuación (1.3.1) tuviera una derivada covariante nula.

Con esto la ecuación (1.3.1) tomó la forma más general dada por

G�� � �g�� = �8�G

c4
T�� ; (1.3.2)

donde el término � paso a ser conocido como . Para la ecuación anterior

cuando hay ausencia del factor de energía-momento T�� = 0, lo cual corresponde al caso de un es-

pacio sin materia, tenemos la solución G�� = �g�� , donde el término derecho puede ser interpretado

como un tensor de energía-momento correspondiente al vacío, y dado por

T �
�� = � c4

8�G
�g�� : (1.3.3)

En términos generales, tanto la materia como la radiación pueden pueden ser descritos como fluidos

caracterizados a través de su densidad de energía ( ) y presión. Es así que nuestro

tensor de energía-momento del vacío T �
�� puede ser parametrizado mediante la

�� y la p�, las cuales corresponden a

�� =
c2�

8�G
> 0 (1.3.4)

p� = ���c2 < 0: (1.3.5)

Si consideramos el universo estático planteado por Einstein, mediante las ecuaciones de Friedman

con la inclusión de la constante cosmológica, obtenemos los siguientes términos en función de la

presión y densidad de materia pM , �M y la presión y densidad de energía de vacío p� y ��,
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respectivamente, como

_a2 + �c2R�2
0

a2
=

8�G

3
(�M + ��) (1.3.6)

�a

a
= �4�G

c2

�
(pM + p�) +

1

3
(�M + ��) c2

�
: (1.3.7)

Si consideramos que la mayoría de la materia en nuestro universo (a tiempo presente) no es de

carácter relativista, y que puede describirse muy bien por una presión nula, pM = 0, junto con que

p� = ���c2, tenemos

�a

a
= �4�G

c2

�
(pM + p�) +

1

3
(�M + ��) c2

�
= �4�G

c2

�
���c2 +

1

3
(�M + ��) c2

�
= �4�G

3
[�2�� + �M ] :

Ya que inicialmente buscamos estudiar el universo estático propuesto, tenemos la restricción �a = 0,

y de esa manera obtenemos de la ecuación anterior, junto a la ecuación (1.3.4), el resultado

�M = 2�� =
c2�

4�G
:

Considerando ahora la segunda condición de universo estático, asociada a la velocidad de expansión

nula _a = 0, implica que el factor de escala a del universo se mantiene constante a = a0 = 1, de

modo que reemplazando los valores obtenidos anteriormente para �M en (1.3.6) obtenemos

�c2

R2
0

=
8�G

3
(2�� + ��)

=
8�G

3
3��

= 8�G
c2�

8�G

= �c2;

donde se considera el parámetro de curvatura Gaussiana � = 1 representa un universo esférico.

De esa manera obtenemos que el radio de curvatura del universo es R0 = ��1=2, lo cual entrega

directamente una relación entre la densidad de materia del universo y la cantidad de materia en

él contenida. Esta identidad de la constante cosmológica con el tiempo fue reinterpretada como

como la densidad de energía del espacio vacío, lo que hoy en día vislumbra una explicación desde
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conceptos de mecánica cuántica, que en algunas ocasiones se relaciona o asocia con la idea de energía

oscura.

En el año 1931, posterior a la confirmación de E. Hubble de la expansión del Universo, Einstein

decide abandonar su idea de la utilización de la constante cosmológica, que en sus propias palabras

fue o ” de su carrera. Sin embargo, en las décadas posteriores

la constante cosmológica fue discutida tanto desde el punto teórico como observacional, dado que

su presencia permitía una descripción más adecuada de la formación de estructuras, así como de

evaluaciones de la edad del universo en consonancia con las observaciones. A finales de la década

de los 90, se pudo evidenciar el corrimiento al rojo observando supernovas lejanas descubriéndose

así la expansión acelerada del universo, hecho que en la búsqueda de una explicación implicaría

un efecto repulsivo del vacío, lo que vino a cimentar el hecho de que � era parte integral de las

ecuaciones de campo de Einstein. Mediciones del fondo cósmico de microondas permiten estimar el

valor � = 1;1056 � 10�46km2 para esta cosntante.
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�R�k



�k�X�R�X �J�P�.�1�G�P �*�G�•�a�A�*�P �R�j

�U�+�Q�K�T�m�2�b�i�Q �T�Q�` �2�H �/�B�7�2� �̀2�M�+�B���H �/�2 �/�B�b�i���M�+�B�� �v �2�H �€� �̀2�� �b�m�T�2�`�}�+�B���HA(r )�V �/�2 �2�b�i�� �+���T�� �T�Q�` �H�� �/�2�M�b�B�/���/

�� �2�b�i�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���H�- ���b�Q �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b �H�� �2�+�m���+�B�¦�M

dM (r ) = � (r )dV

= � (r )A(r )dr

= � (r )4�r 2dr

dM
dr

(r ) = 4 �r 2� (r ) �U�k�X�R�X�R�V

�6�B�;�m�`�� �k�X�R�, �.�B���;�`���K�� �+���b�+���`�¦�M �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H �/�2 �K���b�� �2�M �2�b�i�`�2�H�H��

�S���`�� �+�Q�M�i�B�M�m���` �+���H�+�m�H���K�Q�b �T���`�� �m�M �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H �/�2 �p�Q�H�m�K�2�M �H�� �/�B�7�2�`�2�M�+�B�� �/�2 �T�`�2�b�B�¦�M �2�t�T�2�`�B�K�2�M�i���/��

�T�Q�` �2�b�i�2 �2�H�2�K�2�M�i�Q �+�Q�K�Q �b�2 �p�2 �2�M �H�� �}�;�m�`�� �- �m�i�B�H�B�x���M�/�Q �2�H �?�2�+�?�Q �#�€�b�B�+�Q �/�2 �b�m �/�2�}�M�B�+�B�¦�MP(r )� A = F (r )�-

�/�Q�M�/�2P(r ) �`�2�T�`�2�b�2�M�i�� �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �� �m�M�� �/�B�b�i���M�+�B��r �-A �2�H �2�H�2�K�2�M�i�Q �/�2 �€�`�2�� �/�Q�M�/�2 �b�2 �2�t�T�2�`�B�K�2�M�i�� �H��

�7�m�2�`�x��F �- �[�m�2 �2�M �2�b�i�2 �+���b�Q �2�b �H�� �;�`���p�B�i���+�B�Q�M���H �+�`�2���/�� �T�Q�` �L�2�r�i�Q�M

F (r ) = �
GMm

r 2 �U�k�X�R�X�k�V

�/�Q�M�/�2M �`�2�T�`�2�b�2�M�i�� �H�� �K���b�� �/�2 �H�� �2�b�i�`�2�H�H���- �2�M �2�b�i�2 �+���b�Q �?���b�i�� �H�� �/�B�b�i���M�+�B��r �/�2�b�/�2 �2�H �+�2�M�i�`�Q �/�2 �2�H�H�� �v

m �H�� �K���b�� �/�2�H �2�H�2�K�2�M�i�Q �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H �/�2 �p�Q�H�m�K�2�M�- �[�m�2 �T���`�� �2�7�2�+�i�Q�b �/�2 �M�m�2�b�i�`�Q �+�€�H�+�m�H�Q �b�2 �/�2�b���`�`�Q�H�H�� �2�M

�i�û�`�K�B�M�Q�b �/�2 �H�� �/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �K���b�� �� �2�b�� �/�B�b�i���M�+�B�� �v �2�H �p�Q�H�m�K�2�M �2�t�T�`�2�b���/�Q �+�Q�K�Q �2�H �€�`�2�� �/�2�H �2�H�2�K�2�M�i�Q
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�T�Q�` �2�H �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H �/�2 �/�B�b�i���M�+�B���- ���b�Q �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b�- �2�H �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H �/�2 �T�`�2�b�B�¦�M �+�Q�K�Q

dP(r ) � A = dF(r )

= �
GM (r )

r 2 dm

= �
GM (r )

r 2 � (r )dV

= �
GM (r )

r 2 � (r )Adr

dP
dr

(r ) = �
GM (r )� (r )

r 2 �U�k�X�R�X�j�V

�6�B�;�m�`�� �k�X�k�, �.�B���;�`���K�� �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H �/�2 �p�Q�H�m�K�2�M �v �H���b �/�B�7�2�`�2�M�+�B���b �/�2 �T�`�2�b�B�¦�M �2�t�T�2�`�B�K�2�M�i���/���b

�T���`�� �2�7�2�+�i�Q�b �/�2�H �i�`���i���K�B�2�M�i�Q �/�2 �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b�- �b�2 �`�2���H�B�x���`�€ �m�M�� �T�2�[�m�2�¢�� ���+�i�m���H�B�x���+�B�¦�M �/�2 �û�b�i���b

�T���`�� �T���`�i�Q�+�m�H���b �[�m�2 �M�Q �b�Q�M �/�2 �+���`�€�+�i�2�` �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �U�[�m�2 �Q�#�2�/�2�+�2�M �H���b �H�2�v�2�b �/�2 �L�2�r�i�Q�M�- �p�2�H�Q�+�B�/���/�2�b

�K�m�v �T�Q�` �/�2�#���D�Q �/�2c�V�- �m�i�B�H�B�x���M�/�Q �H�� �7���K�Q�b�� �`�2�H���+�B�¦�M �Q�#�i�2�M�B�/�� �T�Q�` �1�B�M�b�i�2�B�M �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �2�M �`�2�T�Q�b�Q �T���`��

�2�b�i�2 �`�û�;�B�K�2�M�- �H���b �/�2�M�b�B�/���/�2�b �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �i�Q�K���M �H�� �7�Q�`�K��� (r ) =
p

(� (r )c2)2 + ( � (r )vc)2 � � (r )c2 �v

���b�Q �H���b �`�2�H���+�B�Q�M�2�b �U�k�X�R�X�R�V �v �U�k�X�R�X�j�V �b�2 �2�b�+�`�B�#�2�M �+�Q�K�Q

dM
dr

(r ) = 4 �
r 2

c2 � (r ) �U�k�X�R�X�9�V

dP
dr

(r ) = �
GM (r )� (r )

c2r 2 �U�k�X�R�X�8�V

�*�Q�M �2�b�i�2 �b�B�b�i�2�K�� �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H�2�b �Q�`�/�B�M���`�B���b ���+�Q�T�H���/���b �2�b �T�Q�b�B�#�H�2 �i�2�M�2�` �m�M�� ���T�`�Q�t�B�K���+�B�¦�M

�/�2�H �+�Q�K�T�Q�`�i���K�B�2�M�i�Q �/�2 �H���b �2�b�i�`�2�H�H���b �/�2�b�/�2 �H�� �T�2�`�b�T�2�+�i�B�p�� �L�2�r�i�Q�M�B���M���- �H�Q �+�m���H �b�2�`�€ �m�M �#�m�2�M �T�`�B�K�2�`
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�2�b�#�Q�x�Q �/�2 �b�m�b �T���`�€�K�2�i�`�Q�b�- �� �H�� �p�2�x �[�m�2 �b�2�`�p�B�`�€ �2�t�T�2�`�B�K�2�M�i���H�K�2�M�i�2 �T���`�� ���D�m�b�i���` �H�Q�b ���H�;�Q�`�B�i�K�Q�b �/�2

�b�Q�H�m�+�B�¦�M �[�m�2 �b�2 �2�b�i�m�/�B���`�€�M �2�M �2�H �+���T�Q�i�m�H�Q �U�9�V�X

�k�X�k�X �J�Q�/�2�H�Q �+�Q�M �+�Q�`�`�2�+�+�B�Q�M�2�b �/�2 �_�2�H���i�B�p�B�/���/ �:�2�M�2�`���H

�1�M �R�N�j�N �;�`���+�B���b �� �H�Q�b �i�`���#���D�Q�b �B�M�/�2�T�2�M�/�B�2�M�i�2�b �/�2 �h�Q�H�K���M �(�R�8�) �v �P�T�T�2�M�?�2�B�K�2�` �D�m�M�i�Q �+�Q�M �o�Q�H�F�Q�z

�(�R�e�)�- �[�m�B�2�M�2�b �� �T���`�i�B�` �/�2 �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �/�2 �+���K�T�Q �/�2 �1�B�M�b�i�2�B�M �U�k�X�k�X�R�V

G�� � R�� �
1
2

Rg�� = �
8�G
c4 T�� �U�k�X�k�X�R�V

�2�M �`�2�H���i�B�p�B�/���/ �;�2�M�2�`���H �(�R�d�) �H�Q�;�`���`�Q�M �2�M�+�Q�M�i�`���` �m�M�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M �2�b�i�€�i�B�+�� �/�2 �/�B�+�?�� �2�+�m���+�B�¦�M �T���`�� �m�M �~�m�B�/�Q

�+�Q�M �b�B�K�2�i�`�Q�� �2�b�7�û�`�B�+�� �2�M �2�[�m�B�H�B�#�`�B�Q�- �+�Q�M �`�2�b�T�2�+�i�Q �� �H�� �K�û�i�`�B�+��

ds2 = e� c2dt2 � e� dr2 � r 2d� 2 � r 2 sin2 �d� 2 �U�k�X�k�X�k�V

�/�Q�M�/�2 �H���b �7�m�M�+�B�Q�M�2�b� := � (r ) �v � := � (r ) �b�Q�M �b�¦�H�Q �/�2�T�2�M�/�B�2�M�i�2�b �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���H ���H �+�2�M�i�`�Q �/�2

�H�� �2�b�7�2�`��r �X �1�M �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b ���M�i�2�`�B�Q�`�2�bG�� �2�b �2�H �i�2�M�b�Q�` �/�2 �+�m�`�p���i�m�`�� �/�2 �1�B�M�b�i�2�B�M �[�m�2 �2�b �2�H ���T�Q�`�i�2

�;�2�Q�K�û�i�`�B�+�Q �/�2 �2�b�i�� �`�2�H���+�B�¦�M�- �[�m�2 �b�2 �/�2�}�M�2 �� �T���`�i�B�` �/�2R�� �2�b �2�H �i�2�M�b�Q�` �/�2 �+�m�`�p���i�m�`�� �/�2 �_�B�+�+�B�- �[�m�B�2�M

�/�2�i�2�`�K�B�M�� �H�� �+�m�`�p���i�m�`�� �/�2 �H�� �p���`�B�2�/���/ �[�m�2 �2�M �2�b�i�2 �+���b�Q �2�b �H��4�@�/�B�K�2�M�b�B�Q�M���H�2�b�T���+�B�Q�@�i�B�2�K�T�Q�- �2�H �+�m���H

�b�2 �/�2�}�M�2 �� �T���`�i�B�` �/�2 �H�Q�b �b�Q�K�#�Q�H�Q�b �/�2 �*�?�`�B�b�i�Q�z�2�H �/�2 �H�� �b�B�;�m�B�2�M�i�2 �K���M�2�`�� �+�Q�M �H�� �+�Q�M�p�2�M�+�B�¦�M �/�2 �b�m�K��

�/�2 �1�B�M�b�i�2�B�M

R�� = @� � �
�� � @� � �

�� + � �
�� � �

�� � � �
�� � �

�� �U�k�X�k�X�j�V

�+�Q�M

� 

�� =

1
2

g
�
�

@g��
@x�

+
@g��
@x�

�
@g��
@x�

�
�U�k�X�k�X�9�V

�/�2�M�i�`�Q �/�2 �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �U�k�X�k�X�R�V �i���K�#�B�û�M �b�2 �/�2�}�M�2 �2�H �2�b�+���H���` �/�2 �+�m�`�p���i�m�`�� �/�2 �_�B�+�+�B �+�Q�K�Q

R = g�� R�� �U�k�X�k�X�8�V

�v �2�H �i�2�M�b�Q�` �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �K�Q�K�2�M�i�Q �T���`�� �m�M �~�m�B�/�Q �B�b�Q�i�`�¦�T�B�+�Q �2�M �m�M �`�û�;�B�K�2�M �H�B�#�`�2 �/�2 �p�B�b�+�Q�b�B�/���/�- �K�Q�p�B�@

�K�B�2�M�i�Q �v �+�Q�M�/�m�+�+�B�¦�M �/�2 �+���H�Q�` �b�2 �i�B�2�M�2 �+�Q�K�Q �b�2 �2�t�T�`�2�b�� �2�M �(�9�)

T�� =
�

� +
p
c2

�
u� u� � pg�� �U�k�X�k�X�e�V
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�/�Q�M�/�2p �`�2�T�`�2�b�2�M�i�� �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �/�2�H �~�m�B�/�Q�-� �b�m �/�2�M�b�B�/���/ �vu
 �2�b �b�m �+�m���/�`�B�p�2�H�Q�+�B�/���/�X

�u�� �[�m�2 �H�� �K�û�i�`�B�+�� �b�¦�H�Q �+�Q�M�i�B�2�M�2 �b�m�b �+�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2�b �/�B���;�Q�M���H�2�bgtt ; grr ; g�� ; g�� �b�m�+�2�/�2�`�€ �H�Q �K�B�b�K�Q

�+�Q�M �H�Q�b �i�2�M�b�Q�`�2�b �/�2 �_�B�+�+�B�- ���b�Q ���H �+���H�+�m�H���`�H�Q�b �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b �H�Q �b�B�;�m�B�2�M�i�2 �T���`�� �+���/�� �m�M�Q

Rtt = � e� � �
�
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+

� 0

r
�

� 0� 0

4

�
�U�k�X�k�X�d�V

Rrr =
� 00

2
+

� 02

4
�

� 0

r
�

� 0� 0

4
�U�k�X�k�X�3�V

R�� = � re� �
�
�

� 0

2
+

� 0

2

�
� 1 +

1
r

�U�k�X�k�X�N�V

R�� = � re� � sin2 �
�
�

� 0

2
+

� 0

2
�

1
r

�
� sin2 � �U�k�X�k�X�R�y�V

�l�i�B�H�B�x���M�/�Q �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �U�k�X�k�X�d�V�-�U�k�X�k�X�3�V�-�U�k�X�k�X�N�V �v �U�k�X�k�X�R�y�V �T�Q�/�2�K�Q�b �+���H�+�m�H���` �2�H �2�b�+���H���` �/�2 �_�B�+�+�B �U�k�X�k�X�8�V

�Q�#�i�2�M�B�2�M�/�Q

R = � e� �
�
� 00+ 2

� 0

r
�

� 0� 0

2
+

� 02

2
� 2

� 0

r
+

2
r 2

�
+

2
r 2 �U�k�X�k�X�R�R�V

�*���H�+�m�H���M�/�Q �H���b �+�Q�K�T�Q�M�2�M�i�2�b �+�Q�`�`�2�b�T�Q�M�/�B�2�M�i�2�b �/�2�H �i�2�M�b�Q�` �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �K�Q�K�2�M�i�Q �U�k�X�k�X�e�V �v �+�Q�M�b�B�/�2�`���M�/�Q

�2�M �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�2 �+���K�T�Q �/�2 �1�B�M�b�i�2�B�M �U�k�X�k�X�R�VG = c = 1 �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b �H���b �b�B�;�m�B�2�M�i�2�b �`�2�H���+�B�Q�M�2�b �T���`��

Ttt = �e � �vTrr = pe�

Gtt = � e� � �
�

� 0

r
�

1
r 2

�
�

1
r 2 �U�k�X�k�X�R�k�V

Gtt = �
�

� 0

r
+

1
r 2

�
+ e� 1

r 2 �U�k�X�k�X�R�j�V

�v ���b�Q �i�2�M�2�K�Q�b �2�H �b�B�;�m�B�2�M�i�2 �b�B�b�i�2�K�� �T���`��Gtt = � 8�T tt �vGrr = � 8�T rr

� e� �
�

� 0

r
�

1
r 2

�
�

1
r 2 = � 8�� �U�k�X�k�X�R�9�V

� e� �
�

� 0

r
+

1
r 2

�
+

1
r 2 = � 8�p �U�k�X�k�X�R�8�V

���?�Q�`�� �/�2�b�T�2�D���M�/�Q� �/�2 �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �U�k�X�k�X�R�9�V �v �`�2�2�K�T�H���x���M�/�Q �2�M �U�k�X�R�X�R�V�- �2 �B�M�i�2�;�`���M�/�Q �+�Q�M �`�2�b�T�2�+�i�Q
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dn =
4�k 2dk
(2� ~)3 =

k2dk
2� 2~3 �U�k�X�j�X�R�V

�2 �B�M�i�2�;�`���M�/�Q �2�b�i�� �2�+�m���+�B�¦�M �2�M�i�`�2 �y �v �2�H �K�Q�K�2�M�i�Q �/�2 �6�2�`�K�BkF ���b�Q�+�B���/�Q �� �H�� �2�M�2�`�;�Q�� �/�2 �6�2�`�K�B �T���`��

�H�Q�b �2�H�2�+�i�`�Q�M�2�b�- �[�m�2 �2�b �2�H �K�€�t�B�K�Q �M�B�p�2�H �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �[�m�2 �T�m�2�/�2 �Q�+�m�T���` �m�M �2�b�i���/�Q �+�m�€�M�i�B�+�Q �+�Q�K�Q �2�H �[�m�2

�2�b�i���K�Q�b ���M���H�B�x���M�/�Q�- ���/�2�K�€�b �+�Q�M�b�B�/�2�`���K�Q�b �T�Q�` �H���b �T�`�Q�T�B�2�/���/�2�b �7�2�`�K�B�Q�M�B�+���b �/�2�H �2�b�T�Q�M �/�2�H �2�H�2�+�i�`�¦�M�-

�[�m�2 �T���`�� �+���/�� �M�B�p�2�H �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� ���/�K�B�i�B�/�Q �b�2 ���/�K�B�i�2�M �b�¦�H�Q �/�Q�b �2�b�i���/�Q�b�- �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b �H�� �`�2�H���+�B�¦�M �/�2
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�/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �M�9�K�2�`�Q

n = 2
Z kF

0

k2dk
2� 2~3

=
1

� 2~3

Z kF

0
k2dk

n =
k3

F

3� 2~3 �U�k�X�j�X�k�V

�1�M �i�û�`�K�B�M�Q�b �;�2�M�2�`���H�2�b �2�b�i���b �2�b�i�`�2�H�H���b �i�B�2�M�2�M �+���`�;�� �2�H�û�+�i�`�B�+�� �M�m�H���- �b�2 �+�Q�M�b�B�/�2�`�� �[�m�2 �T�Q�` �+���/�� �2�H�2�+�i�`�¦�M

�?���v �m�M �T�`�Q�i�¦�M �v �T�Q�` �2�M�/�2 �m�M�� �+���M�i�B�/���/ ���b�Q�+�B���/�� �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b�- �v�� �[�m�2 �2�b�i�Q�b �9�H�i�B�K�Q�b �+�Q�K�Q �M�m�+�H�2�¦�M

�U�T���` �M�2�m�i� �̀¦�M�@�T� �̀Q�i�¦�M�V�- �i�B�2�M�2�M �m�M�� �K���b�� �K�m�v �T�Q�` �2�M�+�B�K�� �/�2 �H�� �[�m�2 �T�Q�b�2�2 �2�H �2�H�2�+�i�`�¦�M �Ume � mN �V�- �b�2

���b�m�K�2 �[�m�2 �H�� �/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �K���b�� �/�2 �H�� �2�b�i�`�2�H�H�� �2�b�i�€ �;�2�M�2�`���/�� �T�`�B�M�+�B�T���H�K�2�M�i�2 �T�Q�` �H�Q�b �M�m�+�H�2�Q�M�2�b �/�2 �H��

�7�Q�`�K��

� = nmN
A
Z

�U�k�X�j�X�j�V

�/�Q�M�/�2n �p�B�2�M�2 �/���/�Q �T�Q�` �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �U�k�X�j�X�k�V �v �2�H �p���H�Q�`A
Z �2�b �2�H �+�Q�2�}�+�B�2�M�i�2 �[�m�2 �B�M�/�B�+�� �H�� �+���M�i�B�/���/ �/�2

�M�m�+�H�2�Q�M�2�b �[�m�2 �2�t�B�b�i�2 �T�Q�` �+���/�� �2�H�2�+�i�`�¦�M�- �2�H �+�m���H �p���`�B�� �b�2�;�9�M �2�H �2�H�2�K�2�M�i�Q �[�m�2 �+�Q�M�7�Q�`�K�2 �� �H�� �2�b�i�`�2�H�H�� �U

�2�M �2�H �+���b�Q �/�2 �H���b �2�M���M���b �#�H���M�+���b�- �T�m�2�/�2�M �2�b�i���` �7�Q�`�K���/���b �/�2�b�/�2 �+���`�#�Q�M�Q �v �Q�t�B�;�2�M�Q�- �?���b�i�� �?�B�2�`� �̀Q�V �v

�`�2�2�K�T�H���x���M�/�Q �2�M �2�b�i�2 �i�û�`�K�B�M�Q �H�� �/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �M�9�K�2�`�Q �T�`�2�p�B���K�2�M�i�2 �Q�#�i�2�M�B�/�� �b�2 �2�t�T�`�2�b�� �T�Q�`

� =
k3

F

3� 2~3 mN
A
Z

k3
F =

3� 2~3�
mN

Z
A

kF = ~
�

3� 2�
mN

Z
A

� 1
3

�U�k�X�j�X�9�V

�u�� �[�m�2 �H�� �2�M�2�`�;�Q�� �T���`�� �m�M �M�B�p�2�H �/�2 �K�Q�K�2�M�i�Q �/�2�H �2�H�2�+�i�`�¦�M �p�B�2�M�2 �/���/�� �T�Q�`E (k) =
p

k2c2 + m2
ec4

�T���`�� �H�� �/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �M�9�K�2�`�Q �/�2 �2�b�i�Q�b �2�b�i���/�Q�b�- �+���H�+�m�H���K�Q�b �2�H ���T�Q�`�i�2 �/�2 �H�� �/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �/�2 �H�Q�b

�2�H�2�+�i�`�Q�M�2�b �2�M �2�H �2�b�T�2�+�i�`�Q �+�Q�`�`�2�b�T�Q�M�/�B�2�M�i�2 �2�M�i�`�2 �2�H �`�2�T�Q�b�Q �`�2�H���i�B�p�Q �v �2�H �K�Q�K�2�M�i�Q �/�2 �6�2�`�K�BkF �� �H��
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�2�M���M�� �#�H���M�+�� �K�2�/�B���M�i�2

� e� (kF ) =
Z n (kF )

0
2E(n(kF ))dn

=
Z kF

0
2
p

k2c2 + m2
ec4 4�k 2dk

(2� ~)3

=
1

� 2~3

Z kF

0

p
k2c2 + m2

ec4k2dk cambio k = mecx : dk = mecdx : xF = kF =(mec)

=
1

� 2~3

Z x F

0

p
m2

ex2c4 + m2
ec4(mecx)2mecdx

=
m4

ec5

� 2~3

Z x F

0

p
x2 + 1x2dx cambio x = sinh( y) : dx = cosh(y)dy : yF = sinh � 1(xF )

=
m4

ec5

� 2~3

Z yF

0

q
sinh2 y + 1 sinh2 y coshydy

=
m4

ec5

� 2~3

Z yF

0
sinh2 y cosh2 ydy

=
m4

ec5

� 2~3

Z yF

0

cosh 2y � 1
2

cosh 2y + 1
2

dy

=
m4

ec5

4� 2~3

Z yF

0
cosh2 2y � 1dy

=
m4

ec5

4� 2~3

Z yF

0

cosh 4y + 1
2

� 1dy

=
m4

ec5

8� 2~3

Z yF

0
cosh 4y � 1dy

=
m4

ec5

8� 2~3

�
sinh 4y

4
� y

� yF

0

=
m4

ec5

8� 2~3

�
sinh 4y

4
� y

� yF

0

=
m4

ec5

8� 2~3

�
sinhy coshy(1 + 2 sinh2 y) � y

� yF

0

=
m4

ec5

8� 2~3

�
sinh(sinh� 1(xF )) cosh(sinh� 1(xF ))(1 + 2 sinh 2(sinh� 1(xF ))) � sinh� 1(xF )

�

� e� (kF ) =
m4

ec5

8� 2~3

�
xF

q
1 + x2

F (1 + 2x2
F ) � sinh� 1(xF )

�
�U�k�X�j�X�8�V

�/�2 �2�b�i�� �K���M�2�`�� �Q�#�i�2�M�/�`�2�K�Q�b �H�� �/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �i�Q�i���H �/�2 �H�� �2�b�i�`�2�H�H�� �+�Q�K�Q

� EB = nmN c2 A
Z

+ � e� (kF )

�b�B�M �2�K�#���`�;�Q�- �2�H �b�2�;�m�M�/�Q �7���+�i�Q�` �2�b �K�m�+�?�Q �K�2�M�Q�` �[�m�2 �2�H �T�`�B�K�2�`�Q�- �b�B�2�M�/�Q �û�b�i�2 �2�H �T�`�B�M�+�B�T���H ���T�Q�`�i�2�X

���?�Q�`�� �[�m�2 �i�2�M�2�K�Q�b �2�b�i�� �`�2�H���+�B�¦�M �2�b �B�K�T�Q�`�i���M�i�2 �+���H�+�m�H���` �H�� �T�`�2�b�B�¦�M�- �v �+�Q�M�b�B�/�2�`���M�/�Q �[�m�2 �2�H �K�Q�K�2�M�i�Q
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�2�bk = mv �/�Q�M�/�2m �2�b �H�� �K���b�� �vv �H�� �p�2�H�Q�+�B�/���/ �/�2�H �Q�#�D�2�i�Q�- �v �+�Q�M �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �+���`���+�i�2�`�Q�b�i�B�+�� �/�2

�1�B�M�b�i�2�B�M �T�Q�/�2�K�Q�b �/�2�b�T�2�D���` �H�� �p�2�H�Q�+�B�/���/ �+�Q�K�Qv = kc2=E�- ���b�Q �+�Q�M �2�H �?�2�+�?�Q �/�2 �[�m�2 �H�Q�b �2�H�2�+�i�`�Q�M�2�b

�`�2�b�T�2�i���M �H�� �2�b�i���/�Q�b�i�B�+�� �/�2 �6�2�`�K�B�@�.�B�`���+�- �m�i�B�H�B�x���K�Q�b �2�H �p���H�Q�` �#���D�Q �2�H�H�� �/�2 �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �/�2 �/�2�;�2�M�2�`���+�B�¦�M

�T���`�� �m�M �b�B�b�i�2�K�� �B�b�Q�i�`�¦�T�B�+�Q �2�M �2�H �`���M�;�Q �2�M�i�`�2 �y �v �2�H �K�Q�K�2�M�i�Q �/�2 �6�2�`�K�B�- �/�2 �H�� �7�Q�`�K��

p(kF ) =
1
3

Z kF

0
kvdn(k)

=
2
3

Z kF

0
k

kc2

E(k)
4�k 2dk
(2� ~)3

=
8�c 2

3(2� ~)3

Z kF

0

k4
p

k2c2 + m2
ec4

dkcambio k = mecx : dk = mecdx : xF = kF =(mec)

=
8�c 2

3(2� ~)3

Z x F

0

m4
ec4x4

p
m2

ec4x2 + m2
ec4

mecdx

=
8�m 4

ec5

3(2� ~)3

Z x F

0

x4
p

x2 + 1
dx cambio x = sinh( y) : dx = cosh(y)dy : yF = sinh � 1(xF )

=
8�m 4

ec5

3(2� ~)3

Z yF

0

sinh4(y)
q

sinh2(y) + 1
cosh(y)dy

=
8�m 4

ec5

3(2� ~)3

Z yF

0
sinh4(y)dy

=
8�m 4

ec5

3(2� ~)3

Z yF

0

�
cosh2 y � 1

2

� 2

dy

=
8�m 4

ec5

12(2� ~)3

Z yF

0

cosh(4y) + 1
2

� 2 cosh(2y) + 1 dy

=
8�m 4

ec5

24(2� ~)3

�
sinh(4y)

4
� 2 sinh(2y) + 3 y

� yF

0

=
8�m 4

ec5

24(2� ~)3

�
sinhy

q
1 + sinh2 y(1 + 2 sinh2 y) � 4 sinhy

q
1 + sinh2 y + 3y

� yF

0

=
8�m 4

ec5

24(2� ~)3

�
sinhy

q
1 + sinh2 y(2 sinh2 y � 3) + 3y

� yF

0

=
8�m 4

ec5

24(2� ~)3

�
sinh sinh� 1(xF )

q
1 + sinh2 sinh� 1(xF )(2 sinh2 sinh� 1(xF ) � 3) + 3 sinh � 1(xF )

�

=
8�m 4

ec5

24(2� ~)3

�
xF

q
1 + x2

F (2x2
F � 3) + 3 sinh � 1(xF )

�

p(kF ) =
m4

ec5

24� 2~3

�
xF

q
1 + x2

F (2x2
F � 3) + 3 sinh � 1(xF )

�
�U�k�X�j�X�e�V

�/�2�#�B�/�Q �� �H�� �2�p�B�/�2�M�i�2 �/�B�}�+�m�H�i���/ �/�2 �`�2�H���+�B�Q�M���` �/�B�`�2�+�i���K�2�M�i�2 �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �U�k�X�j�X�8�V �v �U�k�X�j�X�e�V �/�2 �H�� �7�Q�`�K��

p � p(� )�- �T���`�� �Q�#�i�2�M�2�` �m�M�� �7�Q�`�K�� �T�Q�H�B�i�`�¦�T�B�+���- �b�2 �m�b���`�€�M �/�Q�b ���T�`�Q�t�B�K���+�B�Q�M�2�b�- �H�� �T�`�B�K�2�`���- �m�M�� �/�2
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�i�B�T�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i���- �+�Q�M�b�B�/�2�`���M�/�Q �;�`���M�/�2�b �K�Q�K�2�M�i�Q�b �U�p�2�H�Q�+�B�/���/�V �K���i�2�K�€�i�B�+���K�2�M�i�2kF � mec �Q �/�B�+�?�Q

�/�2 �Q�i�`�� �7�Q�`�K��xF � 1 �m�i�B�H�B�x���M�/�Q �2�b�i�Q �v �2�H �/�2�b�T�2�D�2 �/�2� �/�2 �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �U�k�X�j�X�9�V�-�2�M �U�k�X�j�X�e�V�- �+�Q�M�b�B�/�2�`���M�/�Q

�[�m�2sinh� 1(y) = ln( y +
p

1 + y2) � y �#���D�Q �2�b�i�2 �`�û�;�B�K�2�M�- �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b
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�T���`�� �2�H �+���b�Q �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i��kF � mec �Q �2�M �M�m�2�b�i�`�� �p���`�B���#�H�2 ���m�t�B�H�B���`xF � 1 �i�2�M�/�`�2�K�Q�b �H�� �B�M�i�2�;�`���H
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�+�Q�M �H�Q �+�m���H �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b �/�Q�b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �[�m�2 �T�2�`�K�B�i�2�M �`�2�H���+�B�Q�M���` �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �v �/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �/�2

�2�M���M���b �#�H���M�+���b �/�2 �K���M�2�`�� �b�2�M�+�B�H�H���- �T���`�� �+�Q�K�T�H�2�i���` �M�m�2�b�i�`�Q �b�B�b�i�2�K�� �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �[�m�2 �/�2�b�+�`�B�#�2�M �H��

�2�b�i�`�m�+�i�m�`�� �B�M�i�2�`�M�� �/�2 �M�m�2�b�i�`�� �2�b�i�`�2�H�H�� �2�M �2�b�i�m�/�B�Q�X

�S���`�� �2�H �+���b�Q �/�2 �H�� �2�b�i�`�2�H�H�� �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b�- �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �T�Q�H�B�i�`�¦�T�B�+�� �T���`�� �2�H �+���b�Q �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �K���M�i�B�2�M�2



�k�X�j�X �1�*�l���*�A�¥�L �.�1 �1�a�h���.�P �S�P�G�A�h�_�¥�S�A�*�� �k�8

�b�m �2�t�T�Q�M�2�M�i�2
 = 5=3�- �+�Q�M �m�M�� �H�B�;�2�`�� �/�B�7�2�`�2�M�+�B�� �2�M �b�m �+�Q�M�b�i���M�i�2�- �/�2�#�B�/�Q �� �[�m�2 �H���b �T���`�i�Q�+�m�H���b �[�m�2

�;�2�M�2�`���M �H�� �T�`�2�b�B�¦�M�- �b�Q�M �H���b �K�B�b�K���b �[�m�2 ���[�m�2�H�H���b �[�m�2 ���T�Q�`�i���M �H�� �2�M�2�`�;�Q�� �2�M �`�2�T�Q�b�Q�- �b�B�2�M�/�Q �2�b�i��

�+�Q�M�b�i���M�i�2

K NRel =
~2

15mn � 2

�
3� 2

mn c2

Z
A

� 5
3

�U�k�X�j�X�N�V

�b�B�M �2�K�#���`�;�Q�- �T�Q�` �2�H �K�B�b�K�Q ���`�;�m�K�2�M�i�Q ���M�i�2�`�B�Q�`�- �T���`�� �2�H �+���b�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �b�2 �i�B�2�M�2 �/�2�#�B�/�Q �� �`�2�b�T�2�i���`

�H�� �2�b�i���/�Q�b�i�B�+�� �/�2 �6�2�`�K�B�@�.�B�`���+�- �m�M�� �`�2�H���+�B�¦�M �K�m�+�?�Q �K�€�b �b�2�M�+�B�H�H�� �2�M�i�`�2 �T�`�2�b�B�¦�M �v �/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �2�M�2�`�;�Q���-

�+�Q�MK Rel = 1=3 �v ���b�Q

pRel = K NRel � �U�k�X�j�X�R�y�V

�+�Q�M �H�Q �+�m���H �2 �+�Q�K�T�H�2�i�� �H�� �+���M�i�B�/���/ �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �M�2�+�2�b���`�B���b �T���`�� �H�� �`�2�b�Q�H�m�+�B�¦�M �M�m�K�û�`�B�+�� �/�2 �M�m�2�b�i�`�Q

�b�B�b�i�2�K�� �[�m�2 �/�2�b�+�`�B�#�2



�*���T�Q�i�m�H�Q �j

�h�`���i���K�B�2�M�i�Q �L�m�K�û�`�B�+�Q

�.�2�#�B�/�Q �� �H�� �2�b�+���H�� �/�2 �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b �� �i�`���i���`�- �T�Q�` �2�D�2�K�T�H�Q �T�`�2�b�B�Q�M�2�b �+�2�M�i�`���H�2�b �`�2�H���i�B�p�B�b�i���b �/�2�H �Q�`�/�2�M

�/�2P � 1040 �2�M �m�M�B�/���/�2�b �/�2kg � (s2km) � 1 �v �H�� �K���b�� �b�Q�H���` �+�Q�M �m�M �p���H�Q�` �/�2M � � 1;9891� 1030kg�-

�b�2 �p�m�2�H�p�2 �M�2�+�2�b���`�B�Q �`�2���H�B�x���` �m�M �i�`���i���K�B�2�M�i�Q �� �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �[�m�2 �+�Q�M�7�Q�`�K���M �M�m�2�b�i�`�Q �b�B�b�i�2�K���- �/�2

�K���M�2�`�� �/�2 �[�m�B�i���` �H���b �/�B�K�2�M�b�B�Q�M�2�b �/�2 �H���b �T�`�B�M�+�B�T���H�2�b �p���`�B���#�H�2�b �2�M �2�b�i�m�/�B�Q�- �H���b �+�m���H�2�b �b�Q�M �T�`�2�b�B�¦�Mp(r )�-

�/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �2�M�2�`�;�Q��� (r ) �v �K���b��M (r )�- �i�Q�/���b �2�H�H���b �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���H �/�2�b�/�2 �2�H �+�2�M�i�`�Q

�/�2 �H�� �2�b�i�`�2�H�H��r �- �T���`�� �2�H�H�Q �2�H �T�`�B�K�2�` �+���K�#�B�Q �� �`�2���H�B�x���` �2�b �m�i�B�H�B�x���` �7���+�i�Q�`�2�b ���/�B�K�2�M�b�B�Q�M���H�2�b�- �2�M �2�b�i�2 �+���b�Q

�T���`�� �H�� �K���b���- �b�2 �m�i�B�H�B�x���`�€ �H�� �K���b�� �b�Q�H���` �+�Q�K�Q �m�M�B�/���/ �/�2 �K�2�/�B�/���- �i�`���M�b�7�Q�`�K���M�/�Q �H�� �p���`�B���#�H�2 �Q�`�B�;�B�M���H

�2�M �m�M�� �M�m�2�p�� �p���`�B���#�H�2 �/�2 �2�b�i�m�/�B�Q�m(r ) �/�2 �H�� �7�Q�`�K��M (r ) = �m(r )M � �v �T���`�� �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �v �/�2�M�b�B�/���/

�/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �b�2 �m�i�B�H�B�x�� �H�� �K�B�b�K�� �+�Q�M�b�i���M�i�2�- �v�� �[�m�2 �+�Q�M�b�B�/�2�`���K�Q�b �H�� �p�2�H�Q�+�B�/���/ �/�2 �H�� �H�m�xc = 1 �- �i�2�M�2�K�Q�b

p(r ) = � 0 �p(r ) �v � (r ) = � 0�� (r )�- �+�Q�M �H�Q �+�m���H�- �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �+�Q�K�2�M�x���M�/�Q �/�2�b�/�2 �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �/�2 �K���b��

�U�k�X�R�X�9�V�- �i�2�M�2�K�Q�b

dM
dr

(r ) = 4 �
r 2

c2 � (r )

d(M � �m)
dr

(r ) = 4 �
r 2

c2 � 0�� (r )

d �m
dr

(r ) = 4 �
r 2� 0

c2M �
�� (r ) �U�j�X�y�X�R�V

�k�e



�k�d

���?�Q�`�� �+�Q�M �m�M �T�`�Q�+�2�/�B�K�B�2�M�i�Q �b�B�K�B�H���`�- �T���`�� �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �M�2�r�i�Q�M�B���M�� �/�2 �2�[�m�B�H�B�#�`�B�Q �/�2 �7�m�2�`�x���b �U�k�X�R�X�8�V�-

�b�2 �Q�#�i�B�2�M�2

dP
dr

(r ) = �
GM (r )� (r )

c2r 2

d(� 0 �p)
dr

(r ) = �
GM � �m(r )� 0�� (r )

c2r 2

d�p
dr

(r ) = �
GM � �m(r )�� (r )

c2r 2

d�p
dr

(r ) = �
GM �

c2r 2 �m(r )�� (r ) �U�j�X�y�X�k�V

�2�K�m�H���M�/�Q �2�b�i�2 �T�`�Q�+�2�/�B�K�B�2�M�i�Q �T���`�� �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�2�h�P�o�U�k�X�k�X�k�y�V �v�h�P�o�+�Q�M ���/�B�+�B�¦�M �/�2 �+�Q�M�b�i���M�i�2

�+�Q�b�K�Q�H�¦�;�B�+��� �U�k�X�k�X�k�e�V�- ���/�2�K�€�b �/�2 �i�`���#���D���` �H�Q�b �7���+�i�Q�`�2�b �/�2 �7�Q�`�K�� �/�2 �2�p�B�i���` �H���b �B�M�/�2�i�2�`�K�B�M���+�B�Q�M�2�b

�M�m�K�û�`�B�+���b �[�m�2 �T�Q�/�`�Q���M �T�`�Q�p�Q�+���`�b�2 �T�Q�` �i�2�`�K�B�M�Q�b �/�2 �H�� �7�Q�`�K��
0
0

�- �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b

dp
dr

= �
M
r 2 (� + p)

h
1 + 4�

p
M

r 3
i �

1 � 2
M (r )

r

� � 1

d(� 0 �p)
dr

= �
M � �m(r )

r 2 (� 0�� (r ) + � 0 �p(r ))
�
1 + 4�

� 0 �p(r )
M � �m(r )

r 3
� �

1 � 2
M � �m(r )

r

� � 1

d�p
dr

= � (�� (r ) + �p(r ))
�

M � �m(r )
r

+ 4 �� 0 �p(r )r 2
�

[r � 2M � �m(r )] � 1 �U�j�X�y�X�j�V

���H �B�M�+�H�m�B�`� �2�M �H�� �2�+�m���+�B�¦�M ���M�i�2�`�B�Q�` �v �`�2�T�2�i�B�` �2�H �T�`�Q�+�2�/�B�K�B�2�M�i�Q�- �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b

dp
dr

= �
M
r 2 (� + p)

�
1 + 4�

p
M

r 3 + �
r 3

3M

� �
1 � 2

M (r )
r

� �
r 2

3

� � 1

d(� 0 �p)
dr

= �
M � �m(r )

r 2 (� 0�� (r ) + � 0 �p(r ))
�
1 + 4�

� 0 �p(r )
M � �m(r )

r 3 + �
r 3

3M � �m(r )

� �
1 � 2

M � �m(r )
r

� �
r 2

3

� � 1

d�p
dr

= � (�� (r ) + �p(r ))
�

M � �m(r )
r

+ 4 �� 0 �p(r )r 2 + �
r 2

3

� �
r � 2M � �m(r ) � �

r 3

3

� � 1

�U�j�X�y�X�9�V

�l�M�� �p�2�x �Q�#�i�2�M�B�/���b �2�b�i���b �j �2�t�T�`�2�b�B�Q�M�2�b �/�2�H �T���` �/�2 �b�B�b�i�2�K���b �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �[�m�2 �b�2 �+�Q�M�i�`���b�i���M �/�m�`���M�i�2

�2�H �i�`���#���D�Q�- �2�b �M�2�+�2�b���`�B�Q ���/���T�i���`�H�Q�b �� �H�Q�b �/�B�b�i�B�M�i�Q�b �`�2�;�Q�K�2�M�2�b �/�2 �i�`���#���D�Q �b�B�2�M�/�Q �j �H�Q�b �T�`�B�M�+�B�T���H�2�b�X �*�Q�K�Q

�b�2 �2�b�i�m�/�B�¦ �2�M �2�H �+���T�Q�i�m�H�Q ���M�i�2�`�B�Q�`�- �/�Q�b �/�2 �2�H�H�Q�b �b�2 �2�M�+�m�2�M�i�`���M �+�Q�M�i�2�M�B�/�Q�b �/�B�`�2�+�i���K�2�M�i�2 �2�M �2�H ���M�€�H�B�b�B�b

�T�Q�H�B�i�`�¦�T�B�+�Q�- �T���`�� �2�H �+���b�Q �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�2 �H�� �7�Q�`�K��p(r ) = K� 
 �2�M �2�H �+�m���H �i���M�i�Q �H�� �+�Q�M�b�i���M�i�2K �-

�+�Q�K�Q �2�H �2�t�T�Q�M�2�M�i�2
 �+�Q�`�`�2�b�T�Q�M�/�2�M ���H �+���b�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �Q �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i���- �b�2�;�9�M �H���b �T�`�2�b�B�Q�M�2�b �+�2�M�i�`���H�2�b

�2�M �2�b�i�m�/�B�Q �+�Q�K�Q �+�Q�M�/�B�+�B�¦�M �B�M�B�+�B���H �/�2�H �T�`�Q�#�H�2�K�� �/�2 �b�B�b�i�2�K�� �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H�2�b�- �+�Q�M �2�H �+�m���H

���H �+�Q�M�b�B�/�2�`���` �H���b �p���`�B���#�H�2�b �b�B�M �/�B�K�2�M�b�B�¦�M �v �2�H �+���K�#�B�Q �+�Q�`�`�2�b�T�Q�M�/�B�2�M�i�2�� (r ) =
�

�p(r )
�K

� 1=


�- �/�Q�M�/�2



�k�3

�K = K� 
 � 1 �Q�#�i�2�M�B�2�M�/�Q �/�2 �2�b�i�� �7�Q�`�K�� �H���b �b�B�;�m�B�2�M�i�2�b �2�+�m���+�B�¦�M �K�2�/�B���M�i�2 �K���M�B�T�m�H���+�B�¦�M ���`�B�i�K�û�i�B�+�� �/�2�H

�i�û�`�K�B�M�Q �/�2 �/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �2�M�2�`�;�Q��

d �m
dr

(r ) = 4 �
r 2� 0

c2M �

�
�p(r )

�K

� 1=


d �m
dr

(r ) = 4 �
� 0

c2M � �K 1=

r 2 �p(r )1=
 �U�j�X�y�X�8�V

d�p
dr

(r ) = �
GM �

c2r 2 �m(r )
�

�p(r )
�K

� 1=


d�p
dr

(r ) = �
GM �

c2 �K 1=


�m(r )�p(r )1=


r 2 �U�j�X�y�X�e�V

d�p
dr

= �

 �
�p(r )

�K

� 1=


+ �p(r )

! �
M � �m(r )

r
+ 4 �� 0 �p(r )r 2

�
[r � 2M � �m(r )] � 1 �U�j�X�y�X�d�V

d�p
dr

= �

 �
�p(r )

�K

� 1=


+ �p(r )

! �
M � �m(r )

r
+ 4 �� 0 �p(r )r 2 + �

r 2

3

� �
r � 2M � �m(r ) � �

r 3
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� � 1

�U�j�X�y�X�3�V

�a�B�M �2�K�#���`�;�Q�- �T�2�b�2 �� �[�m�2 �2�b�i���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �b�Q�M �+�Q�M�b�2�+�m�2�M�i�2�b �+�Q�M �H���b �T�`�2�b�B�Q�M�2�b �+�2�M�i�`���H�2�b �+�Q�M�b�B�/�2�`���@

�/���b �+�Q�K�Q ���`�;�m�K�2�M�i�Q �/�2 �2�M�i�`���/�� �T���`�� �b�Q�H�m�+�B�Q�M���` �2�H �b�B�b�i�2�K�� �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H�2�b�- �2�b �B�K�T�Q�`�i���M�i�2

�i�2�M�2�` �T�`�2�b�2�M�i�2 �[�m�2 �+�Q�M�7�Q�`�K�2 �H���b �b�Q�H�m�+�B�Q�M�2�b ���p���M�x���M �/�2�b�/�2 �2�H �+�2�M�i�`�Q �/�2 �M�m�2�b�i�`�� �2�b�i�`�2�H�H���- �?���+�B�� �b�m�b

�+���T���b �2�t�i�2�`�B�Q�`�2�b�- �2�H �`�û�;�B�K�2�M �[�m�2 �`�B�;�2 �T�Q�` �H���b �T�`�2�b�B�Q�M�2�b �2�t�T�2�`�B�K�2�M�i���/���b �2�M �2�b�i���b �€�`�2���b�- �T�2�b�2 �� �[�m�2

�2�H �+�2�M�i�`�Q �b�2�� �/�2 �+���`�€�+�i�2�` �`�2�H���i�B�p�B�b�i���- �b�2�`�€ �m�M �b�2�+�i�Q�` �/�Q�M�/�2 �b�m�b �T���`�i�Q�+�m�H���b �b�2 �+�Q�K�T�Q�`�i���`�€�M �+�Q�K�Q�M�Q

� �̀2�H���i�B�p�B�b�i���b�- �T�Q�` �H�Q �i���M�i�Q �b�2 �`�2���H�B�x�� �m�M ���D�m�b�i�2 �2�M �2�H �+�m���H �b�2 �T�m�2�/���M �+�Q�M�2�+�i���` �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �Q�#�i�2�M�B�/���b

�T���`�� �H���b �/�2�M�b�B�/���/�2�b �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �v �T�`�2�b�B�Q�M�2�b �[�m�2 �`�2�T�`�2�b�2�M�i�2�M �2�b�i�� �b�B�i�m���+�B�Q�M�2�b �K�2�/�B���M�i�2 �+�Q�M�b�i���M�i�2�b �/�2

�H�� �7�Q�`�K���� (r ) = ANR �p(r )1=
 NR + AR �p(r )1=
 R �/�Q�M�/�2A i �v 
 i �- �`�2�T�`�2�b�2�M�i���M �2�H �p���H�Q�` �+�Q�`�`�2�b�T�Q�M�/�B�2�M�i�2

�T���`�� �2�H ���D�m�b�i�2 �v �+�Q�2�}�+�B�2�M�i�2 �T�Q�H�B�i�`�¦�T�B�+�Q �T���`�� �2�H �`�û�;�B�K�2�M �`�2�H���i�B�p�B�b�i��i = R �v �2�H �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i��i = NR�-

�T���b���M�/�Q ���b�Q �M�m�2�b�i�`���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �� �i�2�M�2�` �H�� �2�t�T�`�2�b�B�¦�M

d �m
dr

(r ) = 4 �
� 0

c2M �

�
ANR �p(r )1=
 NR + AR �p(r )1=
 R

�
r 2 �U�j�X�y�X�N�V



�k�N

d�p
dr

(r ) = �
GM �

c2

�m(r )
r 2

�
ANR �p(r )1=
 NR + AR �p(r )1=
 R

�
�U�j�X�y�X�R�y�V

d�p
dr

= �
��

ANR �p(r )1=
 NR + AR �p(r )1=
 R

�
+ �p(r )

� �
GM � �m(r )

r
+

4�G� 0

c2 �p(r )r 2
�

�
rc2 � 2GM � �m(r )

� � 1

�U�j�X�y�X�R�R�V

d�p
dr

= �
��

ANR �p(r )1=
 NR + AR �p(r )1=
 R

�
+ �p(r )

� �
GM � �m(r )

r
+

4�G� 0

c2 �p(r )r 2 + � c2 r 2

3

�
�

�
�
rc2 � 2GM � �m(r ) � � c2 r 3

3

� � 1

�U�j�X�y�X�R�k�V

�v �b�Q�M �2�b�i���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �H���b �[�m�2 �}�M���H�K�2�M�i�2 �i�`���i���`�2�K�Q�b �+�Q�M �2�H ���H�;�Q�`�B�i�K�Q �/�2 ���T�`�Q�t�B�K���+�B�¦�M �M�m�K�û�`�B�+��

�/�2 �b�Q�H�m�+�B�Q�M�2�b �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H�2�b �Q�`�/�B�M���`�B���b �[�m�2 �b�2 �2�b�i�m�/�B���`�€ �2�M �2�H �+���T�Q�i�m�H�Q �b�B�;�m�B�2�M�i�2�- �+�Q�K�Q �b�2

�T�m�2�/�2 �Q�#�b�2�`�p���`�- �b�2 �B�M�+�H�m�v�¦ �2�M �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �}�M���H�2�b �i�û�`�K�B�M�Q�b �/�2 �p�2�H�Q�+�B�/���/ �/�2 �H�� �H�m�xc �v �/�2 �+�Q�M�b�i���M�i�2

�/�2 �;�`���p�B�i���+�B�¦�M �m�M�B�p�2�`�b���HG �[�m�2 �Q�`�B�;�B�M���H�K�2�M�i�2 �b�2 �?���#�Q���M �B�;�m���H���/�Q ��1 �T���`�� �7���+�B�H�B�i���` �H�Q�b �+�€�H�+�m�H�Q�b�X



�*���T�Q�i�m�H�Q �9

���H�;�Q�`�B�i�K�Q�b �1�}�+�B�2�M�i�2�b �/�2 �a�Q�H�m�+�B�¦�M

�L�m�K�û�`�B�+��

�S���`�� �b�Q�H�m�+�B�Q�M���` �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�2�H �b�B�b�i�2�K�� ���/�B�K�2�M�b�B�Q�M���H �/���/���b �T�Q�` �U�j�X�y�X�R�V �v �U�j�X�y�X�j�V�- �Q �U�j�X�y�X�R�V �v

�U�j�X�y�X�9�V�- �b�2 �?�B�x�Q �2�M �T�`�B�K�2�`�� �B�M�b�i���M�+�B�� �m�M�� �T�`�m�2�#�� �+�Q�M �/�Q�b �K�û�i�Q�/�Q�b �M�m�K�û�`�B�+�Q�b �2�M �2�H �b�B�b�i�2�K�� �#���D�Q �m�M

�`�û�;�B�K�2�M �L�2�r�i�Q�M�B���M�Q�- �b�B�M �+�Q�M�b�B�/�2�`���` �+�Q�`�`�2�+�+�B�Q�M�2�b �`�2�H���i�B�p�B�b�i���b �+�Q�K�Q �H���b �/�2 �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �/�2 �h�P�o�X �1�H

�T�`�B�K�2�`�Q �/�2 �2�H�H�Q�b�- �2�b �m�M�Q �/�2 �T���b�Q �}�D�Q�- �#�B�2�M �+�Q�M�Q�+�B�/�Q�- �2�H�ô�J�û�i�Q�/�Q �/�2 �_�m�M�;�2�@�E�m�i�i�� �/�2 �+�m���`�i�Q �Q� �̀/�2�M�ô

�+�Q�K�Q �b�2 �T�m�2�/�2 �p�2�` �2�M �(�R�N�) �v �2�H �b�2�;�m�M�/�Q �m�M �K�û�i�Q�/�Q �/�2 �T���b�Q �p���`�B���#�H�2 �H�H���K���/�Q �"�a �U�V�X���K�#�Q�b �b�2�`�€�M

�/�2�i���H�H���/�Q�b �� �+�Q�M�i�B�M�m���+�B�¦�M�X

�9�X�R�X �_�m�M�;�2�@�E�m�i�i��

�a�B �#�B�2�M �b�Q�M �m�M�� �7���K�B�H�B�� �/�2 �K�û�i�Q�/�Q�b �B�i�2�`���i�B�p�Q�b �;�2�M�û�`�B�+�Q�b �/�2 ���T�`�Q�t�B�K���+�B�¦�M �M�m�K�û�`�B�+�� �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b

�/�B�7�2�`�2�M�+�B���H�2�b �Q�`�/�B�M���`�B���b �+�Q�M �p���H�Q�`�2�b �B�M�B�+�B���H�2�b �/�2�b���`�`�Q�H�H���/�Q�b �2�M �i�Q�`�M�Q ���H ���¢�Q �R�N�y�y �2�M �+�Q�M�D�m�M�i�Q �T�Q�`

�H�Q�b �7�Q�b�B�+�Q�b �v �K���i�2�K�€�i�B�+�Q�b �J���`�i�Q�M �E�m�i�i�� �v �*���`�H �_�m�M�;�2�- �M�Q�b �+�2�M�i�`���`�2�K�Q�b �2�M �2�H �m�b�Q �/�2 �m�M�Q �/�2 �H�Q�b

�K�€�b �+�Q�M�Q�+�B�/�Q�b�- �[�m�2 �2�b �2�H�ô�J�û�i�Q�/�Q �/�2 �_�m�M�;�2�@�E�m�i�i�� �/�2 �+�m���`�i�Q �Q� �̀/�2�M�ô�- �2�H �+�m���H �i�B�2�M�2 �m�M �2�`�`�Q�` �H�Q�+���H

�/�2 �i�`�m�M�+���K�B�2�M�i�Q �/�2�H �Q�`�/�2�MO(h4) �b�B�2�M�/�Qh �2�H ���M�+�?�Q �}�D�Q �2�M �2�H �[�m�2 �b�2 �/�2�b���`�`�Q�H�H�� �H�� �B�i�2�`���+�B�¦�M�- �T���`��

�m�M �T�`�Q�#�H�2�K�� �/�2 �p���H�Q�`�2�b �B�M�B�+�B���H�2�by0(t) = f (t; y ); y(t0) = y0; t 2 [t0; tN ]�- ���T�`�Q�t�B�K���K�Q�b �m�M�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M

�j�y



�9�X�R�X �_�l�L�:�1�@�E�l�h�h�� �j�R

�M�m�K�û�`�B�+�� �/�2N + 1 �T�m�M�i�Q�b �/�B�b�i�`�B�#�m�B�/�Q�b �m�M�B�7�Q�`�K�2�K�2�M�i�2 �� �m�M�� �/�B�b�i���M�+�B��h = t N � t 0
N �- �2�H ���H�;�Q�`�B�i�K�Q

�2�M�i�`�2�;�� �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b �/�2! i �T���`�� �H�Q�b �T�m�M�i�Q�bi = f 1; 2; : : : ; N g�- �+�Q�M �p���H�Q�` �B�M�B�+�B���H! 0 = y0�- �2�b�i���#�H�2�+�B�/�Q�b

�/�2 �H�� �b�B�;�m�B�2�M�i�2 �K���M�2�`��

para i = f 1; 2; : : : ; N g repetir

K 1 = hf (t i � 1; ! i � 1)

K 2 = hf (t i � 1 +
h
2

; ! i � 1 +
K 1

2
)

K 3 = hf (t i � 1 +
h
2

; ! i � 1 +
K 2

2
)

K 4 = hf (t i � 1 + h; ! i � 1 + K 3)

! i = ! i � 1 +
1
6

(K 1 + 2K 2 + 2K 3 + K 4) �U�9�X�R�X�R�V

�/�2 �2�b�i�� �K���M�2�`�� �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b �H�Q�b �T�m�M�i�Q�b �/�2 ���T�`�Q�t�B�K���+�B�¦�M �M�m�K�û�`�B�+��! 0; ! 1; : : : ; ! N �+�Q�M �H�Q�b �+�m���H�2�b �b�2

���M���H�B�x���M �`�2�b�m�H�i���/�Q�b�X �u�� �[�m�2 �2�M �M�m�2�b�i�`�Q �+���b�Q �i�2�M�2�K�Q�b �m�M �b�B�b�i�2�K�� �T���`�� �H�� �K���b�� �v �T�`�2�b�B�¦�M�- �2�H ���H�;�Q�`�B�i�K�Q

�b�2 �2�t�T�`�2�b���`�€ �/�2 �H�� �b�B�;�m�B�2�M�i�2 �K���M�2�`�� �+�Q�M �+�Q�M�/�B�+�B�Q�M�2�b �B�M�B�+�B���H�2�b �T���`��r 0 = 0 �-M (r 0) = 0 �vp(r 0) = P0�-

�/�Q�M�/�2 �2�b�i�2 �9�H�i�B�K�Q �p���H�Q�` �b�2 �b�2�H�2�+�+�B�Q�M���`�€ �+�Q�M�b�B�/�2�`���M�/�Q �H�Q�b �`�2�;�Q�K�2�M�2�b �2�b�i���#�H�2�+�B�/�Q�b ���H �K�Q�K�2�M�i�Q �/�2

�2�b�i�m�/�B���` �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �T�Q�H�B�i�`�¦�T�B�+���b �/�2 �2�b�i���/�Q�- ���/�2�K�€�b �+�Q�K�Q �b�2 �/�2�b�+�Q�M�Q�+�2 �� �T�`�B�Q�`�B �2�H �i���K���¢�Q �/�2

�H�Q�b �+�m�2�`�T�Q�b �+�2�H�2�b�i�2�b�- �2�H �T���b�Q �}�D�Q �[�m�2�/�� �T�`�2�2�b�i���#�H�2�+�B�/�Q �b�B�M �+�Q�M�b�B�/�2�`���` �H�� �+���M�i�B�/���/ �/�2 �T�m�M�i�Q�b�- �b�B �M�Q�-

�b�Q�H���K�2�M�i�2 �b�m �i���K���¢�Q�- �D�m�M�i�Q �� �2�b�i�Q �b�2 �;�2�M�2�`�� �m�M�� �+�Q�M�/�B�+�B�¦�M �/�2 �7�`�Q�M�i�2�`���- �+�m���M�/�Q �2�H �T�m�M�i�QrN = R

�b�2�� �2�H �T�`�B�K�2�`�Q �[�m�2 �+�m�K�T�H�� �+�Q�Mp(R) � 0�- �� �2�b�i�2 �p���H�Q�`R �H�2 �H�H���K���`�2�K�Q�b�_���/�B�Q �/�2 �H�� �2�b�i� �̀2�H�H���- �+�Q�M �H�Q

�+�m���HM (R) �2�b �H���J���b�� �i�Q�i���H �/�2 �H�� �2�b�i� �̀2�H�H���- �i�2�M�/�`�2�K�Q�b �2�M�i�Q�M�+�2�b �M�m�2�b�i�`�Q �b�B�b�i�2�K�� �+�Q�K�Q
8
<

:
M 0(r ) = f (r; M; p )

p0(r ) = g(r; M; p )
�U�9�X�R�X�k�V



�9�X�k�X �J�ú�h�P�.�P �.�1 �"�l�G�A�_�a�*�>�@�a�h�P�1�_ �j�k

�2�H �+�m���H �b�2 ���T�`�Q�t�B�K�� �K�2�/�B���M�i�2 �_�m�M�;�2�@�E�m�i�i�� �9 �+�Q�K�Q

para i = f 1; 2; : : : g mientras p (r i ) > 0 repetir

K 1 = hf (t i � 1; ! i � 1; � i � 1)

H1 = hg(t i � 1; ! i � 1; � i � 1)

K 2 = hf (t i � 1 +
h
2

; ! i � 1 +
K 1

2
; � i � 1 +

H1

2
)

H2 = hg(t i � 1 +
h
2

; ! i � 1 +
K 1

2
; � i � 1 +

H1

2
)

K 3 = hf (t i � 1 +
h
2

; ! i � 1 +
K 2

2
; � i � 1 +

H2

2
)

H3 = hg(t i � 1 +
h
2

; ! i � 1 +
K 2

2
; � i � 1 +

H2

2
)

K 4 = hf (t i � 1 + h; ! i � 1 + K 3; � i � 1 + H3)

H4 = hf (t i � 1 + h; ! i � 1 + K 3; � i � 1 + H3)

! i = ! i � 1 +
1
6

(K 1 + 2K 2 + 2K 3 + K 4)

� i = � i � 1 +
1
6

(H1 + 2H2 + 2H3 + H4) �U�9�X�R�X�j�V

�/�2 �2�b�i�� �7�Q�`�K�� �b�2 �Q�#�i�B�2�M�2 �H�� ���T�`�Q�t�B�K���+�B�¦�M �M�2�+�2�b���`�B�� �T���`�� ���M���H�B�x���` �2�H �+�Q�K�T�Q�`�i���K�B�2�M�i�Q �/�2 �H�� �2�b�i�`�2�H�H��

�2�M �2�b�i�m�/�B�Q�X

�9�X�k�X �J�û�i�Q�/�Q �/�2 �"�m�H�B�`�b�+�?�@�a�i�Q�2�`

�� �/�B�7�2�`�2�M�+�B�� �/�2�H �K�û�i�Q�/�Q ���M�i�2�`�B�Q�`�- �2�M �2�H �+�m���H �2�H �T���b�Qh �2�M�i�`�2 �2�H �+�m���H �b�2 �+���H�+�m�H���#���M �H���b ���T�`�Q�t�B�K���@

�+�B�Q�M�2�b �/�2�H �p���H�Q�` �/�2 �H���b �7�m�M�+�B�Q�M�2�b �/�2�H �b�B�b�i�2�K�� �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H�2�b �Q�`�/�B�M���`�B���b �b�2 �}�D���#�� �/�2�b�/�2 �2�H

�+�Q�K�B�2�M�x�Q �/�2�H ���H�;�Q�`�B�i�K�Q�- �T���`�� �2�H �+���b�Q �/�2 �"�m�H�B�`�b�+�?�@�a�i�Q�2�` �(�k�y�)�- �2�b�i�2 �T���b�Q �2�b ���/���T�i���i�B�p�Q �+�Q�M�7�Q�`�K�2 ���p���M�x��

�2�H �T�`�Q�+�2�/�B�K�B�2�M�i�Q�- �H�Q �+�m���H �2�b �/�2 �7�m�M�/���K�2�M�i���H �B�K�T�Q�`�i���M�+�B�� �2�M �2�H �2�b�i�m�/�B�Q �/�2 �b�B�b�i�2�K���b �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b

�2�M �H�Q�b �+�m���H�2�b �b�2 �T�`�2�b�2�M�i�� �2�M �+�Q�`�i�Q�b �T�2�`�B�Q�/�Q�b �/�2 �i�B�2�K�T�Q �;�`���M ���T�Q�`�i�2 �/�2 ���H�;�m�M�� �/�2 �H���b �p���`�B���#�H�2�b �/�2

�2�b�i�m�/�B�Q�- �T���`�� �H�m�2�;�Q �2�b�i�� �T���b���` �� �b�2�` �T�`�€�+�i�B�+���K�2�M�i�2 �B�`�`�2�H�2�p���M�i�2 �T�Q�` �/�B�b�K�B�M�m�B�` �`�€�T�B�/���K�2�M�i�2 �b�m �p���H�Q�`�-

�� �2�b�i�2 �i�B�T�Q �/�2 �b�B�b�i�2�K���b �b�2 �H�2�b �H�H���K�� �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �`�Q�;�B�/���b�- �H�Q �+�m���H �2�b �M�m�2�b�i�`�Q �+���b�Q �/�Q�M�/�2 �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �2�b

�/�Q�K�B�M���M�i�2 �2�M �H�Q�b �b�2�+�i�Q�`�2�b �B�M�i�2�`�M�Q�b �/�2 �H���b �2�b�i�`�2�H�H���b�- �M�Q ���b�Q �2�M �H���b �x�Q�M���b �2�t�i�2�`�M���b �/�Q�M�/�2 �2�H �+�Q�K�T�Q�`�i���@

�K�B�2�M�i�Q �p�B�2�M�2 �`�2�;�B�/�Q �T�Q�` �H�� �K���b�� �/�2 �û�b�i���b�- ���b�Q �2�b�i�2 �K�û�i�Q�/�Q �T�`�2�b�2�M�i�� �m�M�� �;�`���M �K�2�D�Q�`�� �2�M �H�� �p�2�H�Q�+�B�/���/

�/�2 �7�m�M�+�B�Q�M���K�B�2�M�i�Q�X �1�b�i�2 �2�b �m�M�� �T�2�`�7�2�+�+�B�Q�M���K�B�2�M�i�Q �/�2�H �K�û�i�Q�/�Q �/�2 �T�m�M�i�Q �K�2�/�B�Q�- �/�2 �H�� �b�B�;�m�B�2�M�i�2 �K���@
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�M�2�`���X

�1�M �T�`�B�K�2�`�� �B�M�b�i���M�+�B���- �2�H �T�`�B�M�+�B�T�B�Q �7�m�M�/���K�2�M�i���H �/�2�i�`�€�b �/�2 �2�b�i�2 ���H�;�Q�`�B�i�K�Q �2�b �2�H �b�B�;�m�B�2�M�i�2�- �b�2 �+�Q�M�b�B�/�2�`��

�m�M �B�M�i�2�`�p���H�Q �/�2 ���K�T�H�B�i�m�/H �- �/�2 �H�� �7�Q�`�K��[t; t + H ]�- �2�M �2�H �+�m���H �b�2 �`�2���H�B�x�� �2�H �T�`�Q�+�2�b�Q �/�2 �B�M�i�2�;�`���+�B�¦�M

�M�m�K�û�`�B�+�� �/�2 �H�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M �b�2 �`�2���H�B�x�� �p���`�B���b �p�2�+�2�b �T���`�� �/�B�b�i�B�M�i�Q�b �T���b�Q�b�- �/�Q�M�/�2 �b�2 �m�i�B�H�B�x�� �m�M �b�m�#�Q�M�/�B�+�2i

�T���`�� �B�M�/�B�+���` �2�H �M�9�K�2�`�Q �/�2 �H�� �B�M�i�2�;�`���+�B�¦�M�- �T���`�� �Q�#�i�2�M�2�` �2�H �p���H�Q�` �+�Q�`�`�2�+�i�Q �/�2 �H�� �7�m�M�+�B�¦�M �2�M �2�H �2�t�i�`�2�K�Q

t + H �v �Q�#�i�2�M�2�` ���/�2�K�€�b �H�Q�b �p���H�Q�`�2�byn �2�M �U�9�X�k�V �+�Q�K�2�M�x���M�/�Q �/�2�b�/�2 �2�H �p���H�Q�` �B�M�B�+�B���Hy0 = y(t) �+�Q�M

n = H=h �T���b�Q�b�X

�u�� �[�m�2 �2�H ���M�+�?�Q �/�2 �2�b�i�Q�b �T���b�Q�b �p�� �/�B�b�K�B�M�m�v�2�M�/�Q�- �+�Q�M�b�B�/�2�`���K�Q�b �H���b ���T�`�Q�t�B�K���+�B�Q�M�2�b �/�2�H �p���H�Q�` �/�2

y(t + H ) �T���`�� �+���/�� �p�2�x �K���v�Q�` �+���M�i�B�/���/ �/�2 �T�m�M�i�Q�b �2�M �2�H �B�M�i�2�`�p���H�Q �U�9�X�k�V�- �/�B�;���K�Q�b �2�b�i�Q�b! 1; ! 2; ! 3; : : : �-

�T���`�� ���M�+�?�Q�b �+�Q�`�`�2�b�T�Q�M�/�B�2�M�i�2�bh1; h2; h3; : : : �+�Q�M �H�� �T�`�Q�T�B�2�/���/ �/�2�+�`�2�+�B�2�M�i�2(h1 > h 2 > h 3 > : : : )�-

�H�� �M�Q�+�B�¦�M �/�2�i�`�€�b �/�2 �2�b�i�� �B�/�2�� �2�b �T�2�M�b���` �[�m�2y(t + H ) = l��m
n !1

! n �Q �b�2�� �+�Q�K�Qn �/�2�T�2�M�/�2 �/�2h �2�b �2�H

�2�[�m�B�p���H�2�M�i�2 �� �/�2�+�B�` �[�m�2h ! 0�X

�1�H �/�2�i���H�H�2 �/�2 �2�b�i�2 �T�`�Q�+�2�/�B�K�B�2�M�i�Q �2�b �2�H �b�B�;�m�B�2�M�i�2�- �b�2 �i�Q�K���M �p���H�Q�`�2�b �/�2�+�`�2�+�B�2�M�i�2�b(h1 > h 2 > h 3 > : : : )�-

�T���`�� �2�b�i�B�K���` �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b �/�2y(t + H ) �K�2�/�B���M�i�2 �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b! i ���b�Q�+�B���/�Q�b �� �+���/�� �i���K���¢�Q �/�2 �T���b�Qhi

(i ) �S���`�� �+���/�� �i���K���¢�Q �/�2 �T���b�Qhi �- �+���H�+�m�H���K�Q�b �2�H �p���H�Q�` �B�M�i�2�;�`���/�Q! i �v �b�2 ���+�i�m���H�B�x�� �m�M �p���H�Q�` �2�b�i�B�K���/�Q

�2�t�i�`���T�Q�H���/�Q ���+�i�m���H �/�2y �T���`��h = 0 �- �2�b�i�Q �� �T���`�i�B�` �/�2�H ���M�i�2�`�B�Q�` �p���H�Q�` ���+�i�m���H �v �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b! i

�T�`�2�p�B���K�2�M�i�2 �Q�#�i�2�M�B�/�Q�b�X

(ii ) �a�B �H�� �/�B�7�2�`�2�M�+�B�� �2�M�i�`�2 �2�H ���+�i�m���H �p���H�Q�` �2�b�i�B�K���/�Q �v �2�H ���M�i�2�`�B�Q�` �2�b �/�2�b�T�`�2�+�B���#�H�2�- �+���`�2�+�2 �/�2 �b�2�M�i�B�/�Q

�+�Q�M�i�B�M�m���` �/�B�b�K�B�M�m�v�2�M�/�Q �2�H �p���H�Q�` �/�2h�- �v �T�Q�` �i���M�i�Q �b�2 �+�Q�M�b�B�/�2�`�� �2�b�i�2 �p���H�Q�` �+�Q�K�Q �H�� �K�2�D�Q�`

���T�`�Q�t�B�K���+�B�¦�M �T���`��y(t + H )�X �a�B �b�2 �/�� �2�H �+���b�Q �/�2 �[�m�2 �M�m�2�b�i�`���b �2�b�i�B�K���+�B�Q�M�2�b �M�Q �+�Q�M�p�2�`�;�2�M �T���b���/�Q

�m�M�� �+�Q�i�� �T�`�2�2�b�i���#�H�2�+�B�/�� �/�2 �/�B�b�K�B�M�m�+�B�Q�M�2�b �U�/�B�;���K�Q�bi > N 0�V�- �b�2 �/�2�i�B�2�M�2 �2�H �T�`�Q�+�2�/�B�K�B�2�M�i�Q �v

�p�Q�H�p�2�K�Q�b ���H �B�M�B�+�B�Qt�- �+�Q�M �H�� �/�B�7�2�`�2�M�+�B�� �[�m�2 �2�H �B�M�i�2�`�p���H�Q �/�2 �B�M�i�2�;�`���+�B�¦�M �U�9�X�k�V �b�2 ���+�i�m���H�B�x�� ��

[t; t + H=4] �v �b�2 �p�m�2�H�p�2 ���H �T���b�Q ���M�i�2�`�B�Q�`�X

(iii ) �a�B �H�� �+�Q�M�p�2�`�;�2�M�+�B�� �/�2�H �p���H�Q�` �2�b�i�B�K���/�Q �b�2 �T�`�2�b�2�M�i�� �T���`�� �m�M �T���b�Q �B�M�i�2�`�K�2�/�B�Q �U�2�M�i�`�2h1 �vhN 0 �V�-

�b�2 �`�2���H�B�x�� �m�M ���D�m�b�i�2 �/�2�H �b�B�;�m�B�2�M�i�2 �B�M�i�2�`�p���H�Q �/�2 �B�M�i�2�;�`���+�B�¦�M �+�Q�M �H�� �B�/�2�� �/�2 �[�m�2 �b�2 �K���M�i�2�M�;��

�`�2�H���i�B�p���K�2�M�i�2 �+�Q�M�b�i���M�i�2 �H�� �+���M�i�B�/���/ �/�2 �b�m�#�B�M�i�2�`�p���H�Q�b�X �1�M �+���b�Q �/�2 �i�2�M�2�` �K�2�M�Q�b �/�2 �H�Q �/�2�b�2���/�Q�-

�b�2 ���m�K�2�M�i�� �b�m �i���K���¢�Q �T�Q�` �m�M �p���H�Q�` �/�21;2 �U�B�X�2�XH ! 1;2H �V �v �2�M �+���b�Q �/�2 �b�2�` �B�;�m���H�- �b�2 �/�B�b�K�B�M�m�v�2

�m�M �T�Q�+�Q �2�H �B�M�i�2�`�p���H�Q�- �T�Q�` �m�M �7���+�i�Q�` �/�20;95�X
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�S���`�� �`�2���H�B�x���` �H�� �B�M�i�2�;�`���+�B�¦�M �2�M�i�`�2t �v t + H �b�2 �`�2���H�B�x�� �H�Q �b�B�;�m�B�2�M�i�2�- �+�Q�Mn �+���M�i�B�/���/ �/�2 �b�m�#�B�M�i�2�`�p���H�Q�b

�/�2�b�2���/�Q�b �2�M �+���/�� �T���b�Q
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

h = H
n

z0 = y(t)

z1 = z0 + hf (t; z0)

zi +1 = zi � 1 + 2hf (t + ih; z i ) para i = 1 ; : : : ; n � 1

! n = 1
2 (zn + zn � 1 + hf (t + H; zn ))

�U�9�X�k�X�R�V

�+�Q�M �H�Q �+�m���H �Q�#�i�2�M�/�`�2�K�Q�b �H�Q�b �T�m�M�i�Q�byn �- �T���`�� �+���/�� �b�m�#�B�M�i�2�`�p���H�Q �/�2 �B�M�i�2�;�`���+�B�¦�M[t; t + H ] �?���b�i��

�+�m�#�`�B�` �i�Q�/�Q �2�H �`���M�;�Q �/�2 �p���H�Q�`�2�b�- �[�m�2 �2�M �M�m�2�b�i�`�Q �+���b�Q �T�`�2�b�2�M�i�� �K�2�D�Q�` �T�`�Q�+�2�b���K�B�2�M�i�Q�- �v�� �[�m�2 �M�Q �i�2�@

�M�2�K�Q�b �B�M�B�+�B���H�K�2�M�i�2 �m�M �`���M�;�Q �}�D�Q �/�2 �p���H�Q�`�2�b �/�2 �/�B�b�i���M�+�B���b �/�2�b�/�2 �2�H �+�2�M�i�`�Q �/�2 �H�� �2�b�i�`�2�H�H���- �/�2�#�B�/�Q ��

�H�� �+�Q�M�/�B�+�B�¦�M �/�2 �7�`�Q�M�i�2�`�� �v �T�Q�` �2�M�/�2 �/�2 �/�2�i�2�M�+�B�¦�M �/�2�H ���H�;�Q�`�B�i�K�Qp(R) � 0�- �H�� �p�2�M�i���D�� �/�2 �2�b�i�2 ���H�;�Q�@

�`�B�i�K�Q �2�b �b�m ���/���T�i���+�B�¦�M �M�Q �b�Q�H�Q �/�2�H �T���b�Q �2�M �+���/�� �b�m�#�B�M�i�2�`�p���H�Q�- �b�B �M�Q �[�m�2 �;�`���+�B���b �� �2�b�i�Q�- ���+�i�m���H�B�x��

�+�Q�M�b�i���M�i�2�K�2�M�i�2 �2�H �b�B�;�m�B�2�M�i�2 �T�m�M�i�Q �/�2 �2�p���H�m���+�B�¦�M�- �v �2�M �+���b�Q �/�2 �M�Q �+�Q�M�p�2�`�;�2�`�- �T�m�2�/�2 �b�Q�H�m�+�B�Q�M���` �2�b�i�Q

�K�2�/�B���M�i�2 �/�B�b�K�B�M�m�+�B�¦�M �/�2 �2�b�i�Q�b �B�M�i�2�`�p���H�Q�b�X

�9�X�j�X �*�Q�M�i�`���b�i�2

�� �+�Q�M�i�B�M�m���+�B�¦�M �b�2 �T�`�2�b�2�M�i�� �m�M�� �i���#�H�� �/�2 �p���H�Q�`�2�b �Q�#�i�2�M�B�/�Q�b�- �/�B�b�K�B�M�m�v�2�M�/�Q �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b �/�2 �B�M�i�2�`�p���H�Q

�K�Q�M�B�K�Q �/�2 �i�`���#���D�Q�- �/�2 ���K�#�Q�b ���H�;�Q�`�B�i�K�Q�b�- �b�Q�H�m�+�B�Q�M���M�/�Q �2�H �b�B�b�i�2�K�� �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�2�r�i�Q�M�B���M�Q�- �� �K�Q�/�Q

�/�2 �T�`�m�2�#���- �T���`�� �2�H�2�;�B�` �+�Q�M �+�m���H �/�2 �2�H�H�Q�b �b�2 �i�`���#���D���`�Q�� �2�M �H�� ���T�`�Q�t�B�K���+�B�¦�M �/�2 �b�Q�H�m�+�B�Q�M�2�b �/�2�H �b�B�b�i�2�K��

�+�Q�M �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �/�2 �h�P�o �v �T�`�B�M�+�B�T���H�K�2�M�i�2 �T���`�� �2�H �+���b�Q �/�2 �B�M�+�H�m�b�B�¦�M �/�2 �+�Q�M�b�i���M�i�2 �+�Q�b�K�Q�H�¦�;�B�+��� �X

�*�Q�M �H�Q�b �`�2�b�m�H�i���/�Q�b �/�2 �2�b�i�2 �2�t�T�2�`�B�K�2�M�i�Q�- �b�2 �/�2�+�B�/�B�¦ �i�`���#���D���` �+�Q�M �2�b�i�2 �m�H�i�B�K�Q ���H�;�Q�`�B�i�K�Q �/�2BS �/�2�#�B�/�Q

�� �H�� �;���M���M�+�B�� �2�M �i�û�`�K�B�M�Q�b �i�2�K�T�Q�`���H�2�b �/�2 �T�`�Q�+�2�b���K�B�2�M�i�Q�- �H�Q�b �+�m���H�2�b ���b�m�K�B�K�Q�b �b�2 �T�Q�/�`�Q���M �p�2�` ���K�T�H�B���@

�K�2�M�i�2 ���+�`�2�+�2�M�i���/�Q�b �/�2�#�B�/�Q �� �H���b �+���`���+�i�2�`�Q�b�i�B�+���b �T�`�Q�T�B���b �/�2 �H���b �7�m�M�+�B�Q�M�2�b �B�K�T�H�B�+���/���b �2�M �2�H �b�B�b�i�2�K��

�/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �v �T�Q�b�B�#�H�2�b �p���H�Q�`�2�b �/�2 �B�M�/�2�}�M�B�+�B�¦�M�X

�*�Q�K�Q �b�2 �T�m�2�/�2 �Q�#�b�2�`�p���` �2�M �H�� �i���#�H�� �U�9�X�R�V �+�Q�M�7�Q�`�K�2 �b�2 �/�B�b�K�B�M�m�v�2 �2�H �i���K���¢�Q �/�2�H �T���b�Q �K�Q�M�B�K�Q ���/�@

�K�B�i�B�/�Q �H�Q�b �i�B�2�K�T�Q�b �/�2 �T�`�Q�+�2�b���K�B�2�M�i�Q �+�Q�M �H�� �`�m�i�B�M�� �/�2�_�E �H�H�2�;���M �� �b�2�` �T�`�€�+�i�B�+���K�2�M�i�2 �8 �p�2�+�2�b �H�Q�b

�i�B�2�K�T�Q�b �Q�#�i�2�M�B�/�Q�b �+�Q�M�"�a�- �H�Q �+�m���H �2�b �m�M�Q �/�2 �H�Q�b �T�`�B�M�+�B�T���H�2�b ���`�;�m�K�2�M�i�Q�b �T���`�� �/�2�+�B�/�B�` �H�� �m�i�B�H�B�x���+�B�¦�M

�/�2 �2�b�i�� �m�H�i�B�K�� �`�m�i�B�M�� �2�M �H�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M �/�2�H �b�B�b�i�2�K�� �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�B�7�2�`�2�M�+�B���H�2�b �Q�`�/�B�M���`�B���b�- �D�m�M�i�Q �+�Q�M
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�_�m�i �? �i�B�2�K�T�Q�S�`�2�b�B�¦�M �H�Q�K�B�i�2�J���b���b �_���/�B�Q �U�F�K�V

�"�a 1 � 100 0;52 1;223� 10� 33 1;2432 8195;000

�_�E 1 � 100 0;41 9;465� 10� 33 1;2433 8194;000

�"�a 5 � 10� 1 0;57 3;840� 10� 35 1;2432 8195;000

�_�E 5 � 10� 1 0;83 5;787� 10� 34 1;2433 8194;500

�"�a 1 � 10� 1 1;16 1;112� 10� 36 1;2432 8194;800

�_�E 1 � 10� 1 4;34 7;837� 10� 37 1;2433 8194;900

�"�a 5 � 10� 2 1;86 1;409� 10� 38 1;2432 8194;850

�_�E 5 � 10� 2 7;86 3;733� 10� 38 1;2433 8195;000

�"�a 1 � 10� 2 7;47 2;197� 10� 41 1;2432 8194;850

�_�E 1 � 10� 2 37;78 3;753� 10� 41 1;2433 8195;000

�"�a 5 � 10� 3 14;36 1;329� 10� 42 1;2432 8194;845

�_�E 5 � 10� 3 75;34 5;012� 10� 42 1;2433 8195;000

�*�m���/�`�Q �9�X�R�, �*�Q�K�T���`���i�B�p�� �`�m�i�B�M���b �_�E�@�"�a �#���D�Q �`�û�;�B�K�2�M �/�2 �T�`�2�b�B�Q�M�2�b �2�b�i�2�H���`�2�b �`�2�H���i�B�p�B�b�i���b�- �/�2 �p���H�Q�`

�+�2�M�i�`���HP0 = 1027 Kg
Km � s2

�2�b�i�Q�- �H�� �+�Q�M�/�B�+�B�¦�M �/�2 �7�`�Q�M�i�2�`���- �T�`�2�b�2�M�i�� �K���`�;�2�M�2�b �K�€�b ���K�T�H�B�Q�b �T���`�� �H�� �`�m�i�B�M���_�E �M�m�2�p���K�2�M�i�2 �/�2�H

�Q�`�/�2�M �/�2 �+���b�B �8 �p�2�+�2�b�- �B�M�/�B�+���M�/�Q �[�m�2�"�a �i�B�2�M�2 �m�M�� �K�2�D�Q�` ���T�`�Q�t�B�K���+�B�¦�M �T���`�� �H�� �7�`�Q�M�i�2�`�� �/�2 �H�� �2�b�i�`�2�H�H��

�2�M �2�b�i�m�/�B�Q�- �+�Q�K�Q �2�`�� �/�2 �2�b�T�2�`���`�- �/�2�#�B�/�Q �� �[�m�2 �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H �+�Q�K�Q �+�Q�M�/�B�+�B�¦�M �B�M�B�+�B���H �2�b �H�� �K�B�b�K��

�2�M �+���/�� ���T�`�Q�t�B�K���+�B�¦�M�- �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b �Q�#�i�2�M�B�/�Q�b �/�2 �K���b�� �i�Q�i���H �v �`���/�B�Q �}�M���H �/�2 �H�� �1�M���M�� �#�H���M�+�� �M�Q

�T�`�2�b�2�M�i���M �K���v�Q�`�2�b �/�B�7�2�`�2�M�+�B���b �[�m�2 �T�m�2�/���M �b�2�`�p�B�` �/�2 ���`�;�m�K�2�M�i�Q �T���`�� �H�� �/�2�+���M�i���+�B�¦�M �T�Q�` ���H�;�m�M�� �/�2

�2�b�i���b �`�m�i�B�M���b �/�2 �b�Q�H�m�+�B�¦�M�X



�*���T�Q�i�m�H�Q �8

���M�€�H�B�b�B�b �/�2 �_�2�b�m�H�i���/�Q�b

�1�M �2�H �b�B�;�m�B�2�M�i�2 �+���T�Q�i�m�H�Q ���M���H�B�x���`�2�K�Q�b �H�Q�b �`�2�b�m�H�i���/�Q�b �Q�#�i�2�M�B�/�Q�b �2�M �H�Q�b �/�B�p�2�`�b�Q�b �`�2�;�Q�K�2�M�2�b�- �T���`�� �H�Q�b

�K�Q�/�2�H�Q�b �v �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �2�M�m�M�+�B���/���b �2�M �H�Q�b �+���T�Q�i�m�H�Q�b �T�`�2�p�B�Q�b�- �2�M �H�Q�b �+�m���H�2�b �p�2�`�2�K�Q�b �+�Q�K�Q �b�2 �+�Q�K�T�Q�`�i���M

�H���b �+���`���+�i�2�`�Q�b�i�B�+���b �T�`�B�M�+�B�T���H�2�b �/�2 �H���b �2�b�i�`�2�H�H���b �#���D�Q �H�Q�b �2�7�2�+�i�Q�b �/�2 �H�� �p���`�B���+�B�¦�M �/�2�H �p���H�Q�` �K�2�/�B�/�Q �/�2

�+�Q�M�b�i���M�i�2 �+�Q�b�K�Q�H�¦�;�B�+���X

�8�X�R�X �J�Q�/�2�H�Q �*�H�€�b�B�+�Q �L�2�r�i�Q�M�B���M�Q

�1�b �B�K�T�Q�`�i���M�i�2 �+�Q�K�2�M�x���` ���M���H�B�x���M�/�Q �H�Q�b �`�2�b�m�H�i���/�Q�b �[�m�2 �b�2 �Q�#�i�B�2�M�2�M �T���`�� �H�Q�b �K�Q�/�2�H�Q�b �2�b�i�2�H���`�2�b�- �b�B�M

�i�2�M�2�` �2�M �+�m�2�M�i�� �H�Q�b �2�7�2�+�i�Q�b �`�2�H���i�B�p�B�b�i���b �[�m�2 �b�m�`�;�2�M �/�2�H �2�b�i�m�/�B�Q �/�2 �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �/�2 �+���K�T�Q �/�2 �1�B�M�b�i�2�B�M

�(�R�d�)�- �T�Q�` �i���M�i�Q �B�M�B�+�B���H�K�2�M�i�2 �i�`���#���D���`�2�K�Q�b �+�Q�M �2�H �b�B�b�i�2�K�� �/�2 �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �+�Q�M�7�Q�`�K���/�Q �T�Q�` �U�j�X�y�X�8�V �v

�U�j�X�y�X�e�V�- �2�M �T�`�B�K�2�`�� �B�M�b�i���M�+�B���- �m�i�B�H�B�x���M�/�Q �2�H �b�B�b�i�2�K�� �T���`�� �m�M �;���b �/�2 �7�2�`�K�B �/�2 �2�H�2�+�i�`�Q�M�2�b�- �+�Q�M �+�Q�M�b�i���M�i�2

�T�Q�H�B�i�`�¦�T�B�+��
 = 5=3 �+�Q�`�`�2�b�T�Q�M�/�B�2�M�i�2 ���H �+���b�Q �/�2 �K�Q�K�2�M�i�Q�b �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i���bkF � mec2�- �[�m�2 �m�i�B�H�B�x���M�/�Q

�H�� �2�+�m���+�B�¦�M �/�2 �T�`�2�b�B�¦�M �U�k�X�j�X�e�V �+�Q�M �p���H�Q�`�2�b �2�M �2�b�i�2 �`���M�;�Q�- �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b �H�Q�b �b�B�;�m�B�2�M�i�2�b �`�2�b�m�H�i���/�Q�b �+�Q�M

�T�`�2�b�B�Q�M�2�b �+�2�M�i�`���H�2�b �/�2�H �Q�`�/�2�M �/�2p0 � 1024 kg
s2 km �- �+�Q�M �p���H�Q�` �/�2 �+�Q�M�b�i���M�i�2 �/�2 ���/�B�K�2�M�b�B�Q�M���H�B�/���/ �T���`��

�H�� �T�`�2�b�B�¦�M �v �/�2�M�b�B�/���/ �/�2 �2�M�2�`�;�Q�� �/�2� 0 = 2 ;4888� 1039 kg
s2 km �v �K���b�� �b�Q�H���`M � = 1 ;989� 1030kg�- �b�2

�i�B�2�M�2�M �H�Q�b �b�B�;�m�B�2�M�i�2�b �p���H�Q�`�2�b �2�M �H�� �i���#�H�� �U�8�X�R�V

�j�e



�8�X�R�X �J�P�.�1�G�P �*�G�•�a�A�*�P �L�1�q�h�P�L�A���L�P �j�d

P0 P0 R �U�F�K�V �J �S�`�2�b�B�¦�M �H�Q�K�B�i�2 �UP(R)�V

2;65� 1023 1;107� 10� 14 4836;7 1;2432 2;386� 10� 35

2;65� 1024 1;107� 10� 15 8601;1 1;2432 1;731� 10� 37

2;65� 1025 1;173� 10� 16 15075;9 1;2432 7;554� 10� 39

�*�m���/�`�Q �8�X�R�, �_���/�B�Q�b �_ �Ukm�V �v �K���b�� �J �UM � �V �T���`�� �2�M���M���b �#�H���M�+���b �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i��

�v �i�2�M�2�K�Q�b �H���b �b�B�;�m�B�2�M�i�2�b �;�`�€�}�+���b �/�2 �T�`�2�b�B�¦�M �v �K���b�� �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���H ���H �+�2�M�i�`�Q

�/�2 �H�� �2�b�i�`�2�H�H�� �U�8�X�R�V�-�U�8�X�k�V

�6�B�;�m�`�� �8�X�R�, �J���b�� �2�M���M�� �#�H���M�+���m(r ) �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr �T���`�� �2�b�+���H�� �/�2 �p���H�Q�`�2�b �/�2

�T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0)�- �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �2�+�m���+�B�¦�M �/�2 �+�H�€�b�B�+�� �/�2 �L�2�r�i�Q�M�X



�8�X�R�X �J�P�.�1�G�P �*�G�•�a�A�*�P �L�1�q�h�P�L�A���L�P �j�3

�6�B�;�m�`�� �8�X�k�, �S�`�2�b�B�¦�M �2�M���M�� �#�H���M�+���p(r ) �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr �T���`�� �2�b�+���H�� �/�2 �p���H�Q�`�2�b �/�2

�T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0)�- �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �2�+�m���+�B�¦�M �/�2 �+�H�€�b�B�+�� �/�2 �L�2�r�i�Q�M�X

�a�2 �T�m�2�/�2 �p�2�` �+�Q�K�Q �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �T�`�2�b�2�M�i�� �m�M �+�Q�K�T�Q�`�i���K�B�2�M�i�Q �/�2 �/�2�+�`�2�+�B�K�B�2�M�i�Q �b�m���p�2 �?���b�i�� �H���b

�+���T���b �b�m�T�2�`�B�Q�`�2�b �/�2 �H�� �2�M���M�� �#�H���M�+�� �+�Q�M �m�M�� �T�2�M�/�B�2�M�i�2 �+�2�M�i�`���H �K���`�+���/���- �?���b�i�� �H�H�2�;���` �� �+�2�`�Q �v ���b�Q

�/�2�i�2�M�2�` �H�� �K�2�/�B�+�B�¦�M �/�2 �H���b �7�m�M�+�B�Q�M�2�b�- �b�2 �T�m�2�/�2 �M�Q�i���` �[�m�2 �H�� �K���b�� ���+�m�K�m�H���/�� �2�b �K�m�v �T�2�[�m�2�¢���- �2�b�i�Q

�/�2�#�B�/�Q ���H �`�û�;�B�K�2�M �2�M �2�H �[�m�2 �b�2 �2�M�+�m�2�M�i�`���M �H���b �T���`�i�Q�+�m�H���b �2�M �b�m �B�M�i�2�`�B�Q�` �v �[�m�2 �2�b�i�� �/�B�b�K�B�M�m�v�2 �+�Q�M�7�Q�`�@

�K�2 �H�Q �?���+�2 �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H �B�M�B�+�B���H�- �b�B�2�M�/�Q �H�� �#���D�� �T�`�2�b�B�¦�M �B�M�+���T���x �/�2 �;�2�M�2�`���` �H�� ���+�m�K�m�H���+�B�¦�M �/�2

�K���b���X

���?�Q�`�� �T���`�� �m�M �`�û�;�B�K�2�M �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �M�9�K�2�`�Q �T�Q�H�B�i�`�¦�T�B�+�Q
 = 4=3�- �T�`�2�b�B�Q�M�2�b �+�2�M�i�`���H�2�b �/�2�H �Q�`�/�2�M

�/�2p0 � 1027 kg
s2 km �v �+�Q�M�b�i���M�i�2 ���/�B�K�2�M�b�B�Q�M���H� 0 = 7 ;446� 1041 kg

s2 km �- �Q�#�i�2�M�B�2�M�/�Q ���b�Q �H�Q�b �b�B�;�m�B�2�M�i�2�b

�p���H�Q�`�2�b �v �;�`�€�}�+���b



�8�X�R�X �J�P�.�1�G�P �*�G�•�a�A�*�P �L�1�q�h�P�L�A���L�P �j�N

P0 P0 R �U�F�K�V �J �S�`�2�b�B�¦�M �H�Q�K�B�i�2 �UP(R)�V

0;824� 1026 1;173� 10� 16 15075;9 1;2432 7;554� 10� 39

0;824� 1027 1;107� 10� 15 8601;1 1;2432 1;731� 10� 37

0;873� 1028 1;107� 10� 14 4836;7 1;2432 2;386� 10� 35

�*�m���/�`�Q �8�X�k�, �_���/�B�Q�b �_ �U�F�K�V �v �K���b�� �J �UM � �V �T���`�� �2�M���M���b �#�H���M�+���b �2�M �`�û�;�B�K�2�M �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q

�+�H�€�b�B�+�Q �/�2 �L�2�r�i�Q�M

�6�B�;�m�`�� �8�X�j�, �J���b���m(r ) �2�M���M�� �#�H���M�+�� �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr �T���`�� �2�b�+���H�� �/�2 �p���H�Q�`�2�b �/�2

�T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0) �2�M �`�û�;�B�K�2�M �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �+�H�€�b�B�+�Q �/�2 �L�2�r�i�Q�M�X



�8�X�R�X �J�P�.�1�G�P �*�G�•�a�A�*�P �L�1�q�h�P�L�A���L�P �9�y

�6�B�;�m�`�� �8�X�9�, �S�`�2�b�B�¦�M�p(r ) �2�M���M�� �#�H���M�+�� �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr �T���`�� �p���H�Q�`�2�b �/�2 �T�`�2�b�B�¦�M

�+�2�M�i�`���H�p(0) �2�M �`�û�;�B�K�2�M �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �+�H�€�b�B�+�Q �/�2 �L�2�r�i�Q�M�X

�1�H �+�Q�K�T�Q�`�i���K�B�2�M�i�Q �/�2 �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �2�b �#���b�i���M�i�2 �b�B�K�B�H���` ���H �+���b�Q �T�`�2�p�B�Q �b���H�p�Q �T�Q�` �m�M �`�€�T�B�/�Q �/�2�+���B�@

�K�B�2�M�i�Q �/�2 �û�b�i�� �+�Q�K�Q �b�2 �p�2�`�B�}�+���` �2�M �H���b �;�`�€�}�+���b �U�8�X�k�-�8�X�9�V�- �b�B�M �2�K�#���`�;�Q �b�2 �T�m�2�/�2 �M�Q�i���` �[�m�2 �b�B �#�B�2�M �H�Q�b

�`���/�B�Q�b �}�M���H�2�b �/�2 �H���b �2�b�i�`�2�H�H���b �2�M �2�b�i�2 �+���b�Q �/�B�}�2�`�2�M �#���b�i���M�i�2 �+�m���M�/�Q �p���`�B�� �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H �B�M�B�+�B���H�- �H���b

�K���b���b �i�Q�i���H�2�b �/�2 �H�Q�b �/�B�b�i�B�M�i�Q�b �+�m�2�`�T�Q�b �2�M�+�m�2�M�i�`�� �m�M�� ���b�Q�M�i�Q�i�� �T�`�€�+�i�B�+���K�2�M�i�2 �+�Q�M�b�i���M�i�2 �+�Q�M�b�2�+�m�2�M�i�2

���H �H�Q�K�B�i�2 �+���H�+�m�H���/�Q �T�Q�` �*�?�`���M�/�`���b�2�F�?���`�- �2�b�i�Q �b�2 �T�m�2�/�2 �p�2�` �2�t�T�H�B�+���/�Q �/�2�#�B�/�Q �� �[�m�2 �2�M �2�b�i�2 �`�û�;�B�K�2�M

�;�`���+�B���b �� �H�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M �/�2 �G���M�2 �@�1�K�/�2�M �T���`�� �T�Q�H�B�i�`�¦�T�Q�b �/�Q�M�/�2 �H�� �K���b�� �M�Q �/�2�T�2�M�/�2 �/�2 �H�� �/�2�M�b�B�/���/ �/�2

�2�M�2�`�;�Q�� �T���`�� �2�H �p���H�Q�`
 = 4=3 �(�k�R�) �+�Q�K�Q �b�2 �T�m�2�/�2 �p�2�` �2�M �H�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M �b�B�;�m�B�2�M�i�2

M = 4 ��
2( 
 � 4= 3)

3

�
K


4�G (
 � 1)

� 3=2

� 2
1 j� (� 1)j �U�8�X�R�X�R�V

�/�Q�M�/�2 �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b� 1 �v� (� 1) �b�Q�M �+�Q�M�b�i���M�i�2�b �M�m�K�û�`�B�+���b �/�2�T�2�M�/�B�2�M�i�2�b �/�2�H �M�9�K�2�`�Q �T�Q�H�B�i�`�¦�T�B�+�Q�X

�a�2 �`�2���H�B�x�� �m�M �2�b�i�m�/�B�Q �b�B�K�B�H���` �[�m�2 �2�M �2�H �+���b�Q �/�2 �H���b �2�M���M���b �#�H���M�+���b�- �T���`�� �H���b �2�b�i�`�2�H�H���b �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b

�2�H �i�`���i���K�B�2�M�i�Q �M�m�K�û�`�B�+�Q �b�2 �`�2���H�B�x�� �+�Q�M �2�H �K�Q�/�2�H�Q �M�2�r�i�Q�M�B���M�Q �2�M �/�Q�b �`�2�;�Q�K�2�M�2�b �U�M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �v

�K�B�t�i�Q ���D�m�b�i���/�Q�V�X

�1�M �2�H �+���b�Q �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�MkF � mn c2�- �m�i�B�H�B�x���K�Q�b �m�M �p���H�Q�` �/�2 �M�m�K�2�`�Q �T�Q�H�B�i�`�¦�T�B�+�Q
 = 5=3 �v

�+�Q�M�b�i���M�i�2 �/�2 ���/�B�K�2�M�b�B�Q�M���H�B�/���/� 0 = 1 ;603� 1040 kg
s2 km �- �T�Q�` �H�Q �+�m���H �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b �/�2 �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H

�+�Q�K�Q �+�Q�M�/�B�+�B�¦�M �B�M�B�+�B���H �/�2�H �T�`�Q�#�H�2�K�� �/�2 �p���H�Q�`�2�b �B�M�B�+�B���H�2�b �/�2�#�2 �b�2�` �K�2�M�Q�`�2�b �/�2�H �Q�`�/�2�M �/�2p(0) � 1037



�8�X�R�X �J�P�.�1�G�P �*�G�•�a�A�*�P �L�1�q�h�P�L�A���L�P �9�R

�T���`�� �K���M�i�2�M�2�` �2�H �K�Q�/�2�H�Q �2�M �H�Q�b �K�€�`�;�2�M�2�b �/�2�H �`�û�;�B�K�2�M ���+�i�m���H �/�2 �2�b�i�m�/�B�Q�X �� �T���`�i�B�` �/�2 �2�b�i�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M

�M�m�K�û�`�B�+�� �b�2 �Q�#�i�B�2�M�2�M �H�Q�b �b�B�;�m�B�2�M�i�2�b �;�`�€�}�+�Q�b �v �`�2�b�m�H�i���/�Q�b�X

P0 P0 R �U�F�K�VM (R) �UM � �V �S�`�2�b�B�¦�M �H�Q�K�B�i�2 �UP(R)�V

1;603� 1033 1 � 10� 7 33;166 0;0978 4;4178� 10� 20

1;603� 1034 1 � 10� 6 26;344 0;1951 5;2657� 10� 18

1;603� 1035 1 � 10� 5 20;926 0;3894 2;5853� 10� 17

1;603� 1036 1 � 10� 4 16;622 0;7769 4;2387� 10� 16

1;603� 1037 1 � 10� 3 13;203 1;5500 1;4678� 10� 14

�*�m���/�`�Q �8�X�j�, �_���/�B�Q�b �_ �U�F�K�V �v �K���b�� �J �UM � �V �T���`�� �2�b�i�`�2�H�H���b �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i��

�+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �+�H�€�b�B�+�Q �/�2 �L�2�r�i�Q�M

�6�B�;�m�`�� �8�X�8�, �J���b���m(r ) �2�b�i�`�2�H�H�� �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr �T���`�� �2�b�+���H�� �/�2 �p���H�Q�`�2�b

�/�2 �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0) �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �+�H�€�b�B�+�Q �/�2 �L�2�r�i�Q�M�X



�8�X�R�X �J�P�.�1�G�P �*�G�•�a�A�*�P �L�1�q�h�P�L�A���L�P �9�k

�6�B�;�m�`�� �8�X�e�, �S�`�2�b�B�¦�M�p(r ) �2�b�i�`�2�H�H�� �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr �T���`�� �2�b�+���H�� �/�2

�p���H�Q�`�2�b �/�2 �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0) �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �+�H�€�b�B�+�Q �/�2 �L�2�r�i�Q�M�X

�S���`�� �2�H �+���b�Q �/�2 �`�û�;�B�K�2�M �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b �m�i�B�H�B�x���/�Q�b �b�Q�M �/�2 �M�9�K�2�`�Q �T�`�Q�H�B�i�`�¦�T�B�+�Q
 = 1 �- �+�Q�M�b�@

�i���M�i�2 �/�2 ���/�B�K�2�M�b�B�Q�M���H�B�/���/� 0 = 5 ;346� 1038 kg
s2 km �v �T�`�2�b�B�Q�M�2�b �+�2�M�i�`���H�2�b �/�2�H �Q�`�/�2�M �/�2p(0) � 1037�-

�b�Q�#�`�2 �2�b�i�Q�b �p���H�Q�`�2�b �v �H�Q�b �/�2 �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �b�2 �`�2���H�B�x�� �2�H ���D�m�b�i�2 �+�Q�M �+�Q�M�b�i���M�i�2�bAR = 2 ;8663

�vANR = 2 ;4216�- �p���H�Q�`�2�b �+�Q�M �H�Q�b �+�m���H�2�b �Q�#�i�2�M�2�K�Q�b �H�Q�b �b�B�;�m�B�2�M�i�2�b �`�2�b�m�H�i���/�Q�b �,

P0 P0 R �U�F�K�VM (R) �UM � �V �S�`�2�b�B�¦�M �H�Q�K�B�i�2 �UP(R)�V

5;346� 1036 1;0 � 10� 2 15;115 1;0430 1;6 � 10� 13

1;069� 1037 2;0 � 10� 2 13;867 1;1984 1;6 � 10� 14

1;604� 1037 3;0 � 10� 2 13;163 1;2897 2;1 � 10� 14

4;000� 1037 7;5 � 10� 2 11;645 1;4846 6;7 � 10� 14

5;346� 1037 1;0 � 10� 1 11;185 1;5401 6;8 � 10� 13

�*�m���/�`�Q �8�X�9�, �_���/�B�Q�b �_ �U�F�K�V �v �K���b�� �J �UM � �V �T���`�� �2�b�i�`�2�H�H���b �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b �`�û�;�B�K�2�M �K�B�t�i�Q ���D�m�b�i���/�Q

�+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �L�2�r�i�Q�M�B���M�Q



�8�X�R�X �J�P�.�1�G�P �*�G�•�a�A�*�P �L�1�q�h�P�L�A���L�P �9�j

�6�B�;�m�`�� �8�X�d�, �J���b���m(r ) �2�b�i�`�2�H�H�� �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr �T���`�� �2�b�+���H�� �/�2 �p���H�Q�`�2�b

�/�2 �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0) �2�M �`�û�;�B�K�2�M �K�B�t�i�Q ���D�m�b�i���/�Q �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �+�H�€�b�B�+�Q �/�2 �L�2�r�i�Q�M�X

�6�B�;�m�`�� �8�X�3�, �S�`�2�b�B�¦�M�p(r ) �2�b�i�`�2�H�H�� �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr �T���`�� �p���H�Q�`�2�b �/�2

�T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0) �2�M �`�û�;�B�K�2�M �K�B�t�i�Q ���D�m�b�i���/�Q �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �+�H�€�b�B�+�Q �/�2 �L�2�r�i�Q�M�X



�8�X�R�X �J�P�.�1�G�P �*�G�•�a�A�*�P �L�1�q�h�P�L�A���L�P �9�9

�*�Q�K�Q �b�2 �T�m�2�/�2 �2�p�B�/�2�M�+�B���` �2�M �H���b �i���#�H���b �v �;�`�€�}�+���b �T�`�2�p�B���b�- �b�2 �T�m�2�/�2 �+�Q�`�`�Q�#�Q�`���` �[�m�2 �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b

�/�2 �K���b���b �i�Q�i���H�2�b �/�2 �2�b�i�Q�b �+�m�2�`�T�Q�b �2�M �M�B�M�;�9�M �`�û�;�B�K�2�M �T�`�2�b�2�M�i���M �+�Q�M�b�i���M�+�B�� �2�M �b�m �p���H�Q�`�- �T�2�b�2 �� �T�`�2�@

�b�2�M�i���`�b�2 �K���v�Q�` �b�B�K�B�H�B�i�m�/ �2�M �2�H �+���b�Q �K�B�t�i�Q ���D�m�b�i���/�Q�- ���/�2�K�€�b �/�2 �2�H�H�Q�- �b�2 �T�m�2�/�2 �M�Q�i���` �[�m�2 �+�Q�M�7�Q�`�K�2

���m�K�2�M�i�� �H�� �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H �B�M�B�+�B���H �/�2�H �b�B�b�i�2�K���- �+�Q�K�B�2�M�x�� �m�M�� ���+�m�K�m�H���+�B�¦�M �[�m�2 �b�m�T�2�`�� �H�Q�b �H�Q�K�B�i�2�b

�2�b�i���#�H�2�+�B�/�Q�b �T�Q�`�*�?���M�/� �̀��b�2�F���`�- �H�Q �+�m���H �2�b �2�b�T�2�`���#�H�2�- �+�Q�M�b�B�/�2�`���M�/�Q �[�m�2 �b�2 �2�p���H�m�¦ �T���`�� ���K�#�Q�b �`�2�;�Q�@

�K�2�M�2�b �+�Q�M �m�M�� �2�+�m���+�B�¦�M �+�H�€�b�B�+���- �T�Q�` �i���M�i�Q �2�H ���T�Q�`�i�2 �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �2�M �2�H �+���b�Q �K�B�t�i�Q �2�b �2�H �[�m�2 �/�Q�K�B�M��

�2�b�i�2 ���m�K�2�M�i�Q �/�2 �K���b���b �7�m�2�`�� �/�2 �H���b �K�2�/�B�+�B�Q�M�2�b�- �K�B�b�K�� �`���x�¦�M �T�Q�` �H�� �+�m���H �M�Q �b�2 �i�`���#���D�Q �2�b�i�� �2�+�m���+�B�¦�M

�T���`�� �2�H �+���b�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �T�m�`�Q�- �b�B�2�M�/�Q �B�M�+�Q�M�b�2�+�m�2�M�i�2 ���H �i�B�T�Q �/�2 �K�Q�/�2�H�Q�X

�G�Q �[�m�2 �b�B �2�b �T�Q�b�B�#�H�2 �2�p�B�/�2�M�+�B���` �2�M �H�Q�b �+���b�Q�b �/�2 �2�b�i�m�/�B�Q �2�b �H�� �+�Q�M�b�B�/�2�`���#�H�2 �/�B�b�K�B�M�m�+�B�¦�M �/�2 �H�Q�b

�`���/�B�Q�b �}�M���H�2�b �/�2 �2�b�i�Q�b �+�m�2�`�T�Q�b �b�B�2�M�/�Q �/�2�H �Q�`�/�2�M �/�2�H2 % �+�Q�M �`�2�b�T�2�+�i�Q ���H �/�2 �H���b �2�M���M���b �#�H���M�+���b�- �T���`��

�K���b���b �K�m�v �b�B�K�B�H���`�2�b�- �H�Q �[�m�2 �2�b �+�Q�M�b�2�+�m�2�M�i�2 �+�Q�M �H���b �Q�#�b�2�`�p���+�B�Q�M�2�b �/�2 �H���b ���H�i���b �/�2�M�b�B�/���/�2�b �/�2 �H���b

�2�b�i�`�2�H�H���b �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b�X �1�M �i�û�`�K�B�M�Q�b �;�2�M�2�`���H�2�b �b�B�M �2�K�#���`�;�Q �M�Q �2�t�B�b�i�2�M �/�B�7�2�`�2�M�+�B���b �+�Q�M�b�B�/�2�`���#�H�2�b �2�M

�2�H �+�Q�K�T�Q�`�i���K�B�2�M�i�Q �/�2 �H���b �T�`�2�b�B�Q�M�2�b �v �/�B�b�i���M�+�B���b �`���/�B���H�2�b �2�M�i�`�2 ���K�#�Q�b �+�m�2�`�T�Q�b�X



�8�X�k�X �J�P�.�1�G�P �1�L �_�1�G���h�A�o�A�.���. �:�1�L�1�_���G �@�h�P�o �9�8

�8�X�k�X �J�Q�/�2�H�Q �2�M �_�2�H���i�B�p�B�/���/ �:�2�M�2�`���H �@�h�P�o

�S���`�� �T�`�2�+�B�b���` �K�2�D�Q�` �2�H �+�Q�K�T�Q�`�i���K�B�2�M�i�Q �`�2���H �/�2 �H���b �2�b�i�`�2�H�H���b �2�M �2�b�i�m�/�B�Q �U�1�M���M���b �"�H���M�+���b �v �1�b�i�`�2�@

�H�H���b �/�2 �L�2�m�i�`�Q�M�2�b�V�- �2�b �M�2�+�2�b���`�B�Q �+�Q�M�b�B�/�2�`���` �H���b �+�Q�`�`�2�+�+�B�Q�M�2�b �� �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �/�2 �M�2�r�i�Q�M �M���+�B�/���b �/�2�b�/�2

�H�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M �/�2 �H���b �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �/�2 �+���K�T�Q �/�2 �1�B�M�b�i�2�B�M �+�Q�K�Q �7�m�2 �?�2�+�?�Q �T�Q�` �h�Q�H�K���M�@�P�T�T�2�M�?�2�B�K�2�` �v

�o�Q�H�F�Q�p �v �[�m�2 �b�2 �`�2�p�B�b�¦ �2�M �2�H �+���T�Q�i�m�H�Q �U�k�V �b�2�+�+�B�¦�M �U�k�X�k�V�X

�1�M �2�b�i�� �b�2�+�+�B�¦�M �b�2 �`�2�T�H�B�+���M �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b �m�i�B�H�B�x���/�Q�b �2�M �H�� ���M�i�2�`�B�Q�`�- �v�� �[�m�2 �2�M �2�b�2�M�+�B�� �M�Q �+���K�#�B�� �2�H

�`�û�;�B�K�2�M �/�2 �2�b�i�m�/�B�Q�- �b�B�K�T�H�2�K�2�M�i�2 �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �[�m�2 �/�2�b�+�`�B�#�2 �H�� �b�B�i�m���+�B�¦�M �K�Q�/�2�H���M�/�Q �H���b �+�Q�`�`�2�+�+�B�Q�M�2�b

�M���+�B�/���b �/�2�b�/�2 �H�� �i�2�Q�`�Q�� �/�2 �`�2�H���i�B�p�B�/���/ �/�2 �1�B�M�b�i�2�B�M �v �/�2 �H�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M �/�2 �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �/�2 �+���K�T�Q�- �T�Q�`

�i���M�i�Q �b�2 �`�2�b�m�K�B�`�€�M �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b �m�i�B�H�B�x���/�Q�b �v �`�2�b�m�H�i���/�Q�b �Q�#�i�2�M�B�/�Q�b �2�M �+���/�� �m�M�Q �/�2 �H�Q�b �+�m�2�`�T�Q�b �/�2 �2�b�i�m�@

�/�B�Q�b �v �`�2�;�Q�K�2�M�2�b �+�Q�`�`�2�b�T�Q�M�/�B�2�M�i�2�b �T���`�� �b�m �T�Q�b�i�2�`�B�Q�` ���M�€�H�B�b�B�b�- �;�2�M�2�`���M�/�Q �m�M �+�Q�M�i�`���b�i�2 �/�2 �2�b�i�Q�b �+�Q�M

�H�Q�b �Q�#�i�2�M�B�/�Q�b �� �T���`�i�B�` �/�2�H �2�b�i�m�/�B�Q �T�`�2�p�B�Q �+�Q�M �2�+�m���+�B�Q�M�2�b �+�H�€�b�B�+���b�X

�8�X�k�X�R�X �1�M���M���b �"�H���M�+���b

�_�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i��

P0 P0 R �U�F�K�V �J �S�`�2�b�B�¦�M �H�Q�K�B�i�2 �UP(R)�V

2;65� 1023 1;065� 10� 16 13246;1 0;2003 9;811� 10� 30

2;65� 1024 1;065� 10� 15 10521;3 0;3996 1;124� 10� 28

2;65� 1025 1;065� 10� 14 8356;5 0;7970 4;032� 10� 28

�*�m���/�`�Q �8�X�8�, �_���/�B�Q�b �_ �U�F�K�V �v �K���b���b �J �UM � �V �T���`�� �2�M���M���b �#�H���M�+���b �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M

�K�Q�/�2�H�Q �2�M �`�2�H���i�B�p�B�/���/ �;�2�M�2�`���H �+�Q�M �2�+�m���+�B�¦�M �/�2�h�P�o
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�T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0) �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �2�M �`�2�H���i�B�p�B�/���/ �+�Q�M �2�+�m���+�B�¦�M �/�2�h�P�o�X

�6�B�;�m�`�� �8�X�R�y�, �S�`�2�b�B�¦�M�p(r ) �U�2�b�i���M�/���`�B�x���/���V �2�M���M�� �#�H���M�+�� �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr �T���`��

�2�b�+���H�� �/�2 �p���H�Q�`�2�b �/�2 �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0) �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �2�M �`�2�H���i�B�p�B�/���/ �+�Q�M
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�6�B�;�m�`�� �8�X�R�R�, �*�Q�M�i�`���b�i�2 �J���b���m(r ) �v �T�`�2�b�B�¦�M�p(r ) �2�M���M�� �#�H���M�+�� �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr

�T���`�� �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0) = 1 ;065� 10� 15 �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �2�M �`�2�H���i�B�p�B�/���/ �+�Q�M

�2�+�m���+�B�¦�M �/�2�h�P�o�X

�*�Q�K�Q �2�b �T�Q�b�B�#�H�2 �2�p�B�/�2�M�+�B���` �2�M �H���b �;�`�€�}�+���b �U�8�X�N�-�8�X�R�y�-�8�X�R�R�V �M�Q �2�t�B�b�i�2 �m�M�� �/�B�7�2�`�2�M�+�B�� �+�Q�M�b�B�/�2�`���#�H�2

�2�M�i�`�2 �H�Q�b �p���H�Q�`�2�b �`�2�;�B�b�i�`���/�Q�b �T�Q�` �H�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M �/�2�H �b�B�b�i�2�K�� �+�Q�M �2�H �K�Q�/�2�H�Q �/�2 �2�+�m���+�B�¦�M �/�2�h�P�o �v �2�H

�/�2�L�2�r�i�Q�M�- �H�Q �+�m���H �2�b �2�b�T�2�`���#�H�2 �i�Q�K���M�/�Q �2�M �+�m�2�M�i�� �[�m�2 �2�b �K�Q�/�2�H�Q �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �v �H�Q�b ���T�Q�`�i�2�b �b�Q�M

�K�2�M�Q�`�2�b �2�M �2�b�i�2 �+���b�Q �T���`�� �H�Q�b �i�û�`�K�B�M�Q�b �+�Q�M �7���+�i�Q�`�2�b �/�2 �`�2�H���i�B�p�B�/���/ �;�2�M�2�`���H�X

�_�û�;�B�K�2�M �`�2�H���i�B�p�B�b�i��

P0 P0 R �U�F�K�V �J �S�`�2�b�B�¦�M �H�Q�K�B�i�2 �UP(R)�V

0;82� 1026 1;104� 10� 16 15302;8 1;2421 2;024� 10� 39

0;82� 1027 1;104� 10� 15 8604;6 1;2414 3;398� 10� 37

0;82� 1028 1;104� 10� 14 4838;0 1;2400 2;955� 10� 36

�*�m���/�`�Q �8�X�e�, �_���/�B�Q�b �_ �U�F�K�V �v �K���b���b �J �UM � �V �T���`�� �2�M���M���b �#�H���M�+���b �2�M �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M

�K�Q�/�2�H�Q �2�M �`�2�H���i�B�p�B�/���/ �;�2�M�2�`���H �+�Q�M �2�+�m���+�B�¦�M �/�2�h�P�o
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r �T���`�� �T�`�2�b�B�¦�M �+�2�M�i�`���H�p(0) = 1 ;104� 10� 15 �2�M �`�û�;�B�K�2�M �`�2�H���i�B�p�B�b�i�� �+�Q�M �K�Q�/�2�H�Q �2�M �`�2�H���i�B�p�B�/���/ �+�Q�M
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�� �/�B�7�2�`�2�M�+�B�� �/�2�H �`�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i���- �H���b �/�B�7�2�`�2�M�+�B���b �b�Q�M �#�€�b�B�+���K�2�M�i�2 �/�2�b�T�`�2�+�B���#�H�2�b�- �b�B�2�M�/�Q

�M�Q�i�Q�`�B�Q �b�¦�H�Q �m�M�� �/�B�b�K�B�M�m�+�B�¦�M �/�2�H �`���/�B�Q �}�M���H �/�2 �H�� �2�b�i�`�2�H�H�� �T���`�� �H�� �b�Q�H�m�+�B�¦�M �/�2 �H�� �2�+�m���+�B�¦�M �/�2�h�P�o

�+�Q�M �`�2�b�T�2�+�i�Q �� �b�m �+�Q�M�i�`�� �T���`�i�2 �+�Q�M �2�H �K�Q�/�2�H�Q�L�2�r�i�Q�M�B���M�Q�X

�8�X�k�X�k�X �1�b�i�`�2�H�H���b �/�2 �L�2�m�i�`�Q�M�2�b
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�_�û�;�B�K�2�M �M�Q �`�2�H���i�B�p�B�b�i��

P0 P0 R �U�F�K�V �J �S�`�2�b�B�¦�M �H�Q�K�B�i�2 �UP(R)�V

1;603� 1033 1 � 10� 7 32;986 0;0962 2;800� 10� 19

1;603� 1034 1 � 10� 6 25;991 0;1870 2;099� 10� 18

1;603� 1035 1 � 10� 5 20;244 0;3507 4;291� 10� 19

1;603� 1036 1 � 10� 4 15;362 0;6042 3;716� 10� 19

1;603� 1037 1 � 10� 3 11;091 0;8767 3;479� 10� 14
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�6�B�;�m�`�� �8�X�R�8�, �J���b���m(r ) �2�b�i�`�2�H�H�� �/�2 �M�2�m�i�`�Q�M�2�b �2�M �7�m�M�+�B�¦�M �/�2 �H�� �/�B�b�i���M�+�B�� �`���/�B���Hr �T���`�� �2�b�+���H�� �/�2
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