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Resumen

La motivacion para incorporar la constante cosmoldgica en el presente trabajo se debe a que ésta
es un ingrediente esencial del muy conocido modelo estandar de Cosmologia, denominado CDM,
el cual hasta ahora es el que mejor ha logrado explicar la transiciéon del proceso de expansion del
universo desde una fase en desaceleracion a otra acelerada, como también es el que mejor se ajusta
a la abundancia observada de helio (incluido Deuterio), hidrégeno y litio, asi como al por qué de
la existencia de un fondo césmico de microondas [[], lo cual es confirmado por la gran cantidad de

datos observacionales existentes[2].

Los efectos enunciados anteriormente son de escalas césmicas de Gigaparsecs, en la cual se
pueden evidenciar los efectos de , sin embargo, una de las razones para estudiar la inclusién de
la constante cosmolégica en estructuras pequeiias como estrellas de neutrones y enanas blancas
fue la evidencia encontrada del rol y efectos que ésta juega en la dérbitas y estabilidad de sistemas
acoplados (Orbita circular estable mas interna y mas externa) [3], los cuales son nimios comparados

con las estructuras donde habitualmente se estudian los efectos de

Dado que las ecuaciones de equilibrio para los diferentes tipo de estrella, en particular las de este
estudio dependen de la constante cosmoldgica, es de interés incluirla en un estudio dindamico que
permita conocer el comportamiento de sus soluciones considerando la imposibilidad actual de obte-
ner un resultado analitico para su solucién. Debido a la interaccién que tiene ésta con las variables
de las ecuaciones, era de esperar un efecto de contraposicién con la presion interna de la estrella,
generando una disminucion en los radios de ellas, sin embargo, los resultados obtenidos al solucionar
de manera numérica los sistemas se puede observar un efecto mas bien despreciable, salvo cuando

se utilizan valores considerablemente mayores con respecto al valor registrado experimentalmente.

g



Capitulo 1

Introduccion Estrellas Densas

Como se indica en [4] una parte importante de las estrellas son capaces de soportar los colapsos
gravitacionales generados por sus grandes masas debido a la presién que se genera en su interior por
medio de procesos de reaccién nuclear que, como plante6 Arthur Eddington [5] por primera vez en
1920, se debe a la fusién de nicleos de Hidrégeno y Helio, liberando en este proceso energia la cuél
se encarga de equilibrar las fuerzas gravitacionales presentes. Como es de esperar, estas reacciones
no se pueden mantener indefinidamente y el combustible nuclear (Helio e Hidrégeno principalmen-
te) al ser consumido casi en su totalidad vuelve virtualmente imposible, con la tasa de generacién
de energia disponible, soportar el inminente colapso generado la atracciéon gravitacional generado
por la propia masa de la estrella, decantando esto en dos posibles estados finales de existencia de

estos sistemas gravitacionales.

El primero de estos escenarios posibles es en el cual la gravedad se vuelve dominante llevando
inexorablemente a aquella estrella que supere aproximadamente las 2 masas solares (M ) a colap-
sar en un agujero negro, una estructura cuyo interior al horizonte de sucesos no tiene posibilidad

de enviar informacién hacia un observador exterior.

El segundo de estos posibles finales para una estrella en fase principal se da cuando la fuerza
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ejercida por gravedad es equilibrada desde el interior por presiéon generada a partir de procesos
no termonucleares, mas bien de cardcter cudntico, pudiendo en este camino finalizar su vida como
una enana blanca, o una estrella de neutrones, cuerpos estelares de altas densidades que presentan

particularidades que veremos a continuacién.

1.1. Enanas Blancas

Como se puede leer en el trabajo de Koester y Chanmugam [f] el estudio de las Enanas Blancas
tiene gran relevancia en las areas de la fisica relacionadas al universo, ya que estas contienen in-
formacion de sustancial que sirve para entender la evolucién individual de estrellas desde su origen
a su decadencia, en la historia de las galaxias, asi como la tasa de formacién de estrellas en ellas.
Esto entre otras cosas debido a que la vasta mayoria de las estrellas, incluido nuestro Sol, pasaran

la fase final de su existencia en forma de Enana Blanca [[].

La caracteristica principal que define el destino de una estrella ordinaria es su masa a lo largo
de su vida, ya que aquellas que han consumido su combustible termonuclear y que presentan masas
criticas del orden de M 6 8M (la cual pueden perder por diversos medios en su proceso de
enfriamiento), terminardn su vida como Enana Blanca, las cuales presentan masas méximas del
orden de Mmax 1;4M | con radios aproximados del orden terrestre y densidades por tanto cerca-
nas a 103kg cm 8. Estas diferencias entre la masas entre las fases principal y final es aprovechada
en la galaxia para la formacién de nuevos cuerpos celestes en ellas. Desde su nacimiento y durante
sus fases tempranas presentan altos valores de Luminosidad (L := 0000000 00000000 0000000 0OD
0000000), la cual perderén de forma gradual hasta volverse virtualmente invisibles a lo largo de un
periodo de 5 10 0III0000 OO0 OOOO. Son estos largos periodos de tiempo que demoran en perder su
luz, los que permiten al estudiarlas leer en ellas la informacién que contienen de las etapas primarias
de nuestra galaxia.

Como se plante6 previamente, en las Enanas Blancas dejaron de resistir la fuerza de la gravitacién
mediante presién generada por energia nuclear de fusiéon de ntcleos, y debido a sus densidades ex-

tremadamente altas los espacios que pueden ocupar los atomos generan degeneracién de electrones
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como consecuencia del principio de exclusién de Pauli. El peso de la estrella es soportado por lo
que se denomina presién de degeneracion electréonica, caracterizada por una determinada ecuacién
de estado que permitira evaluar las masas limites para este tipo de estrellas.

Otra caracteristica interesante de las Enanas Blancas es que se pueden encontrar algunas de ellas
como poseedoras de campos magnéticos. Se conocian hasta hace algunos afios cerca de 42 de estos
cuerpos con campos que oscilaban en rangos de 108 10°G [8], lo cual suma otra razén de estudio
al evidenciar en ellos los efectos de fuertes campos magnéticos que pueden ser observados en gran

detalle en todo el espectro, desde el Infrarrojo hasta el Ultravioleta.

Desde observaciones astronémicas de los espectros de luz emitidos de las atmosferas de las
Enanas Blancas se pudo encontrar un patrén de amplia variaciéon en los componentes principales
de estas a diferencias de otros grupos estelares que presentan espectrometrias similares entre ellos.
Se pueden encontrar estrellas que presentan lineas de hidrégeno, las cuales se visualizan extremada-
mente ensanchadas con respecto a las originales por causa de los poderosos campos gravitacionales
presentes en ellas. En algunas de estas enanas blancas es posible encontrar iinicamente lineas En
el espectro del helio neutro o simplemente lineas que se encuentran en los rangos de las bandas de
Swan para moléculas de Carbono niimero 2, se han visualizados otras cuyas lineas s6lo contienen

calcio, magnesio o hierro.

Como es de esperar por ser los componentes principales del universo, la mayoria de las Enanas
Blancas presentan en sus capas exteriores principalmente helio e hidrégeno, tal como lo muestra y
explica el porque de esta situacién D. Koester en su publicacién [9], se deberfa a que si se combinan
las influencias debidas a los campos tanto eléctricos como gravitacionales en las capas exteriores
de estas estrellas. Se genera separacion entre los elementos que presentas diversos pesos atémicos,
creando un efecto de lluvia de aquellos que son més pesados hacia el centro de la estrella y un
ascenso de los mas livianos en direcciéon del tope atmosférico. Estos procesos se presentan en inter-

valos de tiempos muy cortos contrastandolos con los tiempos estelares.

Por todas las razones previamente expuestas y debido a nuestra imposibilidad material para

recrear y/o simular con precisién en la tierra todas estas condiciones de la materia que se dan de
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forma natural en las Enanas Blancas, es por lo cual tras el desarrollo teérico de los marcos que
se cree rigen dichas condiciones, asi como su grado de predicciéon con respecto a la realidad, lo
cual puede ser confirmado por medio de la observacién astronémica de nuestros cuerpos celestes de
estudio, es que las Enanas Blancas se podrian considerar como enormes laboratorios fisicos extra-
terrestres en el aprendizaje de materias de altas densidades y extremas presiones. Esta es una de

las razones que motivan este trabajo.

A través de sus constantes observaciones del espacio el matematico y astréonomo 00 000000, las
cuales realiz6 durante los afios 1834 y 1844, se percaté de desviaciones en el transito de la estrella
Sirius, la cudl presentaba oscilaciones aparentes en su recorrido por el firmamento, lo cual sélo
lograba ser explicado y posteriormente confirmado, por la presencia de una estrella comparfiera, la
cual pasé a llamarse Sirius B. La deteccién tuvo lugar en el ano 1861 de forma visual gracias al
telescopio americano armado por el fabricante de telescopios y astrénomo [OJ O0000O, con lo cual
fue viable determinar por primera vez su orbita. Afios después, cerca del ano 1910, el astrénomo L.
Boss, quien construy6 uno de los primeros catalogos de compilacién de estrellas, fue capaz de hacer
una de las primeras estimaciones de la masa de esta Enana Blanca en un valor de 0;94M |, la que
lamentablemente, pero sin perdida del valor de esas mediciones, fue nuevamente determinada en

1978 aumentando a 1;053M

Utilizando técnicas de espectrometria astronémica fue posible estimar su temperatura efectiva
atmosférica en alrededor de 8000K, valor que junto a los valores conocidos de su luminosidad hizo
posible las primeras estimaciones de su radio y por consiguiente de su densidad, la cual se considera
alrededor de 50kg cm 3. Estos valores que, pese a estar por debajo de futuras estimaciones, para
la época y lo que se conocfa en aquellos momentos, era en palabras del mismo Eddington (1926)
un absurdo, sin embargo gracias a las nuevas tecnologias en observacién y mejores calculos, ha
permitido estimar su temperatura superficial en aproximadamente 27000K y a partir de ello, una

densidad de 3 10%kg cm 3.

Como se ha comentado previamente, las Enanas Blancas no fueron capaces de soportar la fuer-

za gravitacionales generada por su propia masa, generando un primer colapso que la lleva a su
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estructura actual. En este escenario se producen densidades extremadamente altas que dan lugar a
materia en un estado llamado degeneracion de electrones, se considera que la composiciéon interior
debido a este estado es de carbono puro, bajo este régimen se puede calcular la distancia tipica
rc entre los nicleos del carbono (010100000 000 07 00 00000000 00 OO0 DOI0O0 00000 OO O0ODOOO OO
00 1;54 10 °m 0 00 0000 00 0010000 0000000 1;2 10 1°m) a partir de la formula, %ncr3 =1,
donde n¢ es la densidad de numero de las particulas pesadas para este caso. El valor obtenido
previamente es aproximadamente re = 1;2 10 °cm, lo cual es muchisimo menor al radio de Bohr
(5;3 10 °cm,i0 0000 00 00000 0000 10 000000000 00000000 00000 O0 OOOI00 OO0 00 00 00000 0 00
000000 0i000000 00 000000 0O00) incluso para iones de carbono que cuentan con tan sélo con un
electrén.

Bajo este régimen sélo puede mantenerse en la Enana Blanca la materia por la falta de espacio en
ella no permite orbitas ligadas y deberia presentarse completamente como presién ionizada (1000000
000 00000000 00O D000 0000000000 000 00 [00). En este mismo contexto se presenta una distancia
media entre los electrones del orden de re  6;4 10 lcm, valor que es considerablemente menor
que la longitud de onda térmica de Broglie para los electrones inclusive para la temperaturas ex-
tremadamente altas (T > 10°K), lo cual vuelve imposible hacer una descripcién adecuada de las
condiciones termodindmicas de la materia, lo que vuelve imprescindible el uso de mecanica cuantica
para tener un panorama de mayor realismo frente a esta situacién. Al utilizar la caracteristica de
la obediencia de los electrones a la estadistica de Fermi-Dirac es posible explicar el porqué y el
cémo la Enana Blanca es capaz de soportar la gravedad completamente gracias a la presién de
degeneracion de electrones, este régimen que no necesita de reacciones termonucleares para man-
tener la masa de la estrella puede incluso seguir su trabajo a temperatura cero, lo cual explica
la razén del enfriamiento de estas en el tiempo, gracias a esta iltima caracteristica las Enanas
Blancas en este estado estable se vuelven nuevamente un laboratorio espacial para el estudio de

configuraciones a temperatura cero, acrecentando la necesidad del estudio de estos cuerpos estelares.
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1.2. Estrellas de Neutrones

Como resume muy bien el libro de Haensel [[L(] las estrellas de neutrones son cuerpos estelares,
remanentes de estrellas que finalizaron su fase principal, y por ende ya no cuentan con energia
termonuclear que consumir para contrarrestar la atraccion gravitacional de su propio peso y evitan
el colapso gravitacional mediante la presion de degeneracién de neutrones, por lo cual la materia
que contienen en su interior se encuentran en densidades que estdn apenas por encima de la que
tiene un niicleo atémico, del orden medio de 7 10%g cm % ~ (2 3) ( (00OO00OOO0 OO0
10 00000000 0000000 000000 o = 2;8  10%*g com 3). Si bien sus masas en términos generales
no difieren mucho de las que presentan las Enanas blancas, del orden de 1;4M , presentan una
caracteristica particular en lo que refiere a sus radios, los cuales son aproximadamente de apenas
unos 10 km, haciendo de estos cuerpos celestes las estrellas mas compactas conocidas en el universo,
presentando energias gravitacionales similares a Egray ~ 0;2M ¢ y una aceleracién gravitacional
superficial aproximada deg 2 10%cm s 2.

Un hecho interesante es la diferencia de afios entre las primeras predicciones de las Estrellas de
Neutrones y su primer avistamiento. En primera instancia, en el afio 1932 Lev Landau [11], de
forma independiente a Chrandrasekhar, aunque un tiempo después, logré estimar la masa méxima
de un Enana Blanca con bastante precisiéon. Sin embargo aquella publicacién contenia una segunda
parte bastante interesante, en ella Landau especulaba la existencia de cuerpos estelares que po-
drian existir de manera estable con densidades cercanas a las del nicleo atomico, siendo aiin mas

compactas que las Enanas Blancas estudiadas en su investigacion.

Pese a esta especulacién de Landau, la prediccién tedrica que hoy en dia sentd las bases de
nuestro conocimiento y estudio de las Estrellas de Neutrones, fue realizado por W. Baade y F.
Zwicky [IL2], quienes hasta el afio 1933 estuvieron estudiando diversas observaciones de explosiones
de supernovas y en ellas encontraron que de ellas se liberaba una cantidad colosal de energia que ini-
cialmente no tenia una explicacién clara, para la cual ellos propusieron, de sus propias palabras, lo
siguiente: 000 00000 000 00000000 OO0 0DOODBOD 0000000 00000 0boboooon 0oo 0 Doboobooo dobooooooo
(0 (0DOOIoIOO DO00o 0Booouot booooooooo O 0000000t 0o 0o0ooo0oon 0o 0o 000 fobooo bOoomoo bobootoo oo
00000000 0D 0000ooooo DoooodoobOoolD Dooooooom. Sobre este proceso de transiciéon entre estrellas,

especularon una posible razon, que consideraba que en la corteza externa de una estrella ordinaria
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se producen los neutrones, que debido a su masa generan una suerte de lluvia desde la superficie
en direccién radial hacia el centro de ésta, bajo la premisa que la presion de luz es practicamente

cero sobre los neutrones.

Dentro de los campos de investigaciéon principales en torno a las estrellas de neutrones, se
encuentra uno de sus ingredientes fundamentales que particularmente tuvo un auge de estudio
previo a la segunda guerra mundial, éste es conocer la ecuacion de estado que describe a la materia
presente en nuestro objeto de estudio, la cual se encuentra a densidades irreplicables en nuestro
planeta. El desarrollo de la teoria que permite la obtencién de la ecuacién de estado buscada
considera el hecho de que las estrellas de neutrones, por estabilidad de los neutrones (00 00000 00
00 0000000000 OOooooo 00 00 OO0ino 0o00dotoo booOo00booo 00 boooooooo 0hoobooooo 0bo biob Ooooo
00 00000000 00 00 O000000) estén compuestas ademds por protones y electrones, estos tltimos
necesarios para mantener la nulidad de carga de las estrellas de neutrones. Estos fermiones se
encuentran en estado degenerado para poder mantener la estabilidad de la estrella con respecto
al colapso gravitacional, siendo esto la razén de que sea viable considerar que la materia en estos
cuerpos estelares se pueda considerar sin mayores problemas a temperatura T = 0K sin presentar
grandes desviaciones de del estado real, ademés de entregar gran informaciéon del comportamiento

de ellas.

Hubo ideas poco afortunadas como la de Landau [[13] y Gamow [14], quienes de forma indepen-
diente propusieron que existia la posibilidad de que practicamente cualquier estrella regular podria
contener un nucleo que no difiere de la concepcién que se tenia de lo que es una estrella de neutro-
nes. Claramente esta idea, que buscaba explicar las cantidades de energia estelar, fue descartada

conforme avanzaron los estudios.

Es a partir de el punto que se vera ahora que el entendimiento de las estrellas de neutrones
comienza un camino de crecimiento, esto gracias al trabajo de Tolman[l5], y Oppenheimer con
Volkoff [16], quienes a partir de la ecuacién de campo de Einstein [17] fueron capaces de derivar,
gracias a la simetria esférica de los cuerpos de estudio, una ecuaciéon de equilibrio hidrostatico para
las estrellas de neutrones en el marco de las relatividad general. En esta ecuacién se reflejan las
caracteristicas fundamentales que se presentan en estas estrellas, tales como su densidad variable,

el aporte de su energia en reposo y por supuesto los efectos surgidos a partir de la relatividad ge-
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neral, todos ellos de gran importancia debido al régimen en el cual mantienen su estabilidad (00000

0000000000 00 00000 000 0000000 0o [0 0000000 Do0o0oo).

Con la poderosa herramienta que fue esta ecuacién Oppenheimer y Volkoff y considerando la
estrella de neutrones como compuesta inicamente de un gas de neutrones fuertemente degenerados
no interactuantes, se generé un modelo simple de para la ecuacion de estado, el cual resolvieron de
forma numérica obteniendo una respuesta para uno de los problemas més importantes: el limite de
masas de estrellas de neutrones, las cuales, segiin sus resultados, para modelos estables y estaticos,
presentan masas méximas (0000 00 000000000 0O0000000000D) del orden de Mgnmax ~ 0;71M | que
en la literatura se suele encontrar como el limite de Oppenheimer Volkoff. Claramente este valor
gener6 grandes preocupaciones en los investigadores ya que se encontraba bastante por debajo
del limite encontrado por Chrandrasekhar para las enanas blancas, el cual como recordamos es
del orden de Mggmax ~ 1;44M . Tras realizar las evidentes revisiones de sus procedimientos,
premisas y resultados, sin poder evidenciar fuentes de errores, concluyeron de forma pesimista
000000 0oobo boo 000Dooo IOmo boooboo 0 0;7M 0000 0O00C OO0 000 00000, Afortunadamente
en esta ocasion se encontraban errados. Gracias al arduo trabajo de observacién realizado anos
después, que combinaron técnicas precisas de medicién de estrellas de neutrones, junto a evidencias
astrofisicas directas que entregaron datos de la fuerte interaccién repulsiva en la materia de estos
cuerpos, que se encuentran a densidades supranucleares, se calculé este limite en el rango de

(1;25 1;44)M | lo cual es mucho mas cercano al limite establecido por Chrandrasekhar.

Lamentablemente durante el periodo de la segunda guerra mundial los avances en estos campos
de estudio se detuvieron en base al contexto histérico que se vivia, particularmente hasta cerca de
1960 las estrellas de neutrones fueron tratadas nada mas que como el fruto de la imaginacién de de
algunos fisicos tedricos, sin encontrar ninguna evidencia real de sus existencia, mermando los avances
en su estudio y el desarrollo de su entendimiento. Sin embargo, hubo un grupo de cientificos que
se embarco en la btisqueda visual de ellas, lo que permitié que tras su descubrimiento los trabajos
en torno a ellas fueran llamativos de investigar, dando luces del comportamiento interno de estos
cuerpos de altas densidades hasta el dia de hoy, con observaciones de sus efectos estelares y uno de

las motivaciones presente en este trabajo.
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1.3. Constante Cosmolégica A

En el transcurso del afio 1917 A. Einstein estudia y genera sus primeros modelos sobre el universo

basandose en la teoria general de la relatividad, cuyas ecuaciones de campo pueden escribirse como

G R %Rg = E;(:TGT : (1.3.1)
En esta época, previa a los descubrimientos de Hubble, Einsten pensaba que el universo era estatico,
con distribucién uniforme de materia y con curvatura espacial positiva (esfericamente cerrado), para
el cual con las ecuaciénes () no daban una solucién de este tipo. Fue asi que tuvo la idea de
introducir una constante que permitiera obtener soluciones estaticas y que fuera compatible con la
exigencia de que el miembro izquierdo de la ecuacién () tuviera una derivada covariante nula.

Con esto la ecuacién ([l.3.1]) tomo la forma mas general dada por

G g = 8(;—4GT ; (1.3.2)
donde el término  paso a ser conocido como OOONIOOID ODO0DOOICDIOO. Para la ecuacién anterior
cuando hay ausencia del factor de energia-momento T = 0, lo cual corresponde al caso de un es-
pacio sin materia, tenemos la solucion G = ¢ , donde el término derecho puede ser interpretado

como un tensor de energia-momento correspondiente al vacio, y dado por

cA
T = — : 1.3.3
g c ¢ (1.3.3)
En términos generales, tanto la materia como la radiacién pueden pueden ser descritos como fluidos
caracterizados a través de su densidad de energia (00000000 00 O000000) y presion. Es asi que nuestro

tensor de energia-momento del vacio T  puede ser parametrizado mediante la 000001000 00 0000000

000 DOoooo y la 00000000 000 OCOIOO p , las cuales corresponden a

=—>0 (134)
p = <0 (1.3.5)
Si consideramos el universo estatico planteado por Einstein, mediante las ecuaciones de Friedman

con la inclusién de la constante cosmolégica, obtenemos los siguientes términos en funcion de la

presion y densidad de materia pm, wm y la presion y densidad de energia de vacio p y
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respectivamente, como

a2+ c2R,? 8 G

¢ a2 0 - 3 ( M + ) (136)
a 4 G 1
2 = 2 Gmrp)+ril(m+ ) (1.3.7)

Si consideramos que la mayoria de la materia en nuestro universo (a tiempo presente) no es de

caracter relativista, y que puede describirse muy bien por una presién nula, ppy = 0, junto con que

p = 2, tenemos

a 4G 1 ,

- = —_— =+ + — + C

a 2 (pm +p ) 3( M )
4 G 5 1 2

= —_— ct+ = + C

@ 3( M )
4 G

Ya que inicialmente buscamos estudiar el universo estdtico propuesto, tenemos la restriccién a = 0,
y de esa manera obtenemos de la ecuacién anterior, junto a la ecuacién ()7 el resultado
— — C2 .
MZ2 TrG
Considerando ahora la segunda condicién de universo estatico, asociada a la velocidad de expansién

nula @ = 0, implica que el factor de escala a del universo se mantiene constante a = ag = 1, de

modo que reemplazando los valores obtenidos anteriormente para n en () obtenemos

2
c 8 G
R§ 3
8 G
= —3
3
2
C
8 G—
8 G
donde se considera el pardmetro de curvatura Gaussiana = 1 representa un universo esférico.
De esa manera obtenemos que el radio de curvatura del universo es Rg = 172 1o cual entrega

directamente una relaciéon entre la densidad de materia del universo y la cantidad de materia en
él contenida. Esta identidad de la constante cosmoldgica con el tiempo fue reinterpretada como

como la densidad de energia del espacio vacio, lo que hoy en dia vislumbra una explicaciéon desde
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conceptos de mecanica cuantica, que en algunas ocasiones se relaciona o asocia con la idea de energia
oscura.

En el afio 1931, posterior a la confirmaciéon de E. Hubble de la expansién del Universo, Einstein
decide abandonar su idea de la utilizacién de la constante cosmoldgica, que en sus propias palabras
fue 0000 0000000 0000DDO0 o 00 O0OO ODODOD de su carrera. Sin embargo, en las décadas posteriores
la constante cosmolédgica fue discutida tanto desde el punto tedrico como observacional, dado que
su presencia permitia una descripcién méas adecuada de la formacion de estructuras, asi como de
evaluaciones de la edad del universo en consonancia con las observaciones. A finales de la década
de los 90, se pudo evidenciar el corrimiento al rojo observando supernovas lejanas descubriéndose
asi la expansién acelerada del universo, hecho que en la busqueda de una explicacién implicaria
un efecto repulsivo del vacio, lo que vino a cimentar el hecho de que era parte integral de las
ecuaciones de campo de Einstein. Mediciones del fondo césmico de microondas permiten estimar el

valor =1;1056 10 “46km? para esta cosntante.
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T'BK2 ' Q /2 2HHQb- 2b mMQ /2 T bQ YUQIQ/B2N2 + OMOA@BEQ-i2H2 +m “iQ Q°/
+QKQ b2 Tm2/2RRV 2M b2;mMM/Q mMM KGiQ/Q /2 T bQ p "B #H2 HH K /Q "a U
/2i HH /Qb +QMiBMm +B!MX

9IXRX mM;2@Emii

aB #B2M bQM mM 7 KBHB /2 KGiQ/Qb Bi2" iBpQb ;2Ma B+Qb /2 T QtBK -
/B72°2M+B H2b Q' /BM "B b +QM p HQ 2b BMB+B H2b /2b ~QHH /Qb 2M iQ
HQb 7QbB+Qb v K i2K€iB+Qb J "iQM Emii v * "H _mM;2- MQb +2Mi> "2KQb
KEb +QMQ+B/Qb-0PmRQIR 28 mM;2@Emii /2 +MHiOMM2BIBM2 mM 2 Q" HC
/2 i"mM+ KB2MiQ (Ahf)@B2M/®H M+?Q }DQ 2M 2H [m2 b2 /2b ""QHH H Bi2
mM T Q#H2K /2 p HQyRp=BINtB'¥:B(th) Zbyo; t 2 [to;ty]- T QtBK KQb mM bQHmM+B!

1y



9XRX _IL:1@Elhh iR

MmKG BN 42 TmMiQb /Bbi'B#mB/Qb mMB7Q K2KZM#2% -mH /B0 18 HEQ
2Mi“2; HQb p HQTr2b B b TiMEMILD::::Ng- +QM p HQ I BMB+RBbH #H2+B/Qb
/2H bB:mB2Mi2 K M2"

parai = f1;2;:::;Ngrepetir
Ki = hf(ti ;!0 1)
Kz = hf(t 1+g;!i 1+%)
Kz = hf(t 1+g;!i 1+%)
Ks = hf(tj 1+ h;! 1+ Ky)
i o= 1 1+é(K1+2K2+2K3+ K4) U9IXRXRV

/2 2bi K M2  Q#i2M2KQb HQb TmMiQb /2 ToQtBK!4kB{NMIHR® Bm H2b b2
M HBx M 2bmHi /QbXu [m22M Mm2bi'Q + bQ i2M2KQb mM bBbi2K T ° H
b2 2tT'2b "€ /2 H bB:mB2Mi2 K M2' +QM +@QMOBMBEMQabvEME+HB-H2b T °
/QM/2 2bi2 9HIBKQ p HQ b2 b2H2++BQM "€ +QMbB/2° M/Q HQb “2:QK2M?2
2bim/B " H b 2+m +BQM2b TQHBi !TB+ b /2 2bi /Q- /2K€b +QKQ b2 /2b+Q]
HQb +m2 TQb +2H2bi2b- 2H T bQ }DQ [m2/ T 22bi #H2+B/Q bBM +QMbB/2
bQH K2Mi2 bm i K ¢Q- DmMiQ 2biQ b2 ;2M2° mM +QM/B+R!MR2 7°QMi2"
b2 2H T'BK2 Q [m2 pRK TG+ +ZpM2 pRHIP2 HH K "2KR® /2 H 2bif QMWHH Q

+mMR) 2bH b iQi H/2 H 2bi2RIHRKQb 2MiQM+2b Mm2bi ' Q bBbi2K +QKQ
8
< Mqr)

pd(r)

f(rnM;p)
g(r;M;p)

U9XRXkV



9XkX JUhP.P .1"IGA_a*>@ahP1_ ik

2H +m H b2 T QtBK K2/B Mi2 _mM;2@Emii 9 +QKQ

para i = f1;2;:::g mientras p(ri) > O repetir

Ki = hf(ti ;' 15 1)

Hi = hg(ti ;i 150 1)

Kz = hf(ti1+g;!i1+%;|1+%)
Hz = hg(ti 1+gi'| 1+ %; [ 1+%)
Ks = hf(til+g;||1+%;|l+%)
Hs = hg(ti 1+g;'| 1+ K22, i 1+%)
Ks = hf(ti 1+ 0!y 1+ K3z, i 1+ Ha)
Hs = hi(ti 1+h!y 1+ Kg i 1+ Hg)

1
iy = 1+ é(K1+2K2+2K3+K4)

1 .
i = i1t 6(H1+2H2+2H3+H4) U9IXRXjV

/22bi 7Q K b2 Q#iB2M2H T 'QtBK +B'M M2+2b "B T M HBx ' 2H +QK
2M 2bim/BQX

9XkX JOiQ/Q /2 "mHB b+?@aiQ2"

/B72°2M+B /2H K0iQ/Q Mi2 BQ'h 2Mi2 8 2 +in 2 B2bxQH+mH # M H b T°
+BQM2b /2H p HQ /2 H b 7mM+BQM2b /2H bBbi2K /2 2+m +BQM2b /B72 2M
+QKB2MxXxQ /2H H;Q BiKQ-T 2H + by 2T AR Q@2P@aTQ2BHQ +QM7Q K2 p
2H T°Q+2/BKB2MiQ- HQ +m H 2b /2 7mM/ K2Mi H BKTQ i M+B 2M 2H 2bim.
2M HQb +m H2b b2 T 2b2Mi 2M +Q iQb T2 'BQ/Qb /2 iB2KTQ ;" M TQ'i2 /2
2bim/BQ-T Hm2:Q 2bi T b b2 T €+iB+ K2Mi2 B "2H2p Mi2 TQ  /BbKB

2bi2 iBTQ /2 bBbi2K b b2 H2b HH K 2+m +BQM2b "Q;B/ b- HQ +m H 2b Mm
/QKBM Mi2 2M HQb b2+iQ 2b BMi2 "MQb /2 H b 2bi'2HH b- MQ bQ 2M H b xQ
KB2MiQ pB2M2 "2:B/QTQ H K b /2 0bi b- bQ 2bi2 KGiQ/Q T 2b2Mi mM
/2 7TmM+BQM KB2MiQX 1bi2 2b mM T2 72++BQM KB2MiQ /2H KaiQ/Q /2 Tml



9XkX JUhP.P .1"IGA_a*>@ahP1_ i

M2 X

1M T BK2' BMbi M+B - 2H T'BM+BTBQ 7mM/ K2Mi H/2i'€b /2 2bi2 H:;Q BiK
MM BMi2 p HQ /2H KTHBIinT/JE K+ H]- 2M 2H +m H b2 "2 HBx 2H T'Q+2bQ /2 B
MmKG B+ /2H bQHM+B!M b2 "2 HBx p "B b p2+2b T /BbiBMiQb T bQb- /
T BM/B+ 2H MOK2'Q /2 H BMi2;" +B!'M-T ° Q#i2M2 2Hp HQ  +Q "2+iQ
t+H v Q#i2M2 /2K€b H@b2MBRR2IQK2Mx M/Q /2b/2 2Hyp=Hy®t) BRIB+B H
n=H=h T bQbX

u [m22H M+?2Q /2 2biQb T bQb p /BbKBMmvV2M/Q- +QMbB/2> KQb H b T
yt+H) T ° +/ p2x K vQ ™+ MiB/ / /2 TmMiQb2Ak-2/tB B KIQ '@ H.QHB)::: -
T M+?2Qb +Q "2bhQWMB2MI2OQM H T QTB2/ / /thy R2EAB2Mi2 :::)-
H MQ+B|M /2i"€b /2 2bi B/2y@hb HW:MHT‘ [Im® b2 +QKQT2M/2h/2b 2H
2[mBp H2Mi2 /MR+BX[m2
1H/2i HH2 /2 2bi2 T'Q+2/BKB2MiQ 2b 2H bB;mB2M(2->th2 PQK>M:p HQ 2b /2+"
T 2biBK " HQb pyH®QH2IK22B Mi2 HQb!p BQ*+B/Qb + / i K ¢hi/2 T bQ

() S +/ i K¢Q/2H b®QH+mH KQb 2H p HQ/ BMiRim MBx mMp HQ  2biBK
2ti° TQH /Q +imTH h2=0- 2biQ T "iB  /2H Mi2'BQ p HQ  Wim H v HQb
T 2pB K2Mi2 Q#i2MB/QbX

(i) aBH /B72°2M+B 2Mi'2 2H +im Hp HQ 2biBK /Q Vv 2H Mi2'BQ  2b /2b"
+QMiBMm ° /BbKBMmMv2MiQr ZQ p iIHYIQ/D2 +QMbB/2° 2bi2 p HQ  +QKQ
T QtBK +BiMtFH)X aB b2/ 2H+ bQ/2[m2 Mm2bi® b2biBK +BQM2b MQ +
mM +Qi T 22bi #H2+B/ /2 /BbKB MmN-B\Q M2b/iB2 MKDDBH T Q+2/BKB2M
PQHP2KQb H-BMBHBQ/B72 2M+B [m2 2H BMi2 9X\WK 2/ 2+BMi2BXx+B'M L
[t+H=4] v b2 pm2Hp2 HT bQ Mi2'BQ X

(i) aBH +QMp2 ;2M+B /2H p HQ  2biBK /Q b2 T'2b2Mi Ty vigW T bQ BMi2
b2 "2 HBx mM Dmbi2 /2H bB;mB2Mi2 BMi2 p HQ /2 BMi2;  +B!M +QM
"2H iBp K2Mi2 +QMbi Mi2 H + MiB/ / /2 bm#BMi2 p HQbX 1M + bQ /2 i2l
b2 mK2Mi bmi K ¢Q TQ L2 MBpEIQL22V v 2M+ bQ /2b2 B;m H-b2 /BbKB
MM TQ+Q 2H BMi2 p HQ-O9BX mM 7 +iQ" /2



9XjX *PLh_ ahi1 j9

S "2 HBx "H BMi2;t vtBrjM BRMiI"2HBx HQ bBmBRAMVBZ-/HQMm#BMi2 p HQb
/12b2 /1Qb2M + / T bQ

8

h = %

p = y(t)

z; = Zo + hf (t;zo) U9IXKkXRV
§ Zivi =z 1+2hf(t+ih;z)) parai=1;:::;n 1

—_— 5(zn + zn 1+ hf(t+ H;zp))

+QM HQ +m H Q#i2M/ 2KQbTHQE Tmivm@BMi2 p HQ /2;BMH2:? bB'M

+m# B iQ/Q 2H " M;Q /2 p HQ 2b- [m2 2M Mm2bi*Q + bQ T 2b2Mi K2DQ  T°
M2KQb BMB+B HK2Mi2 mM * M:;Q }DQ /2 p HQ 2b /2 /Bbi M+B b /2b/2 2H +2
H +QM/B+B!M /2 7°QMi2° v TQ 2M/2 /2 /pRM+B !N /ZHVIHDQIBIXWQ2 H;Q@
"BiKQ 2b bm / Ti +B!M MQ bQHQ /2H T bQ 2M + / bm#BMi2'p HQ- bB MQ |
+QMbi Mi2K2Mi2 2H bB;mB2Mi2 TmMiQ /2 2p Hm +B|{M-v 2M + bQ /2 MQ +QI
K2/B Mi2 /I BbKBMm+B|M /2 2biQb BMi2 p HQbX

9XjX *QMi’ bi2

+QMiBMm +B!M b2 T 2b2Mi mM i #H /2 p HQ 2b Q#i2MB/Qb- /BbKBMmv
KQMBKQ /2 i° # DQ-/2 K#Qb H;Q BiKQb-bQHmM+BQM M/Q 2H bBbi2K 2M
/2 T°m2# - T 2H2;B  +QM +m H/2 2HHQb b2 i" # D "Q 2MH T QtBK +B!I
+QMH 2+m +B!M /2 hPo v T'BM+BT HK2Mi2 T~ 2H + bQ /2 BM®HmMbB!M /:
*QM HQb "2bmHi /Qb /2 2bi2 2tT2 ' BK2MiQ- b2 /2+B/B! i’ #B3 I24BVQ@bi2 mHi
H ;M M+B 2Mi0 KBMQbi2KTQ  H2b/2 T Q+2b KB2MiQ- HQb +m H2b bm
K2Mi2 +°2+2Mi /Qb /2#B/Q H b + * +i2°QbiB+ b T'QTB b /2H b 7TmM+BQN
/2 2+m +BQM2b v TQbB#H2b p HQ 2b /2 BM/2}MB+B!MX

*QKQ b2 Tm2/2 Q#b2 p ~ 2XRH QM W2 b2 /BbKBMmv2 2H i K ¢Q /2H T bQ
KBiB/Q HQb iB2KTQb /2 T'Q+2b KB2MEGHDMVH bMiBMEHB+ K2Mi2 8 p2+2|
iB2KTQb Q#i2MB/AQHQ+OM H 2b mMQ /2 HQb T'BM+BT H2b ;mK2MiQb T ° /
/2 2bi mMHiBK "miBM 2M H bQHmM+B!M /2H bBbi2K /2 2+m +BQM2b /B72";



9XjX *PLh_ ahi1 j8

-~

iB2KT@ 2bB!M HQKBil _ /BQ URKV
1c° 0;52 | 1,223 10 *¥ | 1;2432 | 8195000
10° 0;41 | 9465 10 * | 1;,2433 | 8194000
10 ' | 057 | 3;840 10 * | 1,2432 | 8195000
10 ' | 0,83 | 5787 10 ** | 1,2433 | 8194500
10 ' | 1,16 | 1;112 10 * | 1;2432 | 8194800
10 ' | 434 | 7;837 10 ¥ | 1;2433 | 8194900
1,86 | 1;409 10 3® | 1;2432 | 8194850
10 2 | 786 | 3;733 10 % | 1;2433| 8195000
10 2 | 747 | 2197 10 *' | 1;2432| 8194850
10 2 | 37,78 | 3;753 10 ** | 1,2433 | 8195000
10 % | 1436 | 1,329 10 ** | 1;2432 | 8194845
10 % | 7534 | 5,012 10 “* | 1;2433 | 8195000

| e

m|® m( M| M| M [ m|® |3

(2 I 2 T I IO B 2 I T S B RO
[EnY
o
N

*m /°Q 9XR, *QKT " iBp "miBM b _E@"a# DQ '0;BK2M /2 T'2bBQM2b 2bi2H
+2MiPyi 1027 K¢

Km s?

2biQ-H +QM/B+B!M /2 7°QMi2° - T 2b2Mi K “;2M2b R&MMXTKBRQRT2HH
Q' /2M /2 + bB 8 p2+2b- BMIB2MRZ @FMX2DQ " T QtBK +B!MT  H 7 QMi2" /
2M 2bim/BQ- +QKQ 2" /2 2bT2  “-/2#B/Q [m2H T 2bB!M +2Mi’ H +QKQ +Q
2M + / T QtBK +B!M- HQb p HQ 2b Q#i2MB/Qb /2 K b iQi Hv  /BQ }M H
T 2b2Mi M K vQ 2b /B72 2M+B b [m2 Tm2/ M b2 pB /2 :mK2MiQ T~ H /2
2bi b "miBM b /2 bQHmM+B!MX



* TQimHQ 8

MEHBbBDbD /2 2bmHi /Qb

1M 2H bB;mB2Mi2 + TQimHQ M HBx "2KQb HQb "2bmHi /Qb Q#i2MB/Qb 21
KQ/2HQbv2+m +BQM2b 2MmMM+B / b2M HQb + TQimHQb T ' 2pBQb-2M HQb
Hb+ "  +i2°QbiB+ b TTBM+BT H2b /2 H b 2bi’2HH b # DQ HQb 272+iQb /2 K
+QMbi Mi2 +QbKQH];B+ X

8XRX JQ/2HQ *HELB+Q L2riQMB MQ

1b BKTQ i Mi2 +QK2Mx ~ M HBx M/Q HQb “2bmHi /Qb [m2 b2 Q#iB2M2M T
i2M2° 2M +m2Mi HQb 272+iQb "2H iBpBbi b [m2 bm ;2M /2H 2bim/BQ /2 H 2
RY¥- TQ i MiQ BMB+B HK2Mi2 i # D "2KQb +QM 2H bBbi2KjX2¥8m +BQM?2
UXyXe2M T BK2  BMbi M+B - miBHBXx M/Q 2H bBbi2K T mM; b /272 KB /:
TQHBi !EB=3 +Q "2bTQM/B2Mi2 H + bQ /2 KQK XM i Qu.df Q[ ir22HmiilBp-Bmx M/ Q
H 2+m +B!M /2 KX2¥B®MMUp HQ 2b 2M 2bi2 ° M;Q- Q#i2M2KQb HQb bB;mB?2
T 2bBQM2b +2Mi" H2po/2HPRI2M+I@QM p HQ /2 +QMbi Mi2 /2 /BK2MbBQM H
H T 2bB!M Vv /2MbB/ / /2,212;3880 W¥ % v K b bQW =1;989 10¥kg- b2
iB2M2M HQb bB;mB2Mi2b p8BM@ 2b 2M H i #H U

je



8XRX JP.1GP *GeaA*P L1ghPLA LP jd

Po Po R UFKV J S 2bB!M HQR)B/|2 U
2,65 107 | 1;107 10 4 | 48367 | 1;2432 2,386 10 %
2,65 107 | 1;107 10 5 | 860%1 | 1;2432 1,731 10 ¥
2:65 10 | 1;173 10 6 | 150759 | 1;2432 7,554 10 3

*m /°Q 8XR, _ /BQWV KUb MUV T > 2M M b #H M+ b 2M "0;BK2M MQ "2H il

Vi2ZM2KQb H b bB;mB2Mi2b ;"€}+ b /2 T'2bB{MV K b 2M 7mM+B|{M /2 H |/
/2 H 2bi  3P\RSUMK

6B;m° 8XR,J b 2M MIrBAMMZAZmM+B|M /2 H /Bhri M+¥+B2b+/Bl H2 p HQ 2b /2
T 2bBIM +Z0W+2M "0;BK2M MQ "2H iBpBbi +QM 2+m +B|M /2 +HE€EbB+ /2 L2r



8XRX JP.1GP *GeaA*P L1ghPLA LP i3

6B:m" 8Xk, S'2bB!M 204)\2 M HmMNWM+B'M /2 H /Blri M*BRb+/B H2 p HQ 2b /2
T 2bB!M + 0 i 2M “0;BK2M MQ "2H iBpBbi +QM 2+m +B!M /2 +HEbB+ /2 L2r

a2 Tm2/2 p2° +QKQ H T 2bB|M T '2b2Mi mM +QKTQ i KB2MiQ /2 /2+ 2+
+ TbbmT2'BQ 2b/2H 2M M #H M+ +QM MM T2M/B2Mi2 +2Mi° H K "+ [ -
/2i2M2° H K2/B+B{M /2 H b 7mM+BQM2b- b2 Tm2/2 MQi " [m2H Kb +mKm
/2#B/Q H “0;BK2M 2M 2H [m2 b2 2M+m2Mi° MH b T "iQ+mH b2M bm BMi2"B
K2HQ? +2 H T 2bB|/M +2Mi° H BMB+B H- bB2M/QH # D T 2bB/M BM+ T X
K b X
?Q° T mM "0;BK2M "2H iBpBbi +QM M8#32 T ZHB{BM 20 B2@ " H2b /2H Q
I2pp 107 K8 v +QMbi Mi2 /BK2MBRBGM 18! S - Q#i2MB2M/Q bQ HQb bB;mB

p HQ 2b v ;" €}+ b




8XRX JP.1GP *GeaA*P L1ghPLA LP iN

Po Po R UFKV J S'2bB!M HR)B/|2 U
0,824 10% | 1;173 10 6 | 150759 | 1;2432 7,554 10 3
0,824 10?7 | 1,107 10 %5 | 860%1 | 1;2432 1,731 10 ¥
0,873 102 | 1,107 10 4 | 48367 | 1;2432 2,386 10

*m /°Q 8Xk, _/BQb _UFKWIVKTO JAM M b #H M+ b 2M “0;BK2M "2H iBpBhbi
+HEDB+Q /2 L2riQM

6B:m> 8Xj,@(M) 2M M #H M+ 2M 7mM+B!M /2 H TBbhi2k+ B /2B HQ 2b /2
T 2bB!M +E 0 i2M{ 0;BK2M “2H iBpBbi +QM KQ/2HQ +HEDBB+Q /2 L2riQMX



8XRX JP.1GP *GeaA*P L1ghPLA LP 9y

6B:m° 8X9, AbBUM #H M+ 2M 7mM+B'M /2 H TBbipM+B 2b/® A 2bB'M
+2Mip@ 2M “0;BK2M “2H iBpBbi +QM KQ/2HQ +HEbBB+Q /2 L2riQMX

1H +QKTQ i KB2MiQ /2 H T 2bB!M 2b # bi Mi2 bBKBH ° H + bQ T 2pBQ L
KB2MiQ /2 0bi +QKQ b2 p2 B}+ 8X2&%KB bBMEPKH UQ b2 Tm2/2 MQi " [m2 bB #
*/BQb}M H2b/2H b2bi'2HH b 2M 2bi2 + bQ /B}2 2M # bi Mi2 +m M/Qp "B |
KbbiQi H2b /2 HQb /BbiBMiQb +m2 TQb 2M+m2Mi° mM bQMiQi T €+iB+
HHQKBi2 + H+mH /Q TQ  *?° M/  b2F? - 2biQ b2 Tm2/2 p2" 2tTHB+ /Q /24
> +B b H bQHM+B!M/2G M2 @1K/2M T TQHBIi!TQb/QM/2H K b MQ /:
2M2;Q T  2HBHEBR+QKQ b2 Tm2/2p2 2MH bQHM+B!M bB;mB2Mi?2

Moa B K 2 (i USXRXRV
4G( 1) 1) 1))

IQM/2 HQb p HQ12bQM +QMbi Mi2b MmMKO B+ b /2T2M/B2Mi2b /2H M9K2 Q 1

a2 2 HBx mM 2bim/BQ bBKBH ~[m22M2H + bQ /2 H b2M M b #H M+ b-T
2H i i KB2MiQ MmKG ' B+Q b2 2 HBx +QM 2H KQ/2HQ M2riQMB MQ 2M /Q|
KBtiQ Dmbi /QVX
1M 2H + bQ MQ "2HKiBpBhZ+QMHBXx KQb mM p HQ /2 MMKB=R VI QHBi |TB
+QMbi Mi2 /2 /BK2MBBQMOHBIM L - TQ  HQ +m H HQb p HQ 2b /2 T 2bB!I

+QKQ +QM/B+B!M BMB+B H /2H T Q#H2K /2 p HQ 2b BMP®B HED /2#2 b2



8XRX JP.1GP *GeaA*P L1ghPLA LP

9R

T K Mi2M2® 2H KQ/2HQ 2M HQb K€ ;2M2b /2H "0;BK2M +im H /2 2bim/BQ
MmKGO B+ b2 Q#iB2M2M HQb bB;mB2Mi2b ;" €}+Qb v "2bmHi /QbX

Po Po RUFKW(R) M V| S'2bB!M HRIR)B/|2 U
1,603 10% | 1 10 7 | 33166 0,0978 44178 10
1,603 10% | 1 10 & | 26,344 0;1951 52657 10 18
1,603 10°° | 1 10 5 | 20,926 0;3894 2:5853 10 V7
1,603 10% | 1 10 4 | 16,622 0;7769 4;2387 10 16
1,603 10% | 1 10 3 | 13,203 1;5500 14678 10 14
*m /°Q 8Xj, _ /IBQb _ UFKVMW/ K B J Bbi'2HH b /2 M2mi'QM2b 2M “0;BK2M MC

+QM KQ/2HQ +H€bB+Q /2 L2riQM

6B:m° 8X8mirh2bi 2HH /2 M2mi QM2b 2M 7mM+B¥MI/2 2 b/B i We+B H QIR tH

/2 T°2bB!'M H@MEMH 0;BK2M MQ "2H iBpBbhi

+QM KQ/2HQ +H€bB+Q /2 L2riQ



8XRX JP.1GP *GeaA*P L1ghPLA LP 9k

6B:m° 8Xe, PIbBIM2HH /2 M2mi"QM2b 2M 7mM+B'M M H 2B HMAB ° /B
p HQ 2b /2 T 2bBp®) 2MMid;BK2M MQ “2H iBpBbi +QM KQ/2HQ +HEbB+Q /2 L

S 2H+ bQ /2 0;BK2M “2H iBpBbi HQb p HQ 2b miBHBxX1/QHQMM 2 M9 K
i Mi2 /2 /BK2MbBQM5t885 /10 S0 v T 2bBQM2b +2Mi" H2#0j2 HIEF /2 M /2

bQ# 2 2biQb p HQ 2b v HQb /2 "0;BK2M MQ "2H iBpBbi B3 =2:868% 2H Dmb
VANR =2;4216- p HQ 2b +QM HQb +m H2b Q#i2M2KQb HQb bB;mB2Mi2b “2bmHi

Po Po RUFKW(R) M V| S'2bB!M HRQR)B|2 U
5,346 10% | 1,0 10 ? | 15115 1;0430 1,6 10 13
1,069 10°7 | 2,0 10 2 | 13867 1;1984 1,6 10
1,604 10°7 | 3,0 10 2 | 13163 1,2897 21 10 4
4,000 10 | 7,5 10 2 | 11,645 1;4846 6,7 10
5346 10°7 | 1,0 10 ' | 11,185 1,5401 6,8 10 13

*m /°Q 8X9, /BQb _ UFKWV X D J2bi'2HH b /2 M2mi QM2b “0;BK2M KBtiC
+QM KQ/2HQ L2riQMB MQ
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6B:m> 8Xdmirb2bi 2HH /2 M2mi QM2b 2M 7mM+B¥MI/2 2 b/B i We+B H QIR tH
/2 T°2bB'M H@MEMH 0;BK2M KBtiQ Dmbi /Q +QM KQ/2HQ +H€bB+Q /2 L2riQ|

6B;m" 8X3, PIbA|M2HH /2 M2mi'QM2b 2M 7mM+B!M T2 Hp/BRi M+ " /B
T 2bB!M + O i2M{ 0;BK2M KBtiQ Dmbi /Q +QM KQ/2HQ +HEDBB+Q /2 L2riQM)
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*QKQ b2 Tm2/2 2pB/2M+B ~2M H b i #H bv ;"€}+ b T 2pB b- b2 Tm2/2 +Q
/2K b biQi H2b /2 2biQb +m2 TQb 2M MBM;9M "a;BK2M T 2b2Mi M +QMbi N
b2Mi "b2 K vQ  bBKBHBim/ 2M 2H + bQ KBtiQ Dmbi /Q- /2K€b /2 2HHQ- b2
mK2Mi H T 2bB!M +2Mi° H BMB+B H /2H bBbi2K - +QKB2Mx mM +mKmt}
2bi #H2+B/QDMQ b2-FHQ +m H 2b 2bT2" #H2- +QMbB/2° M/Q [m2 b2 2p Hm!
K2M2b +QM mM 2+m +B!M +H€bB+ - TQ i MiQ 2H TQ'i2 "2H iBpBbi 2M 2t
2bi2 MK2MiQ /2K b b7m2° /2H bK2/B+BQM2b- KBbK > x!MTQ H +m H M
T  2H+ bQ "2H iBpBbi Tm Q- bB2M/Q BM+QMb2+m2Mi2 HiBTQ /2 KQ/2H

GQ [m2 bB 2b TQbB#H2 2pB/2M+B ~ 2M HQb + bQb /2 2bim/BQ 2b H +Ql
“ /BQb }M H2b /2 2biQb +m2 TQb BRB2MIR /2HTRYDPM FRH2 H b 2M M b #H M+
KbbKmvbBKBH “2b- HQ [m2 2b +QMb2+m2Mi2 +QM H b Q#b2'p +BQM2b
2bi2HH b /2 M2mi'QM2bX 1M i KBMQb ;2M2" H2b bBM 2K# “;Q MQ 2tBbi2
2H +QKTQ i KB2MiQ /2 H b T'2bBQM2b v /Bbi M+B b " /B H2b 2Mi 2 K#Qb +
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8XkX JQ/2HQ 2M _2H iBpB/ /:2M2  H @hPo

S T 2+Bb "K2DQ 2H +QKTQ'i KB2MiQ "2 H/2 H b 2bi"2HH b 2M 2bim/B
HH b /2 L2mi QM2bV- 2b M2+2b "BQ +QMbB/2° " H b +Q "2++BQM2b H 2+
H bQHM+B!M /2 H b 2+m +BQM2b /2 + KTQ /2 1BMbi2BM +QKQ 7m2 22+2Q
OQHFQpP v [m2 b2 "2pBb! kM BRI+ BXWXOHQ U
1M 2bi b2++B!M b2 "2THB+ M HQb p HQ 2b miBHBx /Qb 2M H Mi2 'BQ - v
“0:BK2M /2 2bim/BQ- bBKTH2K2Mi2 H 2+m +B!M [m2 /2b+ 'B#2 H bBim +B!
M +B/ b /2b/2 H i2Q°Q /2 “2H iBpB/ / /2 1BMbi2BM v /2 H bQHmM+B!M /2 H
i MiQ b2 "2bmKB €M HQb p HQ 2b miBHBx /Qb v "2bmHi /Qb Q#i2MB/Qb 2M -
/IBQb v "2;QK2M2b +Q "2bTQM/B2Mi2b T~ bm TQbi2'BQ" M€HBbBb- ;2M2"
HQb Q#i2MB/Qb T “iB  /2H 2bim/BQ T 2pBQ +QM 2+m +BQM2b +HEbB+ bX

8XkXRX 1M M b "H M+ b

_0;BK2M MQ “2H iBpBbi

Po Po R UFKV J S 2bB!M HRIR)B/|2 U
2,65 107 | 1,065 10 6 | 132461 | 0,2003 9,811 10 ¥
2,65 10°4 | 1,065 10 5 | 105213 | 0;3996 1,124 10 28
2,65 10°%° | 1,065 10 4 | 83565 | 0;7970 4,032 10 28

*m /°Q 8X8, _/BQb _ UFKVM W T B J2M M b #H M+ b 2M "0;BK2M MQ "2H iE
KQ/2HQ 2M “2H iBpB/ /;2M2° thPQM 2+m +B'M /2



8XkX JP.1GP 1L _1G hAoA. .:1L1_ G @hPo 9e

6B;m> 8XNmMIbH2M M #H M+ 2M 7mM+B!M /2 H TBbhi2b+B /2B HQ 2b /2
T 2bB!M +EO)i2M{ 0:BK2M MQ "2H iBpBbi +QM KQ/2HQ 2M TROXBpB/ / +QM

6B;m° 8XRy, SfRKBMM/ "BX 2M M #H M+ 2M 7mM+B|M /2 HT/Bbi M+B
2b+ H /2 p HQ 2b /2 T DOBPWM +2VMBKEAHM MQ "2H iBpBbi +QM KQ/2HQ 2M "2
2+m +B |IMP/X



8XkX JP.1GP 1L _1G hAoA. .:1L1_ G @hPo 9d

6B;m" 8XRR, *QMim@j2vITb2bgtM2M M #H M+ 2M 7mM+B|{M /2 H /Bbi M+B
T T 2bB!M p@)MWi1;065 10 1> 2M "0;BK2M MQ "2H iBpBbi +QM KQ/2HQ 2M "2
2+m +B|IMP/dX

*QKQ 2b TQbB#H2 2pB/2M+B 8X2M BIXIR BME RtBBi2 mM /B72 2M+B +QMbE
2Mi*2 HQb p HQ 2b “2;Bbi” /Qb TQ  H bQHM+B!M /2H bBbHPK v+AHV 2H KQ/
/2L2riQMQ +m H 2b 2bT2 #H2 iQK M/Q 2M +m2Mi [m2 2b KQ/2HQ MQ "2H
K2MQ 2b 2M 2bi2 + bQ T~ HQb iG°'KBMQb +QM 7 +iQ 2b /2 "2H iBpB/ / ;2M:

_0;BK2M "2H iBpBbi

Po Po R UFKV J S'2bB!M HRIR)Bj2 U
082 10%° | 1,104 10 16 | 153028 | 1;2421 2:024 10 ¥
0,82 107 | 1,104 10 5 | 86046 | 1;2414 3,398 10 ¥
082 10 | 1,104 10 4 | 48380 | 1;2400 2:955 10 %

*m /°Q 8Xe, _/BQb _ UFKVM W HE B J2M M b #H M+ b 2M "0;BK2M MQ "2H iE
KQ/2HQ 2M “2H iBpB/ / ;2M2° HhPQM 2+m +B!M /2
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6B;m" 8XRkm@)R2M M #H M+ 2M 7mM+B!M /2 H TBb2M+B V2B HQ 2b /2
T 2bB!M +EO)i2M{ G:BK2M “2H iBpBbi +QM KQ/2HQ 2M “2KPiBEpB/ / +QM 2+m

6B;m" 8XRj, BipEHhliMM/ "B* 2M M #H M+ 2M 7mM+B|M /2rHT /BBbMHB °~ /B F
/2 p HQ 2b /2 T 2bB(@Y 2@Md;BK2M "2H iBpBbi +QM KQ/2HQ 2M "2H iBpB/ /
h P oX



8XkX JP.1GP 1L _1G hAoA. .:1L1_ G @hPo 9N

6B;m" 8XR9, *QMi nm@ig W T 2bB{M2M M #H M+ 2M 7mM+B|M /2 H /Bbi M+
rT > T 2bB!M p@M1;H04 10 *®® 2M "0;BK2M "2H iBpBbi +QM KQ/2HQ 2M "2H
2+m +B|IMP/dX

/B72°2M+B /2H "0;BK2M MQ '2H iBpBbi - H b /B72°2M+B b bQM #€bB+
MQiQ BQ b!HQ mM /BbKBMm+B!M /2H " /BQ }M H /2 H 2bi 2HHOT ° H bQl
+QM "2bT2+iQ bm +QMi> T  iR2¥ QQWBKHM® /2HQ

8XkXkX 1bi'2HH b /2 L2mi QM2b

_2bmHi /Qb /2 bQHM+B!M MMKP8F 22mi*BIM b2/2 M2mi QM2b 2M HQb /
"2;QK2M2b /2 2bim/BQ



8XkX JP.1GP 1L _1G hAOoA. .:1L1_ G @hPo 8y
_0;BK2M MQ "2H iBpBbi
Po Po R UFKV J S 2bB!M HRIR)B/ 2 U

1,603 10% |1 10 7 | 32986 | 0,0962 2,800 10 1°

1,603 10°%4 | 1 10 ® | 25991 | 0;1870 2,099 10 18

1,603 10°5 | 1 10 5 | 20,244 | 0;3507 4,291 10 1

1,603 10% | 1 10 4 | 15362 | 0;6042 3,716 10 1°

1,603 107 | 1 10 % | 11,091 | 0;8767 3479 10

*m /°Q 8Xd, _ /IBQb _

6B;m"

h P oX

8XR8mE)b2bi 2HH
p HQ 2b /2 T 2bB{(® 2AMii;BK2M MQ “2H iBpBhbi

UFKWVYX ™ J2bi ' 2HH b /2 M2mi'QM2b 2M "0;BK2M M
+QM KQ/2HQ 2M "2H iBpB/ / ;2M2hPo+QM 2+m +B|/M /2

/12 M2mi"QM2b 2M 7mM+BIM M H 2BtbHMAB =~ /B

+QM KQ/2HQ 2M “2H iBpB/
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