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Resumen

La existencia de un exceso de positrones en los rayos cosmicos provenientes
del centro galdctico fue reportado por PAMELA en el rango de energias 10-100
GeV, para posteriormente ser confirmado por Fermi-LAT y extendido el rango de
energia a 200 GeV. Recientemente se ha vuelto a confirmar con mayor precision
por AMS. La interpretacién de este fenémeno como aniquilaciéon de materia oscura
parece ser muy convincente. El hecho que la aniquilacién dependa de la velocidad
de dispersion de las particulas motiva la existencia del mecanismo ensanchamiento
de Sommerfeld, que ademés explica que el efecto relevante se lleva a cabo durante
el tiempo presente. Derivamos potenciales no relativistas para materia oscura
fermionica, para luego postularlos como interaccion de materia oscura, sea pesada
y liviana, calculamos el factor de ensanchamiento, para luego estudiar su efecto

en la densidad de reliquia térmica de materia oscura.

VII



Abstract

The existence of an excess of positrons in the cosmic rays from the galactic
center was reported by PAMELA in the energy range 10-100 GeV, subsequently
be confirmed by Fermi-LAT and extended the energy range to 200 GeV. Recently
it has been confirmed again with greater precision by AMS. The interpretation of
this phenomenon as an annihilation of dark matter seems to be very convincing.
The fact that the annihilation depends on the speed of dispersion of the particles
motivates the existence of the mechanism Sommerfeld enhancement, which also
explains that the relevant effect is carried out during the present time. We derive
non-relativistic potentials for fermionic dark matter, then postulate them as dark
matter interaction, be heavy and light, we calculate the enhancement factor, to

then study its effect on the thermal relic density of dark matter.
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Capitulo 1

Introduccion

Las observaciones astronémicas indican que existe mas materia de la que puede
ser asociada con la parte luminosa de galaxias. Este problema abre una puerta
hacia una fisica mas alld del modelo estandar [I]-[4], la materia oscura.

Dentro de las motivaciones en el estudio la de materia oscura se encuentra
la amplia evidencia de ésta: desde las curvas de rotacion de galaxias, los lentes
gravitacionales como también a la observacién, mediante distintos detectores sa-
telitales, de fenémenos provenientes del centro galactico de: 1) radiacién gamma
de alta energia que no puede ser atribuida a explosiones de supernova o a co-
lisiones de rayos césmicos [5], 2) el exceso de pares electrén-positrén en rayos
cosmicos que supera lo esperado [6]-[9], y 3) la observacién de una componente
de radiacion de microondas no atribuibles a los diferentes mecanismos conocidos
[10].

Una explicacion natural al origen de este fenémeno (aunque no definitiva)
es que béasicamente ocurre una gran produccién de pares electron-positron en el
centro galactico [I1], los cuales pueden ser atribuidos a la aniquilacién de materia
oscura [12]-[14] a través de procesos que van mas alla del modelo esténdar [111, [17].

Datos obtenidos de detectores de rayos césmicos PAMELA, ATIC requiere
la presencia de WIMP con masas M ~ 500 — 800 GeV que se aniquilen para
finalmente exista una produccién de leptones. Por ello se hace necesario una

busqueda de nuevas fuerzas, de largo alcance, en el sector oscuro que permita un
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incremento en la aniquilaciéon de materia oscura. Si la materia oscura se aniquila
en el portador de la fuerza, ademaés siendo liviano, éste puede decaer a leptones,
a través de algtin acoplamiento con el modelo estandar.

Una consecuencia de la introduccién de una nueva fuerza es que la seccion efi-
caz de aniquilacion sea aumentada de un modo consistente con las observaciones.
Un mecanismo ha sido propuesto por Arkani-Hamed y otros [18]-[21] y es con-
secuencia del llamado ensanchamiento de Sommerfeld (S), donde la densidad de
probabilidad de la funciéon de onda en x = 0 es ensanchada debido a la presencia
de un potencial [22].

Como la materia oscura es esencialmente no baridnica e interactia a bajas
energias, se puede observar analogias con fisica nuclear, que pueden ser validas al
menos como teorias efectivas [23]. En este contexto potenciales fenomenolégicos
de fisica nuclear podrian ser tutiles en la descripcién dinamica de materia oscura
fria.

Por otro lado, aiin no se conoce el tipo de particula que domina la materia
oscura y cuales son los mecanismos de produccién o aniquilacién de ellas.

Actualmente sabemos que los neutrinos (presente en su mayor parte como
neutrinos del fondo césmicos (CNB) tienen masa [24], 25], sin embargo ésta es
muy pequena y muy restringida por datos astrofisicos [26, 27], por lo tanto se
puede considerar el CNB como una pequena proporcion de la materia oscura, los
cuales estando en su mayoria a bajas energias, los vuelve muy dificil de detectar
[28]-[30].

En este trabajo se estudia el mecanismo de ensanchamiento de Sommerfeld
para materia oscura fria, estudiando potenciales no relativistas en el contexto de
mecanica cuantica, calculamos los factores de ensanchamiento y estados ligados

para cada caso, esta seccion esta basada en los articulos:

= D. Carcamo, A. Riveros and J. Gamboa, Analogies between nuclear physics
and Dark Matter, Mod.Phys.Lett. A 29, 39 (2014), 1450209 [arXiv:1411.1309
[hep-ph] [31].

'En ingles: cosmic neutrino background.
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s D. Carcamo, J. Gamboa and M. Pino, Higgs Model Coupled to Dark Pho-
tons, Mod.Phys.Lett. A 30, 07 (2015), 1550030 [arXiv:1409.3590 [hep-ph)]
[32].

También estudiamos el scattering de neutrinos del CNB, explorando una po-
sible interaccién sujeta a los requerimientos: i) una interaccién de contacto y ii)
se ve las posibilidades sean repulsiva o atractiva. Si la interaccién es atractiva, se

estudia la posibilidad de estados ligados, esta seccion esta basada en el articulo:

= D. Carcamo, J. Gamboa, F. Méndez, A. Das and A. Polychronakos, Cosmic
Four-Fermion Neutrino Secret Interactions, Enhancement and Total Cross

Section, Phys. Rev. D 91, 065028 (2015) [arXiv:1410.8089 [hep-ph]] [33].

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma: Se comienza con una mo-
tivacion, indicando las mediciones relevantes que justifican la introduccion de un
nuevo mecanismo de aniquilacion de materia oscura. Después se hace un repaso de
conceptos de reliquia térmica y teoria de scattering. Posteriormente se hace una
derivacién de potenciales no relativistas y estudiamos el ensanchamiento de Som-
merfeld de algunos potenciales aplicado a materia oscura fermiénica. Finalmente
se muestra un método que restringe el ensanchamiento de Sommerfeld mediante

la densidad de reliquia.
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Deteccion indirecta de materia

oscura

Los experimentos que buscan detectar materia oscura estan dirigidos béasica-
mente hacia cualquiera de los tres mecanismos diferentes: 1) Deteccién directa:
Experimentos de scattering, tales como XenonlT, LUX, y PandaX intentan de-
tectar un intercambio de momentum entre particulas del modelo estandar (Xenon
nuclei) y materia oscura. 2) Deteccién indirecta: Detectores satelitales que buscan
detectar materia oscura indirectamente examinando rayos gamma o rayos cosmi-
cos de alta energia que tengan un origen desconocido, tales rayos podrian ser
causa de procesos de materia oscura, particularmente aniquilacién. 3) La produc-
cién de materia oscura podria ocurrir en experimentos de colisionador, tales como
LHC. Siempre que se produzca materia oscura en un colisionador, se esperaria ver
un defecto de energia, ya que la materia oscura habra dejado el colisionador sin
interactuar. La energia y el momentum faltante se pueden usar para determinar
la masa de la particula de materia oscura producida.

Un esquema grafico de los diferentes mecanismos se muestra en la Fig. 2.1}

Este trabajo esta motivado por ciertos experimentos de deteccién indirecta, es
por esto que nos detendremos para explicarlos. Basicamente son detectores sate-
litales de rayos gamma y rayos césmicos que encuentran seniales, provenientes del

centro galdctico, que no son atribuibles a fenémenos conocidos. Los experimentos
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X X X SM SM X
SM SM X SM SM X
1) Deteccién directa 2) Deteccién indirecta 3) Produccién

Figura 2.1: Diferentes mecanismos de deteccién de materia oscura.

son:

PAMELA (The Payload for Antimatter Matter Exploration and Light-nuclei
Astrophysics)

Es un detector de rayos césmicos, que puede detectar particulas y antiparticu-
las, hasta energias del orden TeV, mediante un campo magnético interno. Se ha
reportado una fraccién de concentracién de positrones, en el rango de energia
10-100 GeV, en rayos césmicos interactuando con el medio interestelar [6], muy
por sobre lo esperado en modelos de composicién de rayos césmicos [34, [35]. La
fig. muestra la fraccion de positrones medida (en puntos) sobre los modelos
esperados (curva continua). Una posible explicacién para este fenémeno es la ani-
quilacién de materia oscura en pares e™, e”, pero esto requiere una seccién eficaz
grande.

ATIC (The Advance Thin Ionization Calorimenter)

Es un detector de rayos coésmicos que estudia electrones y positrones hasta
energias del orden TeV . Los electrones en general pierden rdpidamente energia
a través de radiacién de sincrotron y procesos Compton inverso, decayendo en
intensidad rapidamente. Se ha reportado un exceso de electrones a energias ~
300 — 800 GeV [7]. La fig. muestra la intensidad (flujo por la energfa) de
electrones en funcion de la energia, se observa el rango de energia en que electrones
son mas energéticos de lo esperado. Lo cual podria ser un objeto astrofisico que
acelere electrones a aquellas energias o que estos electrones surjan mediante la
aniquilaciéon de materia oscura.

AMS (Alpha Magnetic Spectrometer)
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También detector satelital de rayos cosmicos ha medido recientemente la frac-
cién de positrones basado en recoleccién de alrededor de 6 x 108 eventos con una
precisién mucho mayor a los experimentos anteriores [9].

EGRET (Energetic Gamma Ray Experiment Telescope)

Detector de rayos gamma altamente energéticos. Mide radiacién provenien-
tes de distintas direcciones de la galaxia. Ejemplo de fuentes conocidas de rayos
gamma son Supernova, Pulsares, Quasar, etc. En particular, mediciones de rayos
gamma provenientes desde el centro galactico muestra una radiacién de origen
desconocido en un rango de energias de 10 — 50 GeV [5]. La Fig. muestra el
nimero de detecciones de rayos gamma en direcciones latitud y longitud del sis-
tema coordenado galactico en el rango de energia GeV. Una explicacién seria que
los rayos gamma surgen de scattering Compton inverso de electrones y positrones
de alta energfa y la radiacién de microondas (CMB). A su vez estos electrones
pueden surgir mediante la aniquilacién de materia oscura, o que la aniquilacion

de materia oscura pueda producir directamente rayos gamma.

400 |- sowd

300 [

200 - ]

Number of Gamma Rays
Number of Gamma Rays

80 60 40 20 0 20 40 60 80

Galactic Latitude, degrees. Galactic Longitude, degrees

Figura 2.3: Experimento EGRET.
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WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe)

En el estudio de emisién de microondas, se encuentra una fuerte componente
desde el centro galdctico no asociada a los otros mecanismos conocidos [I0]: tales
como emisién free-free (o radiacién de frenado o Bremsstrahlung), emisién de
sincrotrén, emisién polvo estelar y por tltimo el fondo de microondas CMB. La
fig. muestra ésta componente de microondas (es decir: se restan las otras
componentes mencionadas del total de microondas observadas) en el rango de
energia 2 — 5 GeV.

Esta fuente de radiacién extra podria ser explicada como radiacién de sin-
crotron de electrones y positrones altamente energético surgidos de aniquilacion

de materia oscura en el centro galactico [36].

Figura 2.4: WMAP Haze: Componente de microondas de origen desconocido.

INTEGRAL

La senal de fotones de 511 keV de energia, proveniente desde el centro galacti-
co, encontrada hace 40 anos fue confirmada por el satélite INTEGRAL en 2002.
La aniquilacién de pares e™,e™ no-relativistas es la idea mas aceptada. Existen
ideas recientes para explicar la abundancia de estos pares ejemplo que surjan
directamente de la aniquilicién de materia oscura liviana, o también de de ani-
quilacién de materia oscura excitada, y que la diferencia de energia lleve a esta
emision [I1], este tema va mas alld de este trabajo.

Una posible explicacion de la combinacion de estos experimentos se encuentra
en teorfas mas all4 del modelo estdndar, y es que la abundancia de los pares e™, e~
se debe a la aniquilaciéon de materia oscura.

Dentro del marco de bisqueda de materia oscura, un ingrediente muy intere-
sante es la presencia de un bosén mediador, el cual puede ser escalar, pseudoes-

calar o vector, de una nueva fuerza para la interaccién de materia oscura. Esto
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debido a que puede modificar la seccién eficaz de aniquilacién de particulas de
materia oscura, ensanchandola, mediante el mecanismo llamado ensanchamiento
de Sommerfeld y por otro lado se abre la posibilidad del decaimiento de materia
oscura a este bosén mediador, el cual siendo mas liviano puede ser estable.

Si ademéds consideramos un acoplamiento de este mediador con el modelo
estandar, muy pequeno, éste puede decaer a particulas del modelo estandar. Con-
cretando de esta forma la explicacion a los experimentos anteriormente senalados.

En la actualidad, se han propuesto distintos modelos que acoplan particulas de
materia oscura con modelo estandar. Si es vector (X*), éste puede interactuar con
bosones de gauge del modelo estandar mediante el acoplamiento kF),, (X)F(A)",
llamado kinetic mixing. Si es escalar (¢), éste puede comunicarse con el Higgs del
modelo estandar mediante el acoplamiento \,.¢?h?, llamado acoplamiento portal.
En cualquier caso el valor de x debe ser muy pequeno en comparacién a algin

acoplamiento similar del modelo estandar.
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Universo temprano

El objetivo mas importante de la cosmologia en la actualidad es la determi-
nacion del valor y la composicién de la densidad de energfa del universo [1]-[4].
Ha sido evidente durante décadas que la componente dominante es “oscura’, es
decir, no esta en formas, como estrellas o gas, que absorben y emiten radiacion
electromagnética.

En las ultimas décadas, con el advenimiento de una teoria precisa de la nu-
cleosintesis (BBN) de los elementos ligeros, se ha vuelto cada vez més claro que
la mayoria de esta densidad de energia oscura no es bariénica [2]. En las tltimas
dos decadas, se ha argumentado que la mayor componente de esta densidad de
energia puede no estar en forma de materia, sino en una densidad de energia de
vacio o campo escalar omnipresente. Aunque esta “energia oscura’puede ser la
componente mayoritaria en la evolucion del universo, los argumentos a favor de
una fuerte participaciéon minoritaria por parte de la materia oscura no bariénica
también se han fortalecido. La identidad de esta componente sigue siendo una

interrogante sin resolver.

3.1. Definiciones basicas

Cuando se estudia la evolucién del Universo, se debe definir pardametros claves,

los cuales se enumeran a continuacion:
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= La constante de Hubble Hj describe la expansion del UniverS(ﬂ. Dos objetos
en cualquier parte en el Universo se mueven lejos del otro con una velocidad

proporcional a su distancia, ésta es la llamada ley de Hubble:

a km
Hy=-=674 .
L " sMpc

(3.1)

Generalmente, es mas cémodo trabajar en funcion de un parametro adi-

mensional, de este modo, se define

100k

sMpc

h (3.2)

= La constante cosmoldgica A, describe la mayor parte del contenido de energia
del Universo,

Qa (3.3)

= El contenido de materia del Universo, el cual cambia en el tiempo, esta

definido en funcién de la densidad de masa p,, y la densidad critica p,.

0, =" q =" (3.4)
Pe Pe
Si se estudia el universo temprano, se necesita considerar la suma de con-

tenido de materia relativista o radiaciéon €2, y materia no-relativista €2,,.

Actualmente, podemos separar el contenido bariénico E| (), de materia no-

relativista del Universo. El contenido restante de materia es materia oscura

Q

X

O = %, Oy = O — Q. (3.5)

En complemento, debemos definir la densidad critica p., es la densidad de

la materia en el Universo necesaria para detener la expansion del mismo en un

ILa constante de Hubble es el valor actual del pardmetro de Hubble, el cual depende del
tiempo del Universo.

2Este contenido de materia estd presente principalmente en forma de dtomos y moléculas
constituyendo estrellas, planetas y otros objetos astrofisicos.
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tiempo infinito. Esta se puede estimar clasicamente, mediante la velocidad de

escape vUes. de una particula de masa m en un campo gravitacional

3
2 4mr3 %nr
MUgs, o GmM _ Gm 3 Pc _ 6Mp, Pe (3 6)
2 - r - Vesc - Vesc ’ :
Hy Hy

donde se utiliza la ley de Hubble, la masa de Planck Mp, = \/S—lwa y ademas

47r3

ocupamos la densidad de una esfera M = =%

pe - Despejando v, y usando

nuevamente la ley de Hubble

3 HO)OC 3

(HOT)?) = Vegse = T,
Sz,

del cual obtenemos la densidad critica
pe = 3Mp, H. (3.7)

De acuerdo a reportes de materia oscura[L6] 2, A% = 0,1198, los cuales también
reportan Hy = 67,8%, con lo cual obtenemos €2, = 0,26. Y ademds podemos

calcular la densidad critica p, ~ 4,9 x 1075 GeV /em3.

3.2. Expansién del Universo

El Universo siempre ha estado expandiéndose desde el Big Bang. La expansion
puede ser descrita por el factor de escala césmica a(t), el cual describe como la
distancia entre puntos en reposo con respecto al otro evoluciona en el tiempo
debido a la expansion del Universo. De este modo se define el pardametro de
Hubble

H(t) = @. (3.8)

A tiempos tempranos, el universo era homogéneo e isotropico, asi la métrica

es Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).

dr?
1—kr?

ds? — gudatds” = —dt* + a(t)2 ( + 7r2d? + r?sin? 9d¢2> , (3.9)
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donde g, es la métrica FLRW, £ es 0,1 o -1, para un espacio Euclideo, esférico
e hiperbodlico respectivamente.

La materia en un universo asi se asemeja a un fluido perfectdﬂ, y se puede
modelar como tal. Incluso hoy, esta sigue siendo una aproximacién valida para
calculos a escala cosmolégica. El tensor energia y momentum de un fluido perfecto

es

T;w = (p + p)uuuu + PYuv; (310)

donde u* es la velocidad del fluido.

Para el caso k = 0, la métrica FLRW se puede escribir como
ds® = g datde” = —dt* + a(t)® (da® + dy* + dz?) (3.11)
entonces el tensor métrico estd dado por
G = diag(—1, a?(t),a*(t), a*(t)). (3.12)
En el sistema de referencia del fluido u* = (1,0), entonces tenemos

T = diag(p, p, p, p)- (3.13)

La conservacién del tensor energfa y momentum (9,7%° = 0) da la ecuacién

de continuidad de p para un Universo en expansion.
p+3H(p+p) =0. (3.14)

La evidencia que se tiene actualmente indica que los cuatro constituyentes
principales del universo son: energia oscura representada por la constante cos-

moldgica, materia oscura, radiacion, neutrinos y bariones. La ecuacion de estado

3Fluido de viscosidad nula, incompresible y deformable cuando es sometido a tensiones
cortantes por muy pequenas que éstas sean.
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para estas cantidades es una ecuacion del tipo
p = wp, (3.15)

donde w = —1,1/3,1/3,0 para la energia oscura, radiacién, neutrinos y bariones

respectivamente.

3.3. Entropia

De la primera ley de la termodinamica tenemos para un sistema
U(S,V,N) =TS —pV + uN, (3.16)

donde U es la energia interna, V el volumen, T la temperatura, p la presion,
N ntumero de particulas, y p potencial quimico del sistema. Donde S, V, N son

cantidades extensivasﬁ, mientras que 7', P, i son cantidades intensivas.

La densidad de entropia s = S/V

s — p+p— Xipin
— = :

(3.17)

donde la suma es sobre cada particula ¢ presente en el sistema.

Para determinar el cambio en la entropia en el tiempo consideramos la segunda
ley de la termodinamica. La cual basicamente establece que un sistema, en un
estado en equilibrio termodinamico, evolucionard hacia un estado que maximice
su entropia.

Dado que nuestro universo solo se ha enfriado desde el Big Bang, la tempera-
tura T', que es una funcién decreciente del tiempo ¢, y por lo tanto, se puede usar

como un parametro de evolucion gobernante. Cuando la segunda ley es aplicado

4Si se escala tal cantidad entonces la energfa también se escala en la misma cantidad:
UAS,AV,AN) = \U(S,V,N).
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a un elemento de volumen comévil en equilibrio térmico, dicta que

ds — %(d(pV) +pdV), (3.18)

la cual puede escribirse como

4s = Z(d((p+ p)V) ~ Vip).

Por lo tanto,

o — H —
il o o (p+3H(p+p) =0,

dS _ 1 (dp+p)V) _ydp\ _Vdp ptpdV 'V
Tdt ' T dt T
(3.19)

por lo tanto, para un fluido perfecto la entropia es conservada.

3.4. Distribuciones en equilibrio

Si las particulas intercambian energia y momentum eficientemente, el sistema
estd en equilibrio cinético. Si las particulas estan en equilibrio quimico, entonces
para un proceso a+b <> c+d, los potenciales quimicos satisfacen pg+py <> fre+pg-

El equilibrio térmicoE] es alcanzado cuando se tiene simultaneamente equilibrio
cinético y quimico.

La densidad numérica n; de una particula relativista i con energia F;(p) =

\/P? + m? estd dada por
d*p

donde la funcién de distribucién, en equilibrio térmico, puede ser Fermi-Dirac
(FD) o Bose-Einstein (BE) dependiendo de la naturaleza estadistica de la particu-

la i, y esta dada por
1
fiP) = w5 (3.21)
e T £1

5Macroscépicamente: es el estado en el cual se igualan las temperaturas de dos cuerpos,
las cuales inicialmente eran diferentes, suspendiendose el flujo de calor. No implica que haya
contacto entre los cuerpos como queda establecido en la ley cero de la termodinamica.
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donde g; nimero de grados de libertad interno de la particula, pu; el potencial
quimico, (+) corresponde a la estadistica FD y (—) a la estadistica BE.

En el limite clasico las distribuciones se aproximan a la distribucion Maxwell-

Boltmann (MB)
_Ei(P)—u;
filp)=e T . (3.22)
Podemos observar que tomando el limite T — 0 las estadisticas FD y BE

tienden a la estadistica MB.

La densidad de energia y presion de la particula estan dados por

d*p
p= [ GRE M) (323)
—o [ G b i) (3.24)

3.4.1. Limite ultrarelativista

En el caso ultrarelativista tenemos que 7T; > m, . Y béasicamente podemos

hacer la aproximacién E = /|p|?> + m? = |p|. Con ayuda de las integrales

/m dr— " =+ DT+ 1), (3.25)
/OOO dxef_z = (1=27)¢(n+ T (n + 1), (3.26)

Aplicando estas formulas para la densidad numérica, densidad de energia y pre-

sién,
.
1, si BE,
3 .
ng = %giT{3 X930, si F'D, (3.27)
1 .
Gk si MB.
(
1, si BE,
Pi = %Qz‘Ti X %, si F'D, (3.28)
1 .
GOk si MB
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(

1, si BE,
pi = %Qle X g, si F'D, (3.29)
ﬁ, si M B.

Sumando todas las especies relativistas y permitiendo la posibilidad de que
algunos especies puedan tener una temperatura cinética 7T;, que difiere de la tem-

peratura T de las especies que permanecen en equilibrio térmico.

71'2

p(T) = %9*T4, (3.30)
2m?
S(T) = 291", (3.31)

donde

g-(T)=> g (;)4 +£2F:gi (;)4 (3.32)

w-Sa(D 1A (@) e

donde la suma es sobre todas las especies relativistas de bosones (B) y fermiones

(F).

3.4.2. Limite no-relativista

En el caso no-relativista, tenemos que T; < m.

Aproximando la densidad numérica

gi © _ |p|2+m?2 gl oo m _|p\2
m= oty [ dpllpPe T = 2 [ diplippe e
0 0

~ on? 272
= &e%‘(QmTi)g/ drz2e= = J (2mTi)%67Tﬂi VT
272 0 272 2

3
T\?2 _m
=i (_m ) e i (3.34)



Capitulo 4

Ecuacion de Boltzmann

En este trabajo suponemos que la materia oscura es un WIMP E] termal,
es decir, una especie que estaba en equilibrio térmico antes del freeze-out, para
posteriormente dejar una densidad de reliquia. Esto significa que el freeze-out se
produce cuando las especies WIMP estan cercanamente al reposo. El material en
esta seccién sigue a los textos [2] 3].

La ecuaciéon de Boltzmann conecta la fisica de particulas de la materia oscura
con la cosmologia. La idea principal es que en el universo primitivo, las particulas
estaban en equilibrio térmico. Esto significa que la tasa de produccion de particu-
las del bano térmico es equivalente a la tasa de aniquilacién, I'. Si la temperatura
del Universo baja adiabaticamente por debajo de la masa de DM, entonces la
abundancia de DM se congelaria a un valor que es suprimido térmicamente por
e~™'T. Sin embargo, sabemos que el universo se estd expandiendo a un ritmo
dado por el pardmetro de Hubble H(t). Debido a esto, el freeze-out se produce
cuando la tasa de expansion alcanza la tasa de aniquilacion, H ~ T'.

El equilibrio entre los procesos de aniquilacién y creacion dura hasta poco
después del Big Bang, con el tiempo los canales se desequilibran y las particulas
de materia oscura comienzan a decaer a particulas del modelo estandar. En tiem-
pos posteriores, sin embargo, cuando el universo esta frio y dilatado, la materia

oscura permanece como una reliquia térmica. Es acd donde podemos tener ensan-

'En inglés: weakly interacting massive particles.

17
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chamiento de Sommerfeld sobre el proceso de aniquilacion de estas particulas. La
aniquilacion de la materia oscura para producir materia conocida, se puede dar
directamente o mediante una aniquilaciéon produciendo el boséon mediador para

posteriormente éste decaer a particulas del modelo estandar.

4.1. Ecuacion de Boltzmann

La ecuacién de Boltzmann describe la evolucion de la distribucion de densidad
de un sistema termodinamico que no esta en equilibrio. En el cual no se considera
la evolucién de una particula mediante su posicion y momentum, sino que las
particulas yacen en un punto del espacio de fase, descrito por su funcién de
distribucién. La evolucion de esta distribucion esta dada por transporte, fuerzas
externas y procesos que afectan las particulas. La Ec. de Boltzmann para la

especie Y es tipicamente separada en dos partes:

i[fx] = é[fx]a (4-1)

donde L es el operador de Liouville y C el operador de colision.
El operador de Liouville describe la evolucion en el volumen en el espacio de

fase. En su forma covariante se escribe como

afx H’ ’2afx

(4.2)

para el caso donde la funcion de distribucion f es homogénea e isotropica. Inte-

grando sobre el momentum

/d3p L _. 5 / d’p pPof _ . / p| Rl lpl OF
] Gnp E 9] @np E 0F o2 E OF 0lp|

. Hg 3 Of .

El operador de colisién describe la tasa a la cual la densidad de energia cambia

debido a procesos de interaccién. Cuando conocemos el estado inicial de particu-
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las, la tasa de cambio seria simplemente I' = ovn, donde o es la seccién eficaz,
la cantidad ov seria el volumen que cubre una particula por unidad de tiempo,
cuando multiplicamos por n; el promedio de particulas por unidad de volumen,
entonces se obtiene el promedio de particulas encontradas por unidad de tiempo.
Si las particulas se aniquilan cuando se tocan, I' es la tasa de aniquilacién de la
especie. Se conoce la distribucion de la especie, y por lo tanto debemos promediar
sobre todo el espacio de fase.

La tasa de transicién en términos de amplitudes invariantes de Feynman

A

d’p C
g/(%f)’g_g] :—/dHXdHade~--dHide-~-(27r)454(px+pa+pb+---—pi—pj-l-”')

(’M‘i+a+b+...—>i+j+...fxfafb T (1 + fz)(l + f]) T

— M aarse fifi (L LIA £ L)AL £ f) ),
(4.4)

donde por simplicidad denotamos solo dos canales de interaccién, el proceso y +

gd3p;
n)32E

a+b+--- = 14+ 7+ -+ y su proceso inverso. El diferencial dll; =
denota una integral sobre el espacio de fase invariante de Lorentz. Los factores
(1+£ f) corresponden a Bose-Enhancement (4) y Pauli-blocking (—), que pueden
ser despreciados en este caso, pues en la mayor parte de la evolucién del Universo,
este es frio (T — 0) entonces f < 1. Los factores Bose-enhancement y Pauli-
blocking sélo son relevantes justo después del Big Bang, cuando las temperaturas
son todavia altas.

Pero en el equilibrio, todos los procesos se cancelan mutuamente, y asi pode-
mos pretender que el término de colision es efectivamente cero de todos modos.

Podemos suponer que todas las especies bajo la integral cuyas estadisticas
nos conciernen estan en equilibrio térmico, esto pues dejan el equilibrio térmico
mucho después que la materia oscura.

Cuando el universo es frio, su estadistica es Maxwell-Boltzmann. Las amplitu-

des de Feynman | M| incluye todos los factores estadisticos y los promedios sobre
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los espines. Ademads, obedecen a la invariancia CP. Por lo tanto tenemos

nx+3an = _/dHtot(27)454<px +pa +pb+ — Di _pj - )

ME ipisiigie (B = fifi ), (4.5)

donde por comodidad denotamos dll;,; = dIL, dIL,dII - - - d11;d11;.

Podemos mejorar ain mas esta ecuacién al notar que el producto de todas
las distribuciones de equilibrio f{?f?--- usando conservacién de la energia es
exactamente igual a f77fr f;%--- cuando la temperatura es baja.

Para un sistema donde sélo ocurren los procesos yxY — XX y su proceso

inverso, obtenemos

hy + 3Hn, = — / 00 (20)46*(py, + Py — Px — P3)

|M|i+>‘<aX+X (fxfic - f;qf;;q)- (4-6)

Podemos escribir f, = % J1, entonces tenemos
X

, eq, € 1
i 3Hny = = (nyny = nifni) e / Al (27)' 6" (px + px — Px — Px)
X
|M|i+>’<—>X+Xf;qf>§q - _(nxni - n;qn;q) <Ux+>‘<—>X+X|V|>- (4.7)

Ahora debemos considerar la diferencia entre el escenario en el que la materia
oscura es su propia antiparticula (es decir, cuando hablamos de escalares reales o
fermiones de Majorana) y aquella en la que no lo es (es decir, escalares complejos
o fermiones de Dirac).

Si una particula y su antiparticula son componentes de materia oscura, enton-
ces la ecuacion de Boltzmann se resuelve tal como esta. Sin embargo, al calcular
la densidad de reliquia 2,5 se debe tomar en cuenta la densidad de las anti-
particulas, pues éstas también cuentan como materia oscura (la densisdad total
Npyp = Ny + n;().

Cuando solo tenemos un tipo de particula de materia oscura, debemos agregar
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un factor de 2 a la ecuacién de Boltzmann para dar cuenta de la aniquilacién /
creacion simultanea de dos particulas de materia oscura. Sin embargo, debido a la
combinatoria, obtenemos un factor de simetria de 1/2 de nuestros diagramas de
Feynman. Por lo general, este factor se absorberia en la constante de acoplamiento
en el Lagrangiano y asi hacer la combinatoria en diagramas de orden superior mas
facil. Con esta prescripcion, encontramos que las amplitudes de Feynman tienen
un factor de 1/2 para cada vértice de interaccién.

Ahora consideramos la materia oscura simétrica (n, = ny). Para mayor como-
didad, podemos normalizar n con la densidad de entropfa s = S/a?® para obtener

un cantidad independiente del volumen comévil Y = n/s. Entonces tenemos

. d
sYy = %(SYX) — Y\ = ny + 3HsYy = n, + 3Hn,

= _<0-x+)2—>X+X|V|>(ni - (”;Q)Q)a
y de esta forma obtener

Y, = —(0|V|>(nf< - (n;q)Q). (4.8)

” : - _my do _ dodT'ds _ ma3s(_ _
Es 1til cambiar de variable a ¥ = 2 donde 9 = Z5-% = 22X (—3Hs) =

Hz, reemplazando en la ecuacion de Boltzmann, obtenemos

dy, A .

donde la variable introducida estd definida como

= s(m) o\v
mientras que
(a|v])o = a +b|v]* + O(|v]h), (4.11)

donde a y b son los coeficientes para las contribuciones de ondas-s y ondas-p.
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En general, en la aproximacion relativista se usa:

272 8 2
T)="—¢. T2 H=—Gp(T T) = —g, T 4.12

donde H = a/a 'y pgr es la densidad de energia de especies relativistas, y 87G =

1
M,

Reemplazando

8 gus
A=/ =L Mpmy (o]v]) (4.13)

45 /g«
yea — n_;q — A5 T g 3
X S 214\ 8 gus

e = ax’?e ", (4.14)

donde es importante aclarar que g corresponde a los grados de libertad de la
particula y g. g.s corresponde a los grados de libertad relativistas.
La Ec.(4.9) no tiene solucién exacta, por lo tanto debe resolverse numérica-

mente o en forma aproximada.

4.1.1. Solucién de la ecuacion de Boltzmann

Antes de continuar, la Ec., que muestra como la cantidad de materia
oscura evoluciona mediante el balance entre la tasa de aniquilacion y la expansion
del universo, el puede analizarse cualitativamente. Mientras la tasa de aniquilacion
I' = es mucho mayor a la tasa de expansion H, la densidad Y permanece en
equilibrio térmico y se aproxima a Y !, esto es porque A es grande. Sin embargo,
A estd disminuyendo, hasta que I' & H, en algin tiempo z ¢, el llamado freeze-out.
En este tiempo dY/dx se vuelve pequeno, y Y ya no cambia a Y. Por lo tanto
Y (z) = Y (xy) permanece aproximadamente constante, el nimero de particulas
por volumen de comévil se ha congelado. Significa que n y s cambian a la misma

tasa, es decir, las particulas de materia oscura todavia pueden aniquilarse.

Solucién aproximada

dA dyes .
dxx — d; —P(A§+2AXYXQ) (4.15)
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Se puede encontrar una solucion aproximada en diferentes limites:

s 1 <z <y
En este periodo: Y &~ Y entonces tenemos que A, % ~ 0, la Ec. (4.15])
queda:
2
A = —. 4.16
()= (4.16)
n LT

En este periodo: Y7 =~ 0, entonces la Ec.(4.15) queda:

dA, A

= ——A”. 4.17
dx 2 X ( )
Integrando encontramos
1
xy T Ax(mf)
Del cual obtenemos en el limite z — oo
2
A(z) = —F (4.19)
X )\(xf -+ 2)

Después del freeze-out (zf), Y comienza a diverger de Y. Se puede definir
Acpi(zs) = cY(xf), donde ¢ es una constante de orden 1, elegido de tal forma

que la ecuacion aproximada se ajuste a la soluciéon numérica.

x—§ = Ac(c
) Ac(e+2). (4.20)

Reemplazando Y (z) = az*?e™, ¢(c +2) ~ 1 obtenemos

1
xy+ 3 Inz; =Ina, (4.21)

donde obtenemos la primera aproximacion a

1
zy ~ In(aX) — 3 Inln(al). (4.22)
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4.2. Densidad de reliquia

El pardametro de densidad se calcula como la densidad dividida por la densidad
critica, es decir, la densidad para la cual el universo es plano. Esto efectivamente
nos deja expresar los diferentes componentes de nuestro universo como una frac-
cion del contenido total de energia, ya que se sabe que nuestro universo es casi
plano.

0, = 2x = Msole (4.23)
Pe Pe

donde sy ~ 2795/cm? corresponde a la entropia actual del Universo.

4.3. Incluyendo el ensanchamiento de Sommer-
feld

La ecuacién de Boltzman en funcién de x Ec. (4.9) (o en funcién de la tem-
peratura) requiere que se escriba la seccién eficaz en funcién de estas variables,

esto se llama el promedio térmico.

(olv]) = /(J]V])f(vl)f(vz)d3v1d3vz, (4.24)

donde los subindices son las variables denotadas para particulas 1 y 2. En la
distribucién de velocidad Maxwell-Boltzmann f(v) = %e’%“’ﬁ Cambiando de

variables a la velocidad relativa, con un poco de algebra llegamos a

5(73/2 * z |2
(o|vI) (@) = 377 ), (alvD)vPe M d]v]. (4.25)

Esta definicién también define el promedio térmico de cualquier cantidad (A)(x),
esto al reemplazar la cantidad A por el término o|v| en esta ecuacién.
Entonces podemos decir en general si tenemos (ov) = a + bv? + O(v?), don-

de a y b son coeficientes correspondientes a las contribuciones de ondas s y p
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respectivamente, después de agregar el ensanchamiento de Sommerfeld tenemos
(ov)(z) = a(So(v))(z) + b(S1(v)v*) (), (4.26)

donde por comodidad en la notacién hemos reemplazado la velocidad relativa
|[v| = v, y los coeficientes Sy se refiere a los coeficientes de ensanchamiento

obtenidos de las ondas s y p respectivamente.



Capitulo 5

Elementos de teoria de scattering

El material en esta secciéon tiene como objetivo definir los conceptos que uti-
lizamos en este trabajo, para un tratamiento extensivo se debe buscar en textos
clésicos de mecdnica cuéntica como por ejemplo [37]-[39], de los cuales estd basada
esta seccion.

Una parte experimental esencial en un amplio rango de la fisica [[] consiste en
dirigir un haz de particulas sobre un objetivo de particulas y estudiar las colisiones
resultantes. Esto es posible ya que las particulas que constituyen el estado final
del sistema (estado después de la colisién) son detectadas y sus caracteristicas
son medidas.

En mecanica cuantica, solo podemos hablar de probabilidades de los posibles
estados después de la colision. Entre las reacciones posibles en las condiciones
dadas, las reacciones de scattering se definen como aquellas en que el estado final

y el estado inicial estan compuestos de las mismas particulas.

5.1. Seccidn eficaz

La seccién eficaz se define como la tasa de scattering por objetivo por unidad
de densidad de flujo entrante por angulo sélido df2 de particulas deflectadas. Sin

embargo, para tener un concepto mas claro es necesario definir varios conceptos.

IEjemplos: fisica atémica, nuclear, fisica de altas energfas y fisica del estado sélido.

26
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Con respecto a la Fig.[5.1]1a direccién Oz es Detector

la direccién del flujo de particulas incidentes j;; i

incidente

el cual es el numero de particulas por unidad de <t H==

tiempo, que cruza una superficie perpendicular

Figura 5.1: Esquema general del
al eje Oz en la region donde z toma valores gcattering.
negativos.

Las particulas incidentes y del objetivo interactiian mediante un potencial
V(r), el cual esta localizado alrededor del origen O.

Una vez se produce la colision, hay un nimero dn de particulas scattereadas
por unidad de tiempo en el angulo sélido df2, en la direccién (0, ¢), donde 0 y ¢
es la dependencia angular en coordenadas esféricas. El detector, que estd situado
a cierta distancia de O, grande comparada a la zona de influencia del potencial,
es el que mide el nimero dn de particulas scatteradas por unidad de tiempo en
un angulo sélido dS2.

La fraccién de particulas scattereadas debe ser proporcional al flujo de particu-

dn

las incidentes, por lo tanto, 55 es proporcional a j;.

Entonces se tiene que

dn = jio(0, $)d<, (5.1)

donde o (0, ¢) es el coeficiente de proporcionalidad, y es la seccion eficaz diferencial
en la direccién (6, ¢).

Donde las dimensiones son:
[dn] =T, [ji]=(L*T)"",  [o(0,¢)] = L*.
La seccion eficaz total de scattering esta dada por:
o= / o (0, 6)dS. (5.2)
La unidad mas comin usada en fisica de particulas es el barn (b) donde

1b = 10" %2m? = 0,00257MeV 2.
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5.2. Calculo de la seccion eficaz

En mecanica cuantica, para un potencial de rango finito la onda del scattering
puede tratarse mediante la ecuacién de Schrodinger, pues en principio, cualquier
particula debiera ser descrita como un packete de ondas. Ademas, si el tiempo
que se mantiene el haz es comparable con el tiempo de interaccién del haz con el
objetivo, entonces se puede asumir un estado estacionario, descrito por la ecuacion

de Schrodinger independiente del tiempo
h2
(—%VQ + V(x)) U(x) = BU(x). (5.3)

La funciéon de onda W corresponde al estado estacionario de la ecuacion de

Schrodinger, cuyo ansatz puede separarse en dos partes
U(x) = W, (x) + Py(x), (5.4)

donde W;(x) es la onda incidente y W4(x) es la onda scattereada. A largas dis-
tancias (r — 00), las particulas debieran comportarse como particulas libres.

Haciendo F = 7?—:;, podemos reescribir la ecuaciéon de Schrodinger como
(VP + K - U(x)) ¥(x) =0, (5.5)

donde U (x) = 22V (x).

5.3. Forma asintética de estados de scattering
estacionarios. Amplitud de scattering

Estamos interesados en potenciales centrales, no importando la intensidad del
potencial E], y ademds que haya una simetria rotacional alrededor del eje z, eje

(convencional) de la trayectoria del scattering.

2Si la intensidad del potencial es mucho menor a la energia cinética de las particulas puede
usarse la aproximacién de Born para calcular seccién eficaz.
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En coordenadas esféricas, la onda plana puede expandirse como:
¢ = "i(20+ 1)ji(kr)Py(cos 6), (5.6)
1=0

donde j; son las funciones de Bessel. A partir de la forma asintética de las fun-

ciones de Bessel se concluye que la parte scatterada tiene la forma

donde f(6, ¢) se la llama la amplitud de scattering.
Por lo tanto, la solucién asintdtica a la ecuacién de Schrodinger, y por lo tanto

la solucion de scattering es

U(x) = e* 4 f(0, ) QZ:T, r — 00. (5.7)

5.4. Relacion entre o(0,0) v f(0, ).

6zkr

Las funciones de onda incidente y scattereada son U; = Ae?** y U, = Af(6, ¢)

-
respectivamete.

La probabilidad que la particula incidente,
viajando a velocidad v, pase a traves del area :a 5 “
infinitesimal do en un tiempo dt 2 3 nt /.;e

| Pt

dP = |U,[2dV = | AP (vdt)do,

Figura 5.2: Definicién de seccién

eficaz.
es igual a la probabilidad de que la particula

se disperse en el angulo sélido correspondiente df2

A 2 2
dP = |V, *dV = 1Al lf‘ (vdt)r?ds).
T
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Por lo tanto, se tiene que
do = o(0,0)dQ = 1242, = o(8,6) = |£(6, )] (5.8)

La seccién eficaz diferencial (que es lo que se mide) es igual al cuadrado absolu-
to de la amplitud de scattering (que es obtenida resolviendo la ec. de Schrédinger),
es decir, la ecuacién anterior relaciona la observacion con la teoria.

Hay dos técnicas importantes para calcular la amplitud de scattering:
= Analisis de ondas parciales

= Serie de Born

5.5. Ondas parciales

En el estudio exclusivo de potenciales centrales, el momento angular se con-
serva antes y después del scattering, por lo tanto las autofunciones son comunes
para los operadores H, L? v L., esto nos permite separar la parte angular de la

radial de la ecuacion de Schrodinger,

\Ilklm(l‘) = Z (llel<T)}/lm(8, gb), (59)

Im

donde mediante separacién de variables en coordenadas esféricas se obtiene la

ecuacion radial

(r;ir (ﬁ%Rkl) - l(l:; ST kz2) Ry(r) =0, (5.10)

la cual si ademas incluimos la simetria rotacional alrededor del eje z, la solucion

es de la forma

0o l 0o
Vitm = Z Z alYlm(e,@sz(T) = Z(MYZO(@’(?)RM(T)
1=0

=0 m=—1

= 3 BiRu(r)P(cos ). (5.11)
=0
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Cada término de ([5.11]) es conocido como onda parcial.

Ahora haciendo R = X, encontramos la ecuacién

(% v D U(r)) vialr) =0, (5.12)

la cual se conoce como la ecuacion de Schrodinger 1D.

Al hacer U = 0, la Ec. (5.12)) puede ser escrita como

(d—2 L W 1)) () = 0,

dr? 72

donde Wy, (z) = D2, A w®) P (cos 6).

kr

Las soluciones para el caso general r son complicadas, pero las soluciones

asintdticas tienen la forma

sin(kr — 1)

Ui () = A o 22 P(cosf), 1 — oo.

Ahora al incluir el potencial, es decir, la Ec. (5.12)), la solucién asintética esta

dada
sin(kr — 2 4 4))
kr

Uim(z) = By P(cosh), 1 — oo, (5.13)

donde 9; es el phase shift de la l-esima onda parcial.

En la comparacién de las Ecs. (5.7)) y (5.13)) obtenemos B; y f(6)

B = (21 + 1)i'e™,

1 o :
fr(0) = % Z(Ql + 1)e™ sin 6; P (cos 6).

=0
5.5.1. Seccién eficaz a partir del phase shift

La seccion eficaz diferencial esta dada por

o) 2
D (21 + 1)e sin 6, P (cos 6) | | (5.14)

=0

do o 1
=176 =
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por lo tanto, la seccién eficaz total

/dQ— Zal Z (21 4 1) sin® 4, (5.15)

=0

donde 07 se conoce como seccion eficaz parcial, correspondiendo al scattering de
las particulas en el estado [.

La seccién eficaz ((5.15]) consiste en una superposicion de términos con dife-
rentes momentum angular.

Notamos que cuando V' = 0 entonces §; = 0 y la seccién eficaz en Ecs.
y (5.15) son cero.

Puede también ser escrito haciendo 8 = 0

1

= Z 20 + 1)(cos 6, + isin ;) sin 6.
1=0

Tomando la parte imaginaria

1

Imfi(0 EZ (20 + 1) sin® 6,
1=0

Por lo tanto, se encuentra la relacién

47r
== — Imf(0) (5.16)

La relacién anterior entre la seccion eficaz total y la amplitud de scattering es

llamado teorema éptico.

5.6. Forma integral de la ecuacién de Schrodin-
ger

Reescribiendo la ecuacién de Schrodinger Ec. (5.5), en forma de la ecuacién
de Helmholtz
(V2 + 1) ¥(x) = Q, (5.17)
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donde @ = U(x)¥(x).

Si G(x) es una funcién de Green, entonces satisface la ecuaciéon de Helmholtz
(V2 +§) G(x) = 69 (x). (5.18)
Entonces W puede expresarse en forma integral en términos de G mediante
W(x) = / P2/ G(x — x)Q(X). (5.19)
Lo cual se prueba facilmente con las dos ecuaciones anteriores, pues satisface
(V2 4 1) U(x) = / & (V2 + 1) Glx — X)Q(x) = / P25 (x — x)O(X) = O(x).

Ademas, se puede anadir a G(x), cualquier funcion que satisfaga la ecuacion

homogenea de Helmholtz
(V2 + ]CQ) Go(X) = O,

tal que la nueva funcion G + G, satisface la ecuacién inicial Ec. ((5.17)), de esta

forma, podemos postular una expresion mas general para ¥

U(x) = Ug(x) + /d%'G(x —x)Qx), (5.20)

donde ¥, satisface la ecuacion de Schrodinger libre. La ecuacién Ec. ((5.20)) se le

llama la ecuacién integral de Schrodinger.



Capitulo 6

Ensanchamiento de Sommerfeld

El ensanchamiento de Sommerfeld (SE) es un efecto en mecanica cudntica
norelativista. En el cual una seccién eficaz de una interaccién puntual (En el
contexto de este trabajo la aniquilacién de materia oscura [18]) es incrementada
debido a la presencia de un potencial anadido. En la Fig. representamos la
interaccién puntual desconocida por una pequena esfera solida negra y el potencial

anadido, de mayor alcance, como una esfera gris.

v(r)

—

_

Figura 6.1: Potencial central V(r) anadido a una interacciéon puntual.

Con el fin de calcular este efecto necesitamos resolver la ecuacién radial de
Schrodinger, la cual para una particula de masa m en presencia de un potencial
central V (r), estd dada por la Ec. (5.10)).

En el caso de una interacciéon puntual se puede encontrar una expresién para
el ensanchamiento haciendo las siguientes suposiciones: la particula incidente es
libre \IJ,(CO) = ¢'*# existe una interaccién que es puntual y en el origen, el potencial

anadido es central, y su efecto es cambiar el modulo de la funciéon de onda en el

34
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origen. La seccién eficaz se ve aumentada
o = 095k, (6.1)

donde oy es la seccion eficaz del scattering con la interaccién puntual y o es la sec-
cién eficaz con el potencial anadido. Mientras que Sy, el factor de ensanchamiento

[22], est& dado por
_ %0

e = : (6.2)
v (0)f2
Considerando la solucién de la ecuacién de Schrodinger para invariancia ro-
tacional alrededor del eje z Ec. (5.11)), tenemos que Ry;(0) = 0 para [ # 0, por lo

tanto podemos reescribir el factor S como
2
Rpi—0(0)

5= | P

(6.3)

Sin embargo, también podemos expresar en la sustitucién R = X y haciendo

[ =0 en la ecuacién radial 1D Ec. (5.12) nos queda

(;722 + k- U(T)) Xri=0(r) = 0. (6.4)

Rkl:0<0) = cte = Xkl:[)(o) — 0, (65)

dXr1=0(r)

por esta razén aproximamos en serie de Taylor xp—o(r) = 7=

para r muy
pequeno.
El ensanchamiento de Sommerfeld de la seccién eficaz de scattering entonces

es calculada mediante

dx(0) |?

dr

Sk = 2

(6.6)

Para el caso que la interaccién inicial (Aniquilacién este contexto) no es pun-

tual, sino pequeno y finito a < 1 el ensanchamiento de Sommerfeld es modificado
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_ foa W (r)|dr

SO ) dr

(6.7)

6.0.1. Saturacion

El término 1/v en el ensanchamiento S podria llevarnos a pensar que S — oo
cuando v — 0, sin embargo, existe un limite que hay que considerar, que viene
dado en términos de la longitud de onda De Broglie Ag = % y del alcance de la

interaccién rg = mL;c, y la saturacion ocurre cuando

Ap >1rg = mgc > M. (6.8)

Esta ecuacion impone un limite inferior para v, y por lo tanto, también un
limite superior para S.

Este limite es debido a la naturaleza ondulatoria de la particula interactuante,
esto es, al definirse completamente una onda en una regién se puede asegurar que

la particula se encuentra en esta regién (el rango de interaccion).

6.0.2. Contribuciéon radiativa

Con el fin de tener una visualizacién grafica del ensanchamiento de Sommer-
feld, estudiamos el caso de aniquilacién de dos fermiones de materia oscura en el
limite de velocidad muy pequena de éstos. Estudiaremos el efecto que resulta al
agregar este boson a la interaccién inicial (en este caso la aniquilacién) de estos
fermiones.

El diagrama de la Fig. describe un diagrama de aniquilacién entre dos
fermiones oscuros masivos y a dos particulas del modelo estandar X, la figura b)
muestra un potencial representado por un bosén de intercambio.

La contribucion 1-loop esta dada por

I:/d4Q<¢+k1—mx 1 L 4t Ey—my (6.9)

7 Y :
q+k‘1)2—mx ”qz—m¢ (q+k32)2—mx

Tomando en cuenta que antes de la interaccion, los dos fermiones oscuros
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X (k)
X (k) X
X (k) X
XK,
(a) Sin potencial adicional. (b) Con potencial adicional, representado

por un bosén ¢.

Figura 6.2: Diagrama de aniquilaciéon de materia oscura mediante un boson ¢.

estan on-shell (k* = k§ —k* = m?), ademds las componentes espacial y temporal
del cuadrivector |k| = m,|v| entonces ko = m,v/1 + v ~ m, (1 + %)

Ademds hacemos la suposicién que en el estado k + ¢ (es decir, dentro del
loop) la velocidad de los fermiones no varia mucho de la inicial (v — v’), por lo

tanto las componentes espacial y temporal del cuadrivector las podemos postular

2

XV/2 y (ko + q0)* = m2(1 + v'?), resolviendo para |q| y qo

2
como: k+q|" =m
encontramos:

1
= my v vl ol = gmy v v

2
ahora por simplicidad trabajaremos con los ordenes de magnitud, |q| ~ m,|v| y
|qo| ~ my |v?.

Reemplazando estas aproximaciones en cada fraccién de la integral Ec. (6.9):

1 1 1 1
k+a2—m2 — @+2q-k q—a+2ahk—q-k)  m2o(1—2cosd) + O(v?)’
1 1 1
q* —m} N @ —q* —m} m2v? +mj + O(vt)

Reemplazando estas expresiones en Ec. y tomando valores de cosf = 0 o

cosf =1,

2
3 my N v

(m2v%(1 — 2cos0))(m2v? +m2)(m2v?(1 — 2cos))

I ~ m,v*(m,v) 5 .
v? 4+ :LT%’ + O(v?)
(6.10)

Puede observarse que para m, > my = [ — % Esta es la contribucion a la
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amplitud de scattering al agregarse un bosén a la interaccién inicial de los dos

fermiones.

6.0.3. SE en el Universo temprano

Otra caracteristica interesante del ensanchamiento de Sommerfeld es que no
es relevante a tiempos tempranos [18], pues como es sabido la seccién eficaz de
aniquilacion de materia oscura en la época actual es mucho mayor que en el
Universo temprano, esto de modo de no afectar la nucleosintesis (la cual es la
teoria que debe estar contenida en cada nueva teoria que se proponga). De este
modo tenemos que después que las particulas de materia oscura dejan el equilibrio
el ensanchamiento es relevante.

El factor caracteristico del ensanchamiento es 1/v, de modo que sabiendo
las velocidades medias de las particulas en cada tiempo podemos ver que tan
relevante es el ensanchamiento. En el Universo temprano, la materia oscura se
desacopla T' ~ m, /20, usando la relacién de energfa cinética promedio y tempera-

1

tura (zm,v?) = %k:T encontramos que v ~ 0,39¢, por lo tanto el ensanchamiento

de Sommerfeld es despreciable a esta temperatura del Universo.
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Potenciales nucleares

Los nucleones, es decir, los protones y neutrones son los estados ligados de
mas baja energia de quarks y gluones. Estos interactian mediante la interaccién
fuerte y pueden formar los estados ligados mencionados. Sin embargo, si estamos
interesados en una regién de baja energia donde los nucleones son dificilmente
excitados internamente, podemos considerar a los nucleones como inertes, es decir,
particulas elementales, y estudiar las interacciones nucleén-nucleén [40]. Ademsés,
si los nucleones son no-relativistas su interaccion puede ser descrita mediante un
potencial.

La teoria fundamental que gobierna las interacciones de quark y gluones es
QCD, lo cual implica que es valida para los nucleones y los potenciales interac-
tuantes entre nucleones deberian ser derivados de esta teoria, sin embargo debido
a la dificultad que presenta el cédlculo en encontrarlos, a menudo se consideran
potenciales fenomenoldgicos para hacer predicciones en sistemas de interaccion
nucledén-nucledn.

El estudio de los potenciales nucleares debe tener en cuenta las observacio-
nes experimentales presentes junto con las consideraciones tedricas que deben

satisfacer, a continuacién se resumen ambos aspectos.

39
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7.1.

Caracteristicas

7.1.1. Observacion experimental

Las siguientes caracteristicas del potencial de interaccion nucleén-nucleén son

observadas experimentalmente:

Corto alcance

La fuerza nuclear debe ser mas pequena que el tamano del atomo.

Atractivo a largo alcance

A largo alcance la fuerza es atractiva. Ademds, el phase-shift es positivo
para la onda-s, que es la que domina a largo alcance.

Repulsivo a corto alcance

Esto tiene que ser asi para evitar el colapso de la materia nuclear. El phase-
shift es negativo para la onda-s.

Dependiente del espin

El phase-shift es diferente para los casos singlete y triplete, el triplete es un
poco mas atractivo que el singlete.

Independiente de la carga

La fuerza nuclear no distingue entre protones y neutrones (no considerando
la fuerza Coulomb). Los niveles de energia de Li (3 protones y 4 neutrones
) y Be (4 protones y 3 neutrones), sustrayendo el efecto Coulomb, son casi

idénticos .

Fuerza espin-orbita

El momentum angular es considerado con respecto al objetivo. Se puede ob-
servar si el espin es paralelo o antiparelo la fuerza serd repulsiva o atractiva
respectivamente. De esta forma a partir de un haz no polarizado, después

del scattering se tendra particulas polarizadas.
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s Fuerza tensorial

Esta depende de la distancia relativa entre las particulas y de su orientacion

con respecto al espin de las particulas.

7.1.2. Consideraciones teoricas

Las siguientes consideraciones tedricas debe satisfacer el potencial:

» [nvariancia traslacional

El potencial debe depender de la distancia relativa entre las particulas.

s [nvariancia Galileana

El potencial puede depender de los momentum p; y py pero el término que
los contenga sélo en el momentum relativo p, —p1, pues la suma corresponde

al momentum del centro de masa.

» Invariancia rotacional

El Hamiltoniano debe ser escalar respecto de las rotaciones de coordenadas
y espin, por lo tanto, estos deben estar incluidos en un término de producto

punto.
» [nvariancia de paridad
» Hermiticidad
= Simétrico respecto del intercambio de particulas

= Independencia de carga

7.2. Potenciales nucleares y materia oscura

En el contexto de fisica nuclear, los nucleones interactiian mediante el inter-
cambio de mesones [23]. Sabemos que la fisica nuclear, es una teoria efectiva de

una teoria fundamental, esto es QCD.
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En esta descripcion efectiva, el potencial no relativista es fenomenolégico y

tiene la forma general

V=V.(r)+ > Vi(r)0;, (7.1)

donde V;(r) es la parte del potencial que sélo depende de la distancia relativa r
entre los nucleones interactuantes, O; son los operadores para la contribucién del
espin y por lo tanto V;(r)O; son los términos del potencial que son obtenidos en
la expansion a baja energia.

Tenemos en las coordenadas espaciales:

0O, = 01 02,

Oy = (01 %x)(02-X%),
O3 = L-S,

0, = (L-8),

donde S = %(0'1 +02) es el espin total y L es el momento angular orbital (usamos
h=1).

Estos operadores O; son conocidos como espin-espin, tensor, espin-érbita y
espin-érbita de alto orden respectivamente y pueden ser escritos en términos del
operador espin total S. El término espin-espin es o1 - o2 = 282 —3; por lo tanto el
termino espin-6rbita es L - S = (J?> — L? — S?)/2, donde J = L+ S es el momento
angular total. La interaccion tensor estd dada por (o - x)(02 - x) = 2(S - x)?—72.

La forma explicita de no esta derivada directamente pues no sabemos
exactamente la naturaleza de la interaccién efectiva (sin invocar QCD), por lo
tanto solo considerando el cardcter efectivo de esta descripcién y usando algunas
suposiciones razonables, podemos encontrar formas explicitas para . Aunque
esta estrategia es usada comunmente en fisica nuclear, es particularmente intere-

sante de explorar en detalle, pues permite estudiar nuevos efectos en la dinamica

de materia oscura.
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Potencial no-relativista

En la bisqueda de una nueva interaccion para materia oscura, se ha mencio-
nado que debemos tener un portador de esta fuerza liviano. Por lo tanto, hay
basicamente tres candidatos: un pseudoescalar, un escalar y un vector.

Nos enfocaremos en el escalar y el vector. El escalar para que sea liviano, su
masa puede surgir de una correcciéon radiativa, esto asegura que tiene una masa
menor a la materia oscura. El campo gauge proveniente de una simetria de gauge
oscura, su masa puede surgir de algin mecanismo distinto a la masa de materia
oscura.

A continuacion veremos los principios basicos de una particula de intercambio,
luego se deduce la forma del potencial dependiendo si la particula de intercambio
de escalar o vector, finalmente se estudia el caso limite cuando la masa de la

particula de intercambio es muy grande con respecto al fermién.

8.1. Intercambio de particulas virtuales

Una caracteristica base de la fuerzas fundamentales es su caracter de inter-
cambio, es decir, que funcionan mediante una particula virtual de intercambio
que actia como portadora de la fuerza, y es virtual en el sentido de que su exis-
tencia en el tiempo y su energia es consistente con el principio de incertidumbre

de Heisenberg y no puede ser detectada experimentalmente.
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El principio de incertidumbre nos dice

AEAt > F. (8.1)

Es decir, se puede violar la ley de conservacion de la energia, si consideramos

una emisién de particula virtual, durante un tiempo At, ésta viaja una distancia

aproximada r ~ cAt ~ % (si su velocidad fuera la velocidad de la luz).

Si la particula tiene masa m, el minimo de su energia es su energia del reposo

mc?, por lo tanto el tiempo del intercambio es limitado

h
At < — 8.2
S —t (8.2)
y asu vez el rango de la interaccién serd
h
< —. 8.3
rs— (8.3)

Si la particula virtual no tiene masa, en principio su rango de interaccién es
infinito.

Las particulas de intercambio para la interaccion electromagnética es el foton,
para las interacciones débiles son los bosones W y Z, y para las interaccion entre

nucleones es el pion.

8.2. Construcciéon de potenciales

Se postula en este trabajo que los potenciales de interaccién de materia oscura
tienen una construccion similar a la de los potenciales nucleares, es decir, en el
marco de la teoria del meson.

Para explicar estos detalles primero mostramos el esquema general para la
derivacion de un potencial teérico meson.

Se parte de los Lagrangianos tedricos de campo para el acoplamiento, que son

esencialmente fijos por simetrias. Ejemplos tipicos para tales Langrangianos son:
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Eps = —stdji’YSw@(ps), (84)
'Cs = —gs’II)’l/JQO(S), (85)
L, = —gy" el (8.6)

donde ps, s, y v denotan acoplamientos y campos pseudoscalar, escalar y vectorial,
respectivamente.

Las contribuciones de mas bajo orden a la fuerza de los Lagrangianos an-
teriores son los diagramas de Feynman de segundo orden que, en el sistema de
referencia del centro de masa de los dos fermiones interactuantes, producen la

amplitud

My; = wy (p)TTur (1) Pa(@) Uy (p5)T5ua(p2),  q=p1 —p1=p2—0h,  (8.7)

donde I'* son los vértices derivados de los Lagrangianos anteriores, u;(p;) son los
espinores Dirac que representan los fermiones interactuantes.
Aproximando los términos al orden 1/c* en la expresién general de amplitud

de scattering, se obtiene
My; = 2m2mowiwy U(p1, P2, 4)wiws, (8.8)

donde U(p1, p2,q) es el potencial de Breit de dos cuerpos [41].
Con el fin de obtener el potencial en coordenadas espaciales necesitamos rea-

lizar la transformada de Fourier a U(q)

d3q

U(x) = / WU(q)eiq'x. (8.9)

8.2.1. Fermiones pesados y bosones masivos

Los procesos que envuelven materia oscura son de baja energia, y pueden

deberse al intercambio de bosén escalar o vector. En esta descripcion se consi-
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dera materia oscura como fermiones pesados (tipo WIMP) mediada por bosones
masivos. Es una teoria efectiva, por consiguiente no es renormalizable.
Consideremos la amplitud de scattering de dos particulas interactuando me-

diante un bosén vector masivo

My; = @y ui Dy (@)Y ue, g = pi — p1 = pa — b, (8.10)

donde y* son las matrices gamma.

El propagador para un bosén vector con masa Q. (Q. = Mc) estd dado por

1 v
Dyw(q) = 70 <—mw + qg; ) . (8.11)

Figura 8.1: Scattering fermion-fermién.

La expresion anterior puede ser escrita en componentes como sigue

Du(9) = 752 _1q2 — (_1 * (W/g)Q) - Do) =170 —1012 — Q2 (wgz/C) ’

1 i
D) = (w/c)? —q? — Q2 (&k - qu?k) ’ (8.12)

donde usamos la convencion 7y =1.

Con el fin de obtener el limite de baja energia de la ecuacién de Dirac, des-
componemos biespinores en componentes espinores y en aproximaciéon hasta el

orden 1/c? [41], entonces:

u(p) = vV2m e Cu=utyY, (8.13)
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donde w es la amplitud de la onda plana Schrodinger.
De este modo, en esta aproximacién, los términos uy*u en las componentes

temporal y espacial son

9 .
1 1

ny w/*w i i . 7

wy'uy = 161(2p1+f1 il xafl).

Resolviendo uy es similar pero haciendo el cambio q — —q, pues q = pj}—p1 =

P2 — Pa.
uyuy = 2mowywy (1 — d oz [dx P
20 2T 2 8m3c? 4m3c? ’
—r i Wy Wy i i i
yy'ug = 20 (20 — ¢' —i[o2 x q]') .

Ademas, en esta aproximacién, los propagadores pueden ser escritos como:

1 -1 ;
Duo(q) = m, Doi(q) =0, Dyl(q) = m ((L-k + qQ—q;) ) (8.14)

Con el fin de aclarar el cédlculo, separamos cada término y entonces tomamos

en cuenta sélo términos hasta orden 1/c%.

—1 0 —/ 0 /% /%
w7y uy Doo(q) gy ug = 2my2mowi wyws wy

1 1 1 N 1 q? N
Q*+ Q2 82 \mi m3) q’+ Q2

i 019X p1] i az-[qsz]]

T @+ Q2 @m? @+ Q2

w7y ur Dig(q) " uy =
__Wrwiwyws [ 4py Py | 2(p2 —P1)q—d’ | 20 [q X P
c? q’ + Q7 Q2 q* + Q2
2ioy - [q X p q? o1-q)(o2-q
B 22[ 21]+01_022 2_(12)(22 ))’
q* + Q7 q* + Q7 q* + Q7
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donde han sido usadas las siguientes identidades
(61xq)-(02xq) = (01-02)q°—(01-9)(02-q), (axb)-c=a-(bxc). (8.15)

Reemplazando estos términos en la expresion general de amplitud de scattering,
obtenemos

Mfi = 2m12m2w/1*wé*U(p17 P2, q)w1w27 (8]‘6)

donde U(py, p2,q) es el potencial de Breit de dos cuerpos,

U(p1,P2:9) =
1 1 1 1 q2 1 P1 - P2 n
Q>+ Q2 8 2

m_% EQ QP+ Q2 mmac® g + Q2
1 (pz—Pl)'q—q2+ i 0'1'[q><P1]_ i o3-[qXpy
2mymeoc? Q? (2mic)?  q* + Q2 (2mac)? Q2+ Q2
i o1-[q X p2 i og-laxpl] 1 oo 2
2mimac®  ? + Q? 2mimac®  q? + Q? 4mymac® 2q2 + Q)2
1 (o1-9)(o2-q)
4mymec? q? +Q? .

+

_|_

lo cual muestra que la interaccion de mas bajo orden estd dada por el potencial
Yukawa.
Vemos que si m; < M (o lo mismo que |q| < @, materia oscura liviana)
: 1 o1
entonces tendremos a primer orden ———5 >~ 35.
QP°+QZ T Q2
Con el fin de obtener el potencial en coordenadas espaciales necesitamos rea-

lizar la transformada de Fourier a U(q)

U(x) = / (;l;igU(q)eiq'x. (8.17)

Este resultado puede ser escrito en la forma de Ec. (7.1) como sigue:

U(p1,p2,x) = Vo(r) + Vi(r)Oy + Vo (1) Oz + V3(1) O3, (8.18)
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donde:
Q2 ]. 1 e_QCT 1 1 1
Velr) = |1+ 32 \ o ¥ 2 —2a |\t ) ix) 8.19
(T> |: + ]¢2 m% + m% p. 32 m% + m% (X) ( )
V)01 = foe0 (—1+ )+ S (gr g Dy L
e e 4m1mgc2 X 3 Ay c r 2 0102,
(8.20)
1 ]_ G*QCT 3Qc 3
‘/Q(T)O2 = —E4m1m202 7”3 <Qz + r + 7“_2) (0‘1 . X)(o‘2 . X), (821)
y
_Qc"’ 1 . )
Va(r)Oy = & 0ot L [_01 (x><p1)+0'2 (x><p2)Jr
472 r (2myc)? (2mac)? (8.2
0'1'<X><p2)_0'2.(x><p1):| .
2mymac? 21, Mo C2

Hemos despreciado el término de orden p; - p2 en el comportamiento de baja
energia.
El caso del intercambio de un bosén escalar masivo interactuando mediante

U)o, el calculo del potencial de dos-cuerpos es similar al caso anterior, obteniendo

U(p1,p2:9) =
_ 11 /1 1\ o 1 pi-(pita
Q@?2+Q2 82 \m? m3) @+Q% 2micz q?+ Q?
1 p2-(p2—q) i o1-[gxpi i 02-[qxpo
2mic?  q® + Q2 (2mic)?2 g+ Q? (2mayc)? g%+ Q2

(8.23)

Notamos que también en este caso que a mas bajo orden la interaccion es del
tipo Yukawa, sin embargo, no hay interacciones del tipo espin-espin o tensor.

La solucion de scattering para potenciales encontrados se estudiard en una
seccién posterior, donde se usara como posible interaccién de particulas pesadas

de materia oscura.
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8.2.2. Fermiones livianos y bosones masivos

Durante bastante tiempo la interaccién (secreta) entre neutrinos [42] 43| ha
sido considerada como una forma de incluir nueva clase de materia.
Como primera aproximacion esta interaccion es considerada como interaccién

de cuatro fermiones, esto es

a
2M?

(Yar"%a) (o7 t0), (8.24)

donde indices repetidos se entiende como una suma sobre las tres especies de
neutrinos y o = %1 correspondiendo a un potencial atractivo/repulsivo y M es
una escala de masa. Esta interaccién de contacto conduce a una amplitud de

scattering Born para dos neutrinos distintos

(0%

My = —Wﬂl(p’l)v“ul(pl)%(pé)wuz(pg),
(0%

= 373 Pa()0s(P) Uas s wy (pr)ws(ps), (8.25)

donde w’s denota espinores con energfa positiva en el limite no-relativista y Uag s

es el potencial de dos-cuerpos descrito por la figura 8.2

7 /
Py, my P2, m2

Pi1.my P2.m2

Figura 8.2: Interaccion de contacto a tree-level.
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Usamos la normalizacién

wy, (p)wa(p) = 1,

De este modo, en la aproximacién 1/c?, los términos @y*u en las componentes

temporal y espacial son

2 io1 - [q x

A uy = 2mywiw (1 - 877(3202 + 147[;1202 P1]> ’ (8.26)
1 1

L wiw o :

wy'uy = 1c ! (2pz1 + 4" +iloy ¥ q]z) .

Resolviendo u, es similar pero haciendo el cambio q — —q, pues q = pj—p1 =

P2 — Pa-
—1 0 _ 2 Ix 1 q2 2.0-2 ' [q X p2] 8 27
UV U2 = 2MaWy W2 - 8m2c? - Amic? ) (8.27)
g wyw 7 i : )
Uyy'ug = 202(2p2—q—z[0'2><q]).
Usando la identidad
p-(oxq)=0-(qxp),
la amplitud de scattering puede ser escrita como
My; = wi(p))wy(p5)U(d, P1, P2)wi(p1)wa(p2), (8.28)
donde el potencial de dos-cuerpos tiene la forma
2
a g (1 1 [o-(axpi)] .[o-(qxps)
U = —|(1-—=|—S+— —
(4, P1, P2) e {( 3 (m% +m§)) +1 4?2 ) 4m3
(®+2q-(p2—p1) —4p1-p2) o (axp2)] | [o-(axp1)
+ —1 +1
Amyms 2myms 2mims

2

L e ;1:31(;2' a) 47;‘1% (o) - (a’)}. (8.29)
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Esto demuestra que aunque las partéulas son fermiones, en la aproximacion

la contribucién dominante es un potencial de contacto dado por

U(x) = —%5(@, (8.30)

donde x es la coordenada relativa x; — X5 y el potencial puede ser repulsivo o
atractivo dependiendo del signo de «.
La solucién al scattering de este potencial se tratara en una secciéon posterior,
donde se usard como posible interaccion para neutrinos del fondo césmico.
Importante aclarar que el resultado anterior esta en unidades naturales, para
obtener un resultado numérico hay que transformar a algin sistema de unidades,

h2

w22, de esta forma pode-

ejemplo a S.I hacemos el reemplazo o — ahc 'y # —

mos ver que las unidades del potencial concuerdan con las unidades de energia

B2 ML ,1 ML
donde las unidades de [§(x)] = 75 y las de la constante de Planck son [h] = M;Q.




Capitulo 9

Ejemplos de ensanchamiento de

Sommerfeld

Como ya vimos en el capitulo [0 el ensanchamiento de Sommerfeld es un efecto
cuantico, que conduce a un incremento de la seccion eficaz total de scattering. Con
el fin de calcular este efecto necesitamos resolver la ecuacion radial de Schrodinger,
la cual para una particula de masa p en presencia de un potencial central V'(r),

esta dada por

_ ) | (wvm _py- 1)) () = 0. (9.1)

dr? 72

donde R(r) = ng) es la parte radial de la funcién de onda. La funcién de onda

satisface las condiciones de borde x(0) = 0y x(r) — sin(kr + §) cuando r — oc.
El ensanchamiento de Sommerfeld de la seccién eficaz de scattering entonces

es calculada mediante
dx(0) |2

dr

Sk = .

(9.2)

A continuacién estudiamos algunos ejemplos de ensanchamiento de Sommer-

feld utilizando potenciales nucleares:

23
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9.1. Potencial Coulomb

El potencial Coulomb repulsivo/atractivo en unidades SI

Vir) - i"‘ThC, (9.3)

keg?
he

donde o = en unidades SI (k. constante eléctrica y ¢ denota la carga entre

las particulas interactuantes).

Reemplazando en la Ec. (5.10))

d  ,d , Ll+1) 2m ahe
e S WLUCEL

Haciendo ahora el reemplazo x(r) = R(r)r y también el cambio de variables

p = kr obtenemos

d? I(14+1) _ 2n
g (11 )=

con ) = ¢, y donde ahora F representan los casos repulsivo/atractivo respecti-
vamente.
La solucion de esta ecuacién estd dada en términos de la funcion hiper-

geométrica confluente, presente en la literatura [44], [45]

l

_ 2m) (20)'p ip : ; /2 2
Xk:l(p) - :E(ei27”7—1) (2l+1)'€ M(l+1i”7,21+2,—2%0)n 5+ 07,

s=1

donde M(a,b,z) = 1+ 52+ b‘zg‘ﬂg, 2%+ ... es la funcién hipergeométrica confluente

1F1 (funcién de Kummer) para los pardmetros complejos a, b y variable compleja

z. De la cual observamos que R(0) = 0 para [ # 0.

Reemplamos para 1=0, obtenemos el ensanchamiento de Sommerfeld

2mn

Sy = |Uy_o(0))?P = ———L
= O = o

(9.4)

donde + corresponde a los casos repulsivo/atractivo respectivamente.
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A continuacién se grafica la expresion anterior.

S s

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10¢ 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10¢

(a) Atractivo (b) Repulsivo

Figura 9.1: Ensanchamiento S en funcién de v/c

Al estudiar los casos limites de la Ec. (9.4) encontramos:

Para el caso repulsivo:

v—oo0o = S—1,

v—0 = S—0.
Para el caso atractivo:

v—o00o = S—1,
2race

v—=0 = S—
v

En palabras, a altas velocidades no se produce ensanchamiento para ninguno de
los casos, esto se debe a que no se genera scattering, pues la energia cinética de
las particulas es mayor al potencial de interaccién. En cambio a bajas velocidades
el caso atractivo genera ensanchamiento, pues ocurre lo contrario y el potencial
de las particulas genera el ensanchamiento, el caso repulsivo simplemente no se

produce scattering, todo lo anterior se observa en la figura (9.1}

9.1.1. Densidad de reliquia del potencial Coulomb

Podemos calcular la densidad de reliquia usando el ensanchamiento de Som-
merfeld encontrado para el potencial Coulomb.

A partir de la Ec.(4.9)), para el caso de onda s, con una seccién eficaz, podemos
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calcular la ecuacion de Boltzmann y observar el efecto del ensanchamiento de

Sommerfeld la densidad de reliquia €2, = 0,26.

dyy AMT) /1 eq\2
el el VO CAD D (9-5)
donde
@) = /I Mo, (o] (). (9.6)

45 /9.

Por comodidad analizamos la interaccion mediante onda s, donde aproximamos
oy = %‘“22, entonces tenemos que (o|v|)(z) = 0¢(Sy)(z) = %(So ().
X X
En la Fig. se grafica el acoplamiento vs masa que es capaz de reprodu-
cir la densidad de reliquia €2, = 0,26. Para esto se resuelve numéricamente la
ecuacion de Boltzmann, el caso azul es sin incluir el ensanchamiento de Sommer-
feld y en rojo es incluyéndolo, se observa que al incrementarse la seccién eficaz el

acoplamiento requerido para tener una densidad de reliquia €2, = 0,26 disminuye.
a

1.

0.500 F

0.100 ¢
0.050 -

0.010

0.005F

0.001 ‘ ‘ ‘ v
100 500 1000 5000 104

Figura 9.2: Grafico a vs m, que reproducen €2, = 0,26.

9.2. Potencial Yukawa

Otro caso interesante en la comprension del concepto es el potencial Yukawa

[19, 20]. El potencial Yukawa repulsivo/atractivo en unidades SI

h m4C
V(r) =+~ e, 9.7)
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donde my es la masa del boson de intercambio.

Reemplazando en la Ec. (5.10))

d d
2—Rkl) + (k2 —

( I(l+1)  2pahic _mee,
r2dr" dr

5 :l:h2 . ek )Rkl(r)—o

r

También se puede escribir como

2 2 e n
dr r dr r

d?R 2dR Il(l+1 2u ache _mee
_i____wR_(kQ:Fh_[:a C _¢T)R—O.

No hay solucién analitica para esta ecuacion , pero puede resolverse numéri-
camente.
Analizamos el caso atractivo. Con el fin de obtener una expresién mas simple

para resolver hacemos el cambio de variables:
v =kr, R(r)= Nka'd(x), (9.8)

donde N es una constante de normalizacién de la funcién de onda.

Con ayuda de la regla de la cadena, encontramos

dR dR

TS = ke = NR (e @) + 2' ()
2 d
% = de—f = NI (I(1 = 1)2' 20y (2) + 202" 0} (2) + 2'0] (2)) .

Haciendo el cambio de variables en la ecuacion radial y reemplazando estos

dos términos, con ayuda de un poco de algebra encontramos

—bx

20+ gr(0) + <1+2a6x )@l(x) —0, (9.9)

@y () +

md,c
h

donde a = af y bx = T.

La condicién inicial puede obtenerse de esta ecuacion, haciendo x = 0.

a

20+ 120 + 208(0) =0 = H(0) =~

,(0). (9.10)



CAPITULO 9. EJEMPLOS DE ENSANCHAMIENTO DE SOMMERFELD53

A continuacién se grafica en la Fig. [0.3] el ensanchamiento de Sommerfeld en
funcién de la masa de particula incidente (TeV) para un potencial Yukawa atrac-
tivo, donde los pardmetros son o = 1/30, m, = 90GeV, el cédigo en Mathematica
se escribe en el apéndice Cap. [12]

Se observan resonancias que se acentian a bajas velocidades, por ejemplo a
velocidad v/c = 107> el ensanchamiento llega a S = 107. Adema4s, la resonancias
que se observan estan dadas para masas de particulas muy altas, a partir del
orden TeV, como se observa en Fig. 9.4

S

1000+

1 1 1 ] M
1 5 10 50 100

Figura 9.3: Ensanchamiento S en funcion de la masa (TeV) a distintas velocidades.

1000 -

10+

1 1 1 1 J M
0.001 0.010 0.100 1 10 100

Figura 9.4: Ensanchamiento S en funcién de la masa (TeV), con un rango de
masa: 1 GeV-100 TeV .

Podemos reescribir la Ec. en términos de los parametros

v m
€y = — = ¢

— 9.11
ac R aM’ ( )
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o lo que es igual a hacer: a = é y b= Z—i’. Podemos observar que los contornos
presentados en la Fig. muestran que el ensanchamiento ocurre para una velo-
cidad relativa baja, y que existen resonancias para combinaciones de la fraccion
mg/M, y que ademds cuanto menor sea el valor de este pardmetro mas seguido
sera el patréon de resonancias, es decir, a mayor masa de la materia oscura es mas

probable que tengamos ensanchamiento de Sommerfeld.

€y
€y 5

3x10"5

3x1075
4x10™4 1

4x10"3

0.100F 4x10°3
5x10°2
5x107°2
0.010 60
60
8

8
0.001

107 1074 0.001 0.010 0.100 1 €, 10
]

1074 0.001 0.010 0.100 1 10
€

(b) Mismo gréafico aumentado para la reso-

(a) SE en funcién de pardmetros eg y €. . .
nancia superior.

Figura 9.5: Contornos de ensanchamiento S del potencial Yukawa.
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9.2.1. Comparacion con el universo temprano

Como ya mencionamos en la seccién [6.0.3] el ensanchamiento de Sommerfeld
hoy es mucho mayor que en el Universo temprano, en la Fig. se muestra
contornos de acoplamiento versus la fraccion entre las masas boson y fermion
my/M,, el de la izquierda para una velocidad media a una temperatura actual y
la derecha para una velocidad media a una temperatura del desacoplo. Vemos que
en el Universo temprano el maximo ensanchamiento que se obtiene es del orden
S ~ 10 con el maximo acoplamiento o ~ 1, en cambio a una temperatura actual
es posible obtener un ensanchamiento del orden S ~ 10* con un acoplamiento
a ~ 0,01. El ensanchamiento de Sommerfeld se caracteriza el factor 1/v, este
resultado es particularmente importante para subhalos del halo de Milky Way
donde haya velocidades de 10 km/s, en la Fig. mostramos el ensanchamiento

para esta velocidad.

m,
0.010
0.005 /

6600

3000

1300

600 5.x1074 5.6
270

120

25 5x10%

10

1.x1078

a
1.x107% 0.001 0.005 0.010 0.050 0.100 0500 1

0.001 0.005 0.010 0.050 0.100 050 1 «a

(a) SE para una velocidad 150 km/s. (b) SE para una velocidad 0,37¢, es decir a

una temperatura 7' = M, /20.

Figura 9.6: Contornos de ensanchamiento S del potencial Yukawa de la fraccion
mgy /M, vs acoplamiento cv.
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my/ M S

0.001F

0.005

1400

403.5

1215

1.x107°

0.001 0.005 0.010 0.050 0.100 0500 1 @

Figura 9.7: SE para una velocidad 10km/s.

9.3. Interaccion espin-espin

En la ecuaciéon de Breit para bosén vector masivo calculado anteriormente,
consideramos solo mayores contribuciones del potencial (8.18]). De esta forma, el
primer término relevante para el ensanchamiento de Sommerfeld es la interaccion

espin-espin,

e_QcT

Ux)=(a+boy-0o2) (9.12)

r

Por lo tanto, tenemos un potencial bosénico (b = 0) y en este caso la ecuacién
de Schrodinger es resuelta usando producto tensorial entre el espacio posicion y
espin.

Si trabajamos en la representacién momentum, la parte no-diagonal del Ha-
miltoniano es la interaccion espin-espin o - o2, que puede ser diagonalizada en
la base comun |s;m;) ® |sama).

Después de esto, obtenemos dos ecuaciones, una para los estados tripletes ¢/,

y una para el estado singlete 1),:

] by = B, (9.13)

] b = BY, (9.14)
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Por lo tanto, en este caso tenemos que resolver el problema conocido de una
particula en un potencial Yukawa de la forma ye 9" /r con vy = a+by v =
a — 3b, para los estados triplete y singlete, respectivamente. Es bien conocido

que la seccion eficaz total para este scattering nucleén estd dada por o = %03 +

301, (see e.g. [23]). Donde o, y o, son las secciones eficaces para los estados

singlete y triplete, respectivamente. Entonces podemos notar que el factor de

ensanchamiento de Sommerfeld estd dado por:

1 3

donde S; y S, son los factores de ensanchamiento de la particula en el potencial
Yukawa con v = a+by v = a— 3b, respectivamente. Finalmente podemos notar

que para el caso de bosén escalar masivo no tenemos el término espin-espin (

v =a).

9.4. Potencial exponencial

Como fue discutido anteriormente, la forma del potencial nucleén-nucleén
no es conocida en forma exacta, algunas veces es necesario escoger un potencial
fenomenoldgico con el fin de describir tal interaccion. En este sentido, el potencial
exponencial atractivo

mge
V(r)y=—=Vee = "
puede ser usado como una aproximacién de un potencial nucleén [46]. Igualmente,
podria ser una forma de interaccion de materia oscura, por esta razén investiga-
mos si este potencial exhibe ensanchamiento de Sommerfeld.

En otras palabras, necesitamos calcular la funcién de onda que es solucién de
la ecuacion radial de Schrodinger y como estamos interesados en procesos
de baja energia necesitamos solo ondas-s, es decir, soluciones con [ = 0.

Con el fin de calcular x(r) realizamos el cambio estdndar de variables

r=ae " (9.16)
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donde « y £ son constantes, y escogiendo estas constantes como

My 2h

24/2uVy e
P

Podemos reescribir la Ec. (9.1)) en la forma de una ecuacién de Bessel:

d*x(z)  1dx(z) i*v?
— 1—— =0 9.17
dx? + x dx + x2 x(@) ’ (9.17)
donde v = %ﬁ:, corresponde a estados con energia positiva E.

La solucion general esta dada por

x(z) = AJy,(x) + BN, (z),

con Ji,(x) y Ny (x) son las funciones de Bessel y Newman respectivamente. Con
el requerimiento que la funcién de onda es finita cuando » — oo concluimos que

B =0, y la solucién general es de la forma

1 (BuVy _mae
R(r) = X _ 1, ( S Oe‘zﬁf) , (9.18)
r r mec
donde la condicién de x(0) — 0 nos lleva a
T ( v 8’“‘%) 0. (9.19)
mec

Es decir, la solucién debe satisfacer la condiciéon anterior, para la funcién de
Bessel de orden iv.

Es dificil observar el comportamiento de la funcion de onda escrita en esta
forma, pero al menos podemos analizar sus aproximaciones asintoticas.

Cuando r — oo = x — 0, la expresién asintética de J;,(z) cuando = — 0

~ (2/2)F
— I'(1+p)"

estd dada por J,(z)

Reemplazando en Ec. (9.18]) obtenemos

R(r) =~ . <m>6_k

- T +iv) \ myc r

I
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la cual es efectivamente una soluciéon asintética de scattering.

El ensanchamiento de Sommerfeld Ec. (9.2)) encontrado es

Sk =

V2 (@) (9.20)

2hk Jiv mgc

Como ya hemos mencionado, esta expresion es dificil de observar, pero pode-
mos evaluar esta expresién usando la forma asintética de la funcién de Bessel [44],
x> 1y |z] > |[v? — 1|, en el limite de baja energfa cinética(o equivalentemente

Vo> & ) tenemos

Ji(x) = 7r2_:c [cosh (u%) cos (x - Z> + isinh ( g) sin <x - %)} :

Recordando que para r — 0 x(0) — 0, pues R(0) tiene que ser finito, solo uno

de los dos términos usamos.

" \/7 Mgl mec, o (Mz) 1o (\/SMVOG_TZQ;CT - f)
mec 4
(9.21)
Usando este ultimo resultado y la Ec. (9.20) el factor de ensanchamiento de

Sommerfeld encontrado es

1 /2V 2 V8V
Sy = A/ gm¢—c sinh® (_/w z) cos® ( ro z) (9.22)
m\ pvs pv MC 2 mec 4

A continuacion, se muestra el resultado numérico del grafico del ensancha-

miento vs masa incidente en la Fig. [9.8] el cddigo es similar al del potencial

Yukawa mostrado en el apéndice

9.4.1. Estados ligados

Podemos reescribir la Ec. (9.1) en la forma de una ecuacién de Bessel:

d*x () N 1dx(z) n (1 _ ’/_2) (z) =0, (9.23)

dx? z dzx 2
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Figura 9.8: Ensanchamiento S en funcién de la masa (TeV).

Q,U,EB
mic2 ’

donde v? = corresponde a estados con energia de ligamiento £ = —FEp.

Cuya solucién, junto con la condicién de borde que R(0) sea finito nos lleva a

R(r) = , (9.24)

y se asegura la condicién de estado ligado R(r) — 0 cuando r — 0.

La condicién de x(0) — 0 nos lleva a

5 (L) —o (9.25)

m¢c

Con esta condicion de cuantizacion se puede calcular la energia de los estados

ligados.

9.5. El potencial § tri-dimensional y el neutrino
como materia oscura

En casi todos los estudios de neutrinos se asumen como relativistas o incluso
ultrarelativistas, esto pues los neutrinos que pueden ser detectadosﬂ requieren ser
energéticos para producir la reaccion correspondiente y su posterior deteccion.
Pero esto no significa que no existan los neutrinos no-relativistas en la naturaleza.

La temperatura actual del fondo césmico de neutrinos CNB es T, ~ 1,95K =

I'En detectores basados en: centelleadores, efecto Cherenkov o procesos radiativos.
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1,68 x 107* eV. Para masas de neutrinos: > 0,008¢V, > 0,05eV, > 0,1eV, y ZeV,
las velocidades medias son < 0,25¢, < 0,1¢, < 0,07¢, v < 0,02¢, respectivamente.
Donde usamos la relacion (%mxv2> = %k’T. Esta estimacion nos indica que las
reliquias del CNB son no-relativistas.

Ahora discutiremos el potencial tri-dimensional ¢ [47] como un modelo realista
para el scattering de neutrino a bajas energfas. Como ya vimos en la seccién [8.2.2]
este potencial emerge naturalmente en la aproximacién 1/c¢? y por lo tanto deberfa
explicar razonablemente la fenomenologia a bajas energias.

El movimiento en el potencial delta Ec. (8.30) es descrito por la ecuacién de

Schrodinger independiente del tiempo

2am,
(V2 + ) () = — 2 () (). (9.26)
donde k? = 2m,E y m, = % es la masa reducida de neutrinos. La ecuacion

integral de scattering, en este caso, es descrita por

vl = ol - 2 [ @ Glx - x) ) vi)
= x) — 2T G (0), (9.27)

donde p(x) = e’ representa la onda de plana incidente y la funcién de Green
satisface

(V?+ ) Gx—x) = —6(x—X). (9.28)

Haciendo x = 0 en Ec. (9.27)) encontramos

1
V(0) = ——gm (9.29)
1+ 2 G(0)
donde G(0) tiene la forma integral
d*p 1

La integral Ec.(9.30)) es divergente linealmente y puede ser evaluada regulari-
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zando con un cutoff A como en [47, 48] y obtenemos

A ik
G0)=— — —. 9.31
(0) 212 4w ( )
Notamos aqui que este resultado también puede obtenerse mediante regulariza-
cion dimensional como se muestra en el apéndice.

El infinito en G(0) nos indica que debe existir un renormalizacién tanto en la

funcién de onda como en el acoplamiento.

9.5.1. Solucién de scattering

Asumiendo que no existen estados ligados, la ecuacion de scattering Ec. ((9.27))

es

h(x) = @(x) + G(x) f(0), (9-32)

donde f(#) denota la amplitud de scattering, en este caso, dado por f(0) =

—2?\‘4";” 1 (0). Podemos determinar la amplitud de scattering de las Ecs. (9.29)) y

©.31)
4dr
f(e) = _2;7242_%%\_2]{
4m
- _W’ (933)
donde
yaA
Mp? = M2+ mﬂj‘ , (9.34)

con 1/M? denotando la constante de acoplamiento renormalizada. Es impotante
mencionar que la renormalizacion se efectia en la amplitud de scattering, pues
es una cantidad medible y finita.

Ahora podemos renormalizar la funcién de onda (0). Reemplazando la Ec.
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[©:31) en la Ec. (5:29)

1 1 M? 1
w<0) = amy A 7 amy 2 = 2 1.y, = ZwR(O)’
L+ i — ko Tk —ikgme  Mpl—ikys
(9.35)
donde Z = ﬁ—; es constante de renormalizacién , y 1¥g(0) es la funcién de onda
R
renormalizada.

Con este resultado calculamos el ensanchamiento de Sommerfeld

1

o (Q;”WRY (9.36)

Sk = [Wr(0)* =

Podemos reescribir el SE en términos de la velocidad, considerando obviamen-

te energia no-relativista (y cambiando de unidades naturales a S.I )

S, = . (9.37)

S
1.000

0.999 -

0.998 -

0.997 -

0.996 -

0.995 -

y (b) SE en la escala de 0 a

0.994 s : : : . -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10c 1

(a) SE para diferentes fracciones de masa neutrino/-
masa boson.

Figura 9.9: Ensanchamiento de Sommerfeld (SE) del potencial delta en funcion
de la velocidad.

Graficamos esta funcion en la Fig. para diferentes fracciones del neutrino
con el bosén m, /Mg, vemos que la dependencia de la velocidad no es muy sig-
nificante y en general el factor S — 1, aunque a altas velocidades disminuye
levemente.

Por completitud podemos calcular la seccién eficaz total en caso que este
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potencial sea el inico interactuante,
6473

(%>2+k2’

my

Opor = /dQ|f(0)\2 = (9.38)

donde hemos usado el hecho que a? =1 (pues a = +1). Notamos que la seccién

eficaz total (a bajas energias) alcanza un maximo cuando k = 0,
o = 167d2y, (9.39)

donde la longitud de scattering es definida como

my

deg (9.40)

Este resultado es independiente de «, es decir, si el potencial es atractivo o re-

pulsivo.

9.5.2. Estados ligados

Si el potencial es atractivo (o« = 1) puede haber estados ligados para E =

—|Ep| |47, [48]. En este caso, la ecuacién de scattering es (ver ((9.27))

2m,
—p

P(x) = G(x) ¥(0). (9.41)

La consistencia de (9.41]) nos conduce a la condicién

G(0) = —2‘]\22” (9.42)

Por otro lado, G(0) puede ser calculado de (9.30) con k* — —k? = —2m,,|Ep| tal
que (9.42)) conduce a

_M2_/d3p 1 _/dSp 1
2m, ) 27)3p2+k2 | (27)3p%+ 2m,|Ep]
A
R (9.43)

T o An
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Este resutado nos permite determinar la energia del estado ligado

1 [2nME\?
E:—\EB]:—Qm ( - R) : (9.44)

De este modo, vemos que si hay estados ligados presentes, la seccién eficaz total

sera
6473

_— 9.45
2m,,|EB| +k‘2 ( )

Otot =

Notamos que si para k = 0 en la Ec.(9.45]) obtenemos la seccion eficaz maxima.

Que puede ser escrita como
ol = ArGAm?2, (9.46)

donde m, representa la masa reducida de dos neutrinos de igual masa. Este
comportamiento es independiente de que el potencial sea atractivo o repulsivo.

La constante de acoplamiento es relevante y tiene un papel andlogo a la
constante de Fermi efectiva G'x en el scattering de de interacciones secretas pa-
ra neutrinos. En principio, limites para esa constante se pueden encontrar en
[42], 43],[49]-[53).

Vemos que aunque el ensanchamiento de Sommerfeld de este potencial no es
relevante, podemos utilizar este potencial en el marco de interacciones secretas

entre neutrinos.
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Restriccion mediante densidad de

reliquia

Como ya hemos mencionado, la seccién eficaz de aniquilacion en el tiempo
presente, con valores tipicos (av> ~ 107%'e¢m3 /s [54], es mucho mayor a la del

tiempo del freeze-out, datos experimentales sugieren (ov) . &~ 3 x 107%cm?/s, el

F
cual corresponde a la aniquilaciéon de WIMP térmico [55], esto ha dado lugar a
la postulacion del ensanchamiento de Sommerfeld como una posible causa de lo
anterior [56]. Si consideramos la materia oscura como reliquia térmica se puede

postular como una restriccién a la densidad de reliquia térmica de materia oscura.

10.1. Modelo simple

Un modelo sencillo de aplicar es que ademés de considerar la aniquilaciéon de
materia oscura en particulas del modelo estandar yxy — XX (X particula del
modelo estdndar, en este contexto leptones cargados) consideremos también la
aniquilacién en el portador de fuerza xx — ¢¢ (¢ bosén portador de fuerza). Un
esquema es representado en la fig. [10.1]

La aniquilacién en el portador de fuerza aumenta la seccién eficaz de aniquila-
cion en el freeze-out, y los pardmetros relevantes son restringidos por la densidad

de reliquia de materia oscura. Esto reduce los valores permitidos del factor de

71
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Figura 10.1: Esquema del modelo de aniquilacién de materia oscura.

ensanchamiento a bajas temperaturas.

Hemos mecionado que el ensanchamiento de Sommerfeld se puede llevar a cabo
mediante diferentes tipos de portadores de fuerza: vector, escalar o pseudoescalar
[57, 58] . En la actualidad hay numerosos modelos de materia oscura que incor-
poran simetria de gauge oscura, el cual puede incorporar bosones vectores tanto
pesados como livianos (o mas atin sin masa). También existen modelos multi-
Higgs que incorporan escalares pesados y/o livianos. Y en bosones de Goldstone
podemos encontrar un pseudoescalar.

Podemos encontrar diferentes efectos en el ensanchamiento de Sommerfeld
y su restriccion dependiendo de la naturaleza del portador de fuerza. En este
trabajo analizaremos los portadores de fuerza vector y escalar.

La presencia del ensanchamiento de Sommerfeld modifica el célculo de la
densidad de reliquia térmica de materia oscura como vimos en la seccion [9.1.1

Los procesos yx — XX y xx — ¢¢ posponen la temperatura del freeze-out,
de esta forma la densidad de reliquia disminuye. Con el fin de obtener la densida
de reliquia observada los pardametros relevantes como el acoplamiento deben ser
lo suficientemente pequenos, lo que a su vez produce una reduccion en el factor

de ensanchamiento a bajas temperaturas.

10.2. Boost factor

En general el boost factor consiste de dos partes, uno relacionado a la distri-
bucion de materia oscura y el otro a la descripcion de la dependencia de la tasa

de aniquilacién ov en v, esto pues la velocidad de dispersion de materia oscura
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es mayor en cimulos de materia oscura (subhalos) que en el halo huésped D

La expresion general para el boost factor tiene la forma [59)
B = Bay X By, (10.1)

donde el término Bay corresponde a la dependencia en la densidad de energia
del subhalo con respecto al halo huésped, término va mas alld del alcance de este
trabajo y no sera considerado. Por comodidad llamaremos boost factor solo a la
dependencia de la velocidad B,,.

En el modelo presentado la seccion eficaz de aniquilacién estd dado por

(01tV)0 = (OxxV)0 + (T¥)0- (10.2)

El promedio térmico de la seccién eficaz de aniquilacion después de incluir el

ensanchamiento de Sommerfeld de acuerdo a la seccién (4.3 obtenemos

(otot0) () = (So(v)) (@) (oxx0)0 + (S (V) (045v)0 ) (), (10.3)

donde S(v) = Sp(1)(v) si la aniquilacién xx — ¢¢ se produce mediante una onda

s(p)-

El boost factor puede cuantificarse

B,, = M (10.4)

(av>F

(1998

donde los subindices “n” y “F” se refieren a los tiempos presente y freeze out
respectivamente. Si no se considera una subestructura local de materia oscura
entonces se asume p = py y se cumple B = B,,.

Si se parametriza en el freeze-out la aniquilaciéon de materia oscura en particu-

las del modelo estandar como (Sy(v))(zr)(oxxv)o = n{ov) ., es decir, una frac-

!Cuando un halo pequeiio se fusiona con un halo significativamente més grande, se convierte
en un subhalo que orbita dentro del pozo potencial del halo huésped.
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cion del valor tipico, podemos reescribir el boost factor como

S n S n
B e SO ) | (S(0) gt} (22 03
(So(v))(zp) (ov)
La aniquilaciéon mediante un canal-t se espera mediante una onda-s
2
TQ
(0’¢¢U)0 = m_i (106)

Incluyendo la Ec. en la ecuacion de Boltzmann se puede restringir los
valores del acoplamiento a.. Para valores de n = 0,0,25,0,5 obtenemos las curvas
de la fig. [10.2] Vemos que a mayor valor de 7 menor serd el valor de a. Esto
es porque al aumentar la seccion eficaz de aniquilacion, la tasa de aniquilacion
también aumenta, por lo tanto se necesita un menor valor de o para obtener la

densidad de reliquia deseada.

a 'f
0.500+

0.100}

0.050

0.005

500 1000 5000 104
my (GeV)

Figura 10.2: Acoplamiento en la aniquilacién de materia oscura restringido por
la densidad de reliquia térmica.

Los contornos de las figuras y corresponden a la regiones permiti-
das en el ajuste de curvas para la fraccién de positrén sobre el total y flujo total
de electrones y positrones de los datos medidos de los experimentos AMS-02 y
Fermi-LAT, cuyos ajustes provienen de modelos de propagacion de rayos cosmi-
cos incluyendo la aniquilacién de materia oscura en leptones cargados (estados
intermedios) que decaen a electrones y positrones [54]. Aunque hay ajustes para

estados finales de los leptones cargados X = e, i1, 7 no estan presentes los esta-
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dos finales X = 2e y X = 4e pues sus regiones permitidas son contornos muy
pequenos (y delgados) comparados con los contornos de los otros leptones.

Al resolver los acoplamientos de la fig. podemos encontrar el boost factor
entre el tiempo actual y el freeze-out de la aniquilacién de materia oscura Ec.
mediante los procesos Yx — XX y Xx — ¢¢, cuya seccion eficaz de
aniquilacion Ec. . Encontramos las curvas superpuestas en las figuras
y[10.4] Las figuras muestran que el ensanchamiento de Sommerfeld puede explicar
datos de AMS-02 y Fermi-LAT s6lo en la aniquilacién de materia oscura a estados
finales X = 2p y X = 4pu. También vemos, en general, que se restringe boost

factor, a mayor valor de 1 esto es porque vimos que el acoplamiento o disminuye.

LU

[ [ Fermi-LAT(99.99999%CL) B[ [ Fermi-LAT(99.99999%CL)
C Fermi-LAT(99.999%CL) I Fermi-LAT(99.999%CL)
i Formi-LAT(99%CL)
AMS-02(99.99999%CL)
AMS-02(99.999%CL)
15-02(99%CL)

AMS-02(99%CL)

10°E 10°

107
107

10 P N P
P ! ~ * 200 10° 10"
200 10 myGeV) 10 my(GeV)

(a) Aniquilacién de materia oscura a 2u. (b) Aniquilacién de materia oscura a 4.

Figura 10.3: Boost factor vs masa m, junto a las regiones permitidas en el ajuste
a experimentos AMS-02 y Fermi-LAT.

DM->2t DM->41
F [ Ferm-iAT(e9.95989%CL)
Fermi-LAT(99.999%CL)

- [ Fermi-LAT(99.99999%CL)
B [ Fermi-LAT(99.999%CL)

Fermi-LAT(99%CL)
AMS-02(99.99999%CL)
AMS-02(99.999%CL)
AMS-02(99%CL)

AMS-02(99.999%CL)
)

10°

200 10 my(GeV) 10 200 10 my(GeV) 10

(a) Aniquilacién de materia oscura a 27. (b) Aniquilacién de materia oscura a 47.

Figura 10.4: Boost factor vs masa m, junto a las regiones permitidas en el ajuste
a experimentos AMS-02 y Fermi-LAT.
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Conclusion

El ensanchamiento de Sommerfeld es un efecto elemental en mecanica cuantica
no-relativista, el cual explica el efecto de un potencial en la seccion eficaz de inter-
accion. Para calcular este ensanchamiento de Sommerfeld, utilizamos mecanica
cuantica no-relativista, que en esencia el problema consiste en encontrar la fun-
ciéon de onda en el punto donde la interaccién toma lugar, usando la ecuacién de
Schrodinger.

Se ha derivado potenciales de dos cuerpos, usando una expansién de la am-
plitud de scattering en ordenes (1/c), para interacciones mediadas por bosones
vector y escalar, con el objeto de aplicarlo como una posible interacciéon de ma-
teria oscura fermidnica.

En el caso de materia oscura pesada estudiamos los potenciales Yukawa y
exponencial, se obtiene que exhiben ensanchamiento de Sommerfeld, por esta
razon pueden ser usados en modelos como posible interaccién de materia oscura.

En el caso de materia oscura liviana, se estudia el problema de scattering de
neutrinos del CNB, en el régimen de bajas energias, suponiendo que la interaccion
entre los neutrinos es de corto alcance estudiamos el potencial delta. Este poten-
cial surge a partir de un término efectivo, es necesario renormalizar la funcién
de onda en la divergencia. Al calcular el ensanchamiento de Sommerfeld, vemos
que el factor es aproximadamente uno, por lo que no es posible tratarlo como

ensanchamiento, pero si puede tratarse como una posible interaccion secreta.
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Finalmente vimos que una restriccion estricta surge de la densidad de reliquia
térmica de materia oscura, esto debido a la aniquilacion de particulas de materia
oscura en los portadores de fuerza introducidos por el mecanismo de ensancha-

miento de Sommerfeld.
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Apéndice

12.1. Cdbdigo en Mathematica del grafico ensan-
chamiento de Sommerfeld para el poten-
cial Yukawa atractivo

A continuacién se muestra el codigo en mathematica para la solucion de la
ecuacién de Schrodinger con potencial Yukawa atractivo y posterior grafico del
ensanchamiento de Sommerfeld vs masa de particula incidente en unidades TeV.

Para obtener la Fig. hay que cambiar el parametro v.

v = 10" —5;

a = 1/(30xv);

b[MO-] := 90/(1000%0.5%*M0xv);
ode4 [M_?NumericQ] := Block[{t},

ode4 [M] = First@NDSolve [{
y L]+ (2/6)xy T [t] + (1 + (2xa/t)«Exp[=b[M]xt])x*
ylt] =0,
y[0.0001] = 1, y’[0.0001] = —a}, y, {t, 0.0001, 100},
AccuracyGoal —> 12, PrecisionGoal —> 8];
SIM] = 1/((y[90]%90)"2 + (y[90] + 90xy’[90])"2) /. oded [M];
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ode4 [M]
5

S[MO_?NumericQ] := (ode4 [MO]; S[MO]);

LogLogPlot [S[M], {M, 1, 100},
PlotRange — {{1, 100}, {1, 10°8}}, MaxRecursion —> 7,
AxesLabel — {M, S} |

12.2. Regularizacién de integrales

L) = / D (12.1)

2m)"p?+ 2
12.2.1. Regularizacion por cut-off

El caso 3-dim, la integral diverge linealmente, se puede introducir el cutoff,

denotamos por |p| = p,

8 = [ s = |, s = o (o e,
_ AV (12.2)

o2 Arn’

EL resultado nos queda en funcién del parametro A.

12.2.2. Regularizacion dimensional

Usamos la integral general para n dimensiones [60]

=i (12.3)

;o / d"k 1 a2 (=) D(a—1%)
") @n)n (k2 42k - p — M?) 2m) T(a) (p? + M2)e—n/2’
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Para la integral p =0, —-M? =2, n=3ya =1

[Pk 1 A ()T -8
Ioz) = / QrP k2 +z (27)° D(1) (—z)i—372

V2 (12.4)

A1’

donde hemos usado I'(1) =1y I'(—1/2) = —2/7.
Regularizacién dimensional separa los términos finito e infinito en el resultado,

en este caso obtenemos directamente el resultado finito.

12.3. Sistema de dos particulas

El cambio de coordenadas de dos particulas a la del centro de masa y relativa
es basico en mecanica clasica, pero es necesario mostrarlo pues se usa en varios

capitulos de este trabajo sin mencionarlo.

12.3.1. Sistema clasico

Un Hamiltoniano para dos particulas puntuales de masas my y mo que inter-

actian mediante un potencial V' estd descrito por

p12 P22
H=—+—"4+V — . 12.5
9y + 9mis + V(%1 — X2) (12.5)

Haciendo el cambio de coordenadas a la del centro de masa y relativa

miXy + MaXa

— e e = — 12.6

Xcm Mty X = X1 — Xz, ( )

M = mqy+ ma, M:M‘ (12.7)
my + Mo

Combinando estas ecuaciones encontramos el nuevo momentum para ambas
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coordenadas

Pcm = M=Xcm = p1 + P2, (12.8)
. mo mq
P HX =P b2 (12.9)

De las Ecs. ([12.6])-(12.9) se encuentra:

mimy = M, (12.10)
2 2 2 2
P1 P2 _ P Pcom (12‘11)
2my  2me 20 2M
mixi® +mexa® = x4+ Mxcwm®, (12.12)
P1-X1+P2-X2 = P -X+PpcMm-XcMm (12.13)
L1 —I— L2 - L + LCMa (1214)

las ultimas dos ecuaciones son iguales, pero usamos la definicién de momentum
angular.
Debido a lo anterior podemos reescribir el Hamiltoniano como
2 2 2 2
P1 P2 _ PcMm p

H=X X2 — = — . 12.1
ST + s + V(%1 — X2) i + 2 + V(x) (12.15)

12.3.2. Sistema cuantico

En mecédnica cuantica los observables pasan a ser promovidos a operadores y

aplicando la regla de conmutacion

[Xi, pj] = zh(Sw (1216)
H=Hp+ H,, (12.17)

2 2
donde Hp = ZSM y H, = 5+ V(x).
Los autovectores de Hr y H,., haciendo el producto tensorial, corresponden a

los autovectores de H.
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Asi podemos escribir la funcién de onda general como
U(xem, X) = Yr(xem) Vi (%), (12.18)

donde las funciones de onda se pueden encontrar de las Ecs. de Sch.

HR\IJR(XCM) = (—;I—J\Z,V%%) \DR<XCM)7 (1219)
HY,.(x) = (—;—MV2+V(X)) 0,.(x). (12.20)

De esta forma, el problema a resolver correspode a la coordenada relativa, lo

cual viene implicito en este trabajo en el tratamiento de scattering.
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