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Resumen

En la presente tesis se abordan dos importantes problemas que se enmar-

can dentro de la F́ısica de la Información Cuántica. El primero de ellos, se

relaciona con uno de los aspectos más intrigantes de la mecánica cuántica: el

entrelazamiento. En particular, se desarrolla un protocolo cuántico que nos

permite medir experimentalmente el entrelazamiento contenido en estados

puros de dos qubits y dos qutrits. También, se estudian algunas posibles im-

plementaciones de este protocolo, utilizando dos importantes arquitecturas

f́ısicas: átomos de Rydberg cruzando cavidades de microondas tridimension-

ales y sistemas de iones atrapados.

En el segundo problema, abordaremos uno de los recursos esenciales para

el procesamiento cuántico de la información como lo es la detección de fo-

tones. En particular, desarrollaremos un modelo teórico para la fotodetección

de alta eficiencia en el regimen cuántico de las microondas, y su posible im-

plementación f́ısica utilizando circuitos cuánticos superconductores.
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A.1. Efecto Josephson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

A.2. Formalismo de flujos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

A.3. Qubit de carga (Cooper-Pair Box) . . . . . . . . . . . . . . . . 125

A.4. Qubit de flujo (rf-QUID) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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2.3. Representación esquemática de una compuerta controlada U . . 27

2.4. Representación de una compuerta controlada NOT (CNOT). . 28

2.5. Concurrencia para el estado puro de dos qubits |ψ〉 = p|00〉+√
(1− p2)|11〉 como función del parámetro p. . . . . . . . . . . 38
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atrapado interactúando con un campo laser de frecuencia ω. . 53

2.9. (a) Una juntura Josephson está compuesta por dos supercon-
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Caṕıtulo 1

Introducción

El desarrollo de la teoŕıa cuántica ha permitido dar una descripción coher-

ente del mundo f́ısico, no solamente a escala microscópica [1] sino también a

escala macroscópica [2]. Originalmente impulsada por los famosos experimen-

tos pensados (gedanken), en donde los f́ısicos imaginaban máquinas simples

que manipulaban átomos aislados o fotones. Hoy en d́ıa tales idealizaciones

han sido hechas realidad [3, 4] permitiéndonos observar, in situ, los aspec-

tos contra-intuitivos de la mecánica cuántica, tales como superposición de

estados, entrelazamiento y complementariedad.

La mecánica cuántica también ha dado lugar a importantes aplicaciones.

A principios de la década de 1980, algunos f́ısicos de la época como P.

Benoiff [5] y R. Feynman [6], dieron los primeros pasos en la ciencia de

la información cuántica al exponer las primeras consideraciones teóricas de

cómo sacar provecho de los aspectos contra intuitivos de la teoŕıa cuántica,

para realizar operaciones imposibles con máquinas que obedecen a la lógica

clásica. Estas ideas fueron apoyadas posteriormente por los trabajos de D.

Deutsch [7], Deutsch y Jozsa [8], P. Shor [9], L. Grover [10], entre otros, en

donde se mostró que un procesador que obedezca a las leyes de la mecánica

10
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cuántica, puede realizar operaciones de forma más eficiente de lo que lo haŕıa

un procesador clásico. En particular, P. Shor [9] desarrolló un algoritmo para

la factorización de números primos y el cálculo de logaritmos discretos en un

computador cuántico. Si bien este proceso de factorización puede llevarse a

cabo en un computador clásico, la caracteŕıstica más importante del algo-

ritmo de Shor es la notable reducción del tiempo de computación. Esta va

desde tiempos exponenciales a tiempos polinomiales de computación.

El estudio de la teoŕıa cuántica de la información no solamente ha sido

enfocada en explotar las leyes de la mecánica cuántica con fines computa-

cionales, sino que también gran parte de su esfuerzo ha sido dirigido hacia lo

que se conoce como comunicación cuántica, en donde han sido desarrollados

protocolos elegantes para la distribución de clave cuántica [11, 12] y la tele-

portación cuántica [13]. Desde un punto de vista general, el gran desarrollo

teórico de la ciencia de la información cuántica combinado al extraordinario

avance experimental, han dado origen a lo que hoy denominamos “f́ısica de

la información cuántica” [14, 15,16].

Para que un sistema f́ısico opere como un procesador cuántico, este debe

satisfacer los siguientes requerimientos, también conocidos como los criterios

de DiVincenzo [17]. Almacenar y procesar información cuántica requieren (i)

escalabilidad, es decir, un sistema f́ısico que permita disponer de un número

suficiente de entidades básicas de información o bit cuánticos, también cono-

cidos como qubits, los cuales puedan ser (ii) inicializados en estados cuánticos

bien definidos. Estos estados deben tener (iii) tiempos de vida largos para ase-

gurar la coherencia del sistema durante el proceso computacional. La necesi-

dad de manipular coherentemente la información almacenada requiere (iv)

un conjunto de compuertas lógicas universales entre los qubits, las cuales

deben ser implementadas usando interacciones controlables de los sistemas

cuánticos. Finalmente, y uno de los puntos claves en el desarrollo de esta
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tesis, determinar confiablemente el resultado de una computación cuántica

requiere (v) un procedimiento de medición que sea eficiente.

Si bien, hoy en d́ıa no se cuenta con un dispositivo que satisfaga a cavali-

dad todos los requerimientos anteriores, es indudable que la tecnoloǵıa actual

no sólo ha permitido la verificación experimental de muchos de los protoco-

los de computación y comunicación cuántica, sino que también ha permitido

poner de manifiesto los aspectos que más distiguen a la mecánica cuántica de

su contrapartida clásica. Entre las principales arquitecturas f́ısicas debemos

nombrar los sistemas de iones atrapados [4], la electrodinámica cuántica de

cavidades [18,19,3] y los circuitos cuánticos superconductores [20,21,22,23],

los cuales en conjunto con el desarrollo de las gúıas de onda coplanares cuasi

unidimensionales [24], conforman el incipiente campo de la electrodinámica

cuántica de circuitos [25,26,27].

Un elemento clave dentro de las aplicaciones de la teoŕıa cuántica de la

información es el entrelazamiento cuántico. Desde que en 1935 fue presentado

el trabajo de Einstein, Podolski y Rosen (EPR) titulado Can Quantum-

Mechanical Description of Physical Reality be Considered Complete? [28],

el entrelazamiento fue sujeto de gran controversia y materia de debate cuasi

filosófico, debido a las implicaciones fundamentales sobre la completitud de

la mecánica cuántica como una teoŕıa realista local.

Actualmente el entrelazamiento es un recurso clave para aplicaciones tales

como operaciones lógicas cuánticas controladas [29], distribución de clave

cuántica [11, 12] y teleportación cuántica [13]. Además, la generación de es-

tados entrelazados ha sido extensivamente explorada desde el punto de vista

experimental en muchos escenarios f́ısicos tales como los fotones [30], part́ıcu-

las masivas como los iones atrapados [4], átomos en cavidades [3], puntos

cuánticos [31], circuitos cuánticos superconductores [32,33], entre otros.

Durante las últimas dos décadas, la teoŕıa cuántica de la información ha
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tenido un importante desarrollo en cuanto a caracterizar y cuantificar el en-

trelazamiento para estados cuánticos generales. Los resultados más fruct́ıferos

han sido logrados en sistemas cuánticos bipartitos de qubits, en donde impor-

tantes contribuciones [34, 35, 36, 37, 38, 39] han permitido resolver completa-

mente el problema de la separabilidad y la cuantificación del entrelazamiento.

En sistemas bipartitos de más alta dimensión, se sabe que el grado de

entrelazamiento de un estado puro de dimensión n⊗m puede ser cuantificado

através de la denominada concurrencia I [40,41], la cual relaciona la cantidad

de entrelazamiento contenido en el estado a la pureza de su matriz densidad

marginal. Sin embargo, al considerar una matriz densidad general el problema

de caracterizar y cuantificar el entrelazamiento se convierte en una tarea

dif́ıcil de llevar a cabo. A pesar de esto, se han alcanzado logros importantes

al estudiar cotas inferiores para el entrelazamiento [42,43,44,45].

Debido al rol clave del entrelazamiento cuántico en todas las aplicaciones

antes mencionadas, la búsqueda de métodos eficientes para su detección ex-

perimental y cuantificación son de gran importancia. Una de las principales

dificultades que surge al enfrentar este problema, es debido al hecho que las

medidas de entrelazamiento existentes tales como la concurrencia de Woot-

ters [39], son funciones no lineales de los parámetros asociados al estado

cuántico. Además, la concurrencia involucra la operación no f́ısica de la con-

jugación compleja de un estado cuántico. En este contexto, un gran esfuerzo

teórico ha surgido inspirado en la búsqueda de mecanismos eficientes para

detectar entrelazamiento cuántico [46,47].

El primer objetivo de esta tesis es abordar el problema de la medición del

entrelazamiento cuántico contenido en estados puros bipartitos de dimensión

2⊗ 2 y 3⊗ 3. En ambos casos, se desarrolla un protocolo el cual está basado

en la disponibilidad de una copia doble del estado puro en cuestión, además

de operaciones locales y no locales para procesar la información cuántica a
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conveniencia. Para la implementación f́ısica de ambos protocolos haremos

uso de dos sistemas f́ısicos mencionados antes: sistemas de iones atrapados

y átomos cruzando cavidades de microondas tridimensionales. Debido a que

en estos sistemas es posible implementar una gran variedad de compuertas

locales y no locales, junto a métodos de detección de estados cuánticos de alta

eficiencia, los hace especialmente adecuados para realizar una gama amplia

de protocolos cuánticos y en particular los que presentaremos en esta tesis.

Por otro lado, la fotodetección cuántica en el régimen óptico [48] ha ocu-

pado un rol central en comprender la interacción entre la radiación y la

materia. Esta también ha contribúıdo al desarrollo de la f́ısica atómica y la

óptica cuántica, con aplicaciones a la metroloǵıa, la espectroscoṕıa y partic-

ularmente en el procesamiento cuántico de la información. La existencia de

estos detectores está implicada por cualquier protocolo cuántico que involu-

cre fotones ópticos, ya sea por su interacción coherente con la materia [14] o

con dispositivos puramente ópticos [49]. Estos protocolos van desde la carac-

terización y reconstrucción de estados no clásicos de luz propagante mediante

tomograf́ıa cuántica homodina [48], hasta la lectura con muy alta fidelidad

de qubits atómicos [4]. Ambos ejemplos, provenientes de la óptica cuánti-

ca, han mostrado ser de gran influencia en el campo de la electrodinámica

cuántica de circuitos con la primera propuesta teórica [50] para medir los

observables relavantes de microondas propagantes, y una propuesta reciente

para la lectura de qubits [51]. A pesar de estos esfuerzos, será muy dif́ıcil

cubrir la necesidad de detectores y contadores de fotones cuando el cam-

po emergente de las microondas cuánticas aborde problemas tales como la

comunicación cuántica, implementaciones de criptograf́ıa cuántica y otros

protocolos avanzados de información cuántica [14,49].

Es por esta razón que la detección y contaje de fotones en el régimen

de microondas se convertirá en un tópico central en los circuitos cuánticos
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superconductores, los cuales interactúan con campos de microondas propa-

gantes o confinados dentro de una cavidad. Hasta ahora se ha demostrado

el intercambio de fotones individuales entre qubits superconductores y res-

onadores cuánticos [52, 53, 54], la resolución de estados de Fock del campo

electromagnético en un circuito superconductor [55], la generación de fotones

individuales propagantes [56], el primer esfuerzo teórico para detectar fotones

propagantes [57, 58], y los efectos no lineales que surgen de la presencia de

un qubit en un resonador [59,60].

Hay muchos desaf́ıos para el diseño de un detector de fotones en el régimen

de microondas en electrodinámica cuántica de circuitos: i) los amplificadores

lineales criogénicos disponibles son incapaces de resolver el régimen de pocos

fotones. ii) Se sabe que en el espacio libre la sección eficaz entre los campos

de microondas y los bit cuánticos es pequeña. iii) El uso de cavidades para

mejorar el acoplamiento introduce problemas adicionales, tales como la sin-

tonización a la frecuencia del modo de la cavidad y el compromiso entre un

alto factor de calidad Q y alta reflectividad. iv) La imposibilidad de realizar

la medida continua sin la retroacción [57], la cual conlleva al problema de

sincronizar el proceso de detección con la llegada del campo a ser medido.

Hasta el momento se han observado propuestas teóricas y experimentales que

pueden resolver algunos, pero no todos estos problemas. La mayoŕıa de ellos

se orienta hacia la evolución unitaria o coherente del sistema fotón-qubit, ayu-

dadas por efectos dispersivos no lineales [59,55] o efectos de bifurcación [61].

Sin embargo, hasta ahora no se conoce una implementación de un contador

o un simple detector de fotones en el régimen de microondas.

El segundo objetivo de esta tesis es la propuesta teórica de un detector

de fotones de alta efeciencia en el régimen de microondas, el cual también

puede funcionar como un contador de fotones. La propuesta está basada

en la tecnoloǵıa actual de los circuitos superconductores en dos frentes. El
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primero corresponde al desarrollo de átomos artificiales y qubits [20,21,22,23]

para computación cuántica y el procesamiento cuántico de la información.

El segundo frente es el acoplamiento eficiente de estos elementos a gúıas de

microondas y cavidades [25,26,27]. Como punto de partida se presentará un

modelo abstracto, el cual describe la interacción de campos propagantes con

elementos discretos con tres niveles de enerǵıa distinguibles, a partir del

cual es posible calcular la fracción de fotones absorbidos en términos de los

distintos parámetros del sistema. Al implementar este modelo abstracto en

circuitos cuánticos superconductores, seremos capaces de expresar la can-

tidad relevante en el proceso de absorción en términos de los parámetros

asociados al circuito, por ejemplo, la impedancia de la ĺınea de transmisión,

las capacitancias presentes en la arquitectura, etc. Finalmente discutiremos

brevemente las limitaciones e imperfecciones de esta propuesta.

Los resultados de esta tesis han sido publicados en los siguientes art́ıculos

Direct measurement of concurrence for atomic two-qubit pure states

G. Romero, C. E. López, F. Lastra, E. Solano, and J. C. Retamal, Phys.

Rev. A 75 , 032303 (2007).

Detecting entanglement in a two-qutrit pure state

G. Romero, C. E. López, and J. C. Retamal, sometido a publicación.

Microwave Photon Detector in Circuit QED

G. Romero, J. J. Garćıa Ripoll, and E. Solano, Phys. Rev. Lett. 102,

173602 (2009).

Esta tesis está organizada de la siguiente forma. En el caṕıtulo 2 se presen-

tan los fundamentos necesarios para el desarrollo de esta tesis, en particular,

discutiremos conceptos relacionados a la computación e información cuánti-

ca y describiremos en detalle los sistemas f́ısicos utilizados a lo largo de esta
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tesis. En el caṕıtulo 3 se muestra un protocolo cuántico para la medición ex-

perimental de la concurrencia para estados puros de dos qubits y su posible

implementación f́ısica en sistemas de cavidades de microondas tridimension-

ales y sistemas de iones atrapados. En el caṕıtulo 4 se discute un protocolo

para la medición del entrelazamiento contenido en un estado puro de dos

qutrits y su posible implementación en sistemas de iones atrapados. En el

caṕıtulo 5 se presenta una propuesta teórica para un detector de fotones en

el régimen de microondas. Esta propuesta está basada en la tecnoloǵıa actual

de los circuitos cuánticos superconductores. Finalmente, en el caṕıtulo 6 se

presentan las conclusiones generales de esta tesis.



Caṕıtulo 2

Fundamentos

En este caṕıtulo presentaremos los fundamentos teóricos necesarios para

el desarrollo de esta tesis. En particular, daremos una breve descripción de los

postulados de la mecánica cuántica, resumiremos los principales conceptos

asociados a la computación e información cuántica; tales como el qubit, com-

puertas lógicas de uno y dos qubits, y el entrelazamiento cuántico bipartito.

Posteriormente se presentarán tres importantes sistemas f́ısicos: cavidades

de microondas tridimensionales, iones atrapados, para finalizar con qubits

superconductores y electrodinámica cuántica de circuitos. En todos ellos dis-

cutiremos las herramientas necesarias que serán utilizadas en caṕıtulos pos-

teriores.

Particularizando a los iones atrapados y cavidades de microondas, discu-

tiremos la implementación f́ısica de un qubit, la manipulación de los estados

del qubit mediante campos clásicos y cuánticos, y los distintos métodos para

la detección de estados cuánticos. En el último sistema f́ısico, discutiremos

las principales implementaciones de qubits fabricados de elementos super-

conductores. En particular, se presentarán el qubit de carga, el de flujo,

y el de fase o current-biased Josephson junction (CCJJ), dándole mayor

18
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énfasis a este último por razones que serán explicadas posteriormente. Final-

izando este caṕıtulo, discutiremos las guias de ondas coplanares, las cuales

acopladas a circuitos superconductores discretos, conforman el campo de la

electrodinámica cuántica de circuitos.

2.1. Formulación Matemática de la Mecánica

Cuántica

La mecánica cuántica, como una teoŕıa rigurosa y su formulación matemática

que consta de los siguientes postulados:

Postulado 1

A un tiempo dado t0, el estado de cualquier sistema f́ısico aislado está de-

scrito por un vector unitario |ψt0〉 en un espacio vectorial complejo llamado

espacio de Hilbert, H.

Un espacio de Hilbert, es un espacio vectorial definido en los números

complejos C, cuyos elementos corresponden a funciones complejas de cuadra-

do integrables L2(C). En notación de Dirac, estas funciones son denotadas

por un ket en el espacio de estados, esto es, |ψ〉. Además, a cada vector en

H le corresponde un objeto en el espacio dual H∗ denotado por un bra, esto

es, 〈ψ|.
Este espacio tiene producto interno 〈ψ|ϕ〉 : H×H → C, es decir, mapea

un par ordenado de vectores a los números complejos y cuyas propiedades

son las siguientes:

(i) 〈ϕ|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉∗. (Simetŕıa)

(ii) 〈ϕ|(a|ψ1〉+ b|ψ2〉) = a〈ϕ|ψ1〉+ b〈ϕ|ψ2〉. (Linealidad)

(iii) 〈ψ|ψ〉 > 0; 〈ψ|ψ〉 = 0 si y sólo si |Ψ〉 = 0. (Positividad)
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Dos vectores |ψ1〉, |ψ2〉 pertenecientes a este espacio de estados se dicen

ortogonales si se cumple que 〈ψ1|ψ2〉 = 0. Además, a partir de la definición

de producto interno es posible definir la norma de un vector:

||ψ|| =
√
〈ψ|ψ〉, (2.1)

que es un número real y positivo. ||ψ|| = 0 si y sólo si |ψ〉 = 0.

Por último debemos mencionar que el espacio de Hilbert debe ser comple-

to, lo que en el caso de espacios con dimensión infinita asegura la convergencia

de expansiones en funciones propias.

Postulado 2

Cada cantidad f́ısica medible u observable, está descrita matemáticamente

por un operador hermı́tico Â que actúa en H.

Un operador es un mapeo lineal que transforma un vector en otro vector

dentro del mismo espacio de Hilbert H:

Â : |ψ〉 → Â|ψ〉, Â(α|ψ〉+ β|ϕ〉) = αÂ|ψ〉+ βÂ|ϕ〉. (2.2)

El adjunto del operador Â está definido por:

〈ψ|Â†|ϕ〉 = 〈ϕ|Â|ψ〉∗, (2.3)

para todos los vectores |ψ〉, |ϕ〉. El operador Â se dice hermı́tico si Â = Â†.

Un operador hermı́tico en un espacio de Hilbert H tiene una respre-

sentación espectral, es decir, sus autoestados forman una base ortonormal

completa en H. Es posible representar un operador hermı́tico Â como:

Â =
∑

n

anP̂n, (2.4)
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donde cada an es un autovalor de Â, y P̂n es la correspondiente proyección

ortogonal sobre el espacio de autovectores con autovalor an.

Postulado 3

El resultado de una medida sobre un observable f́ısico Â es alguno de

autovalores de este operador:

Â|ψn〉 = an|ψn〉, (2.5)

donde an pertenece a los números reales (R).

En mecánica cuántica, las mediciones están descritas por un conjunto

{P̂m} de operadores de medición. El ı́ndice m da cuenta de los resultados

posibles de la medición. Si el sistema cuántico está en un estado |ψ〉, inmedi-

atamente antes de la medición la probabilidad de obtener un resultado m

está dada por

p(m) = 〈ψ|P̂ †
mP̂m|ψ〉, (2.6)

e inmediatamente después de la medición el estado del sistema colapsará a

|ψ〉 → P̂m|ψ〉√
〈ψ|P̂ †

mP̂m|ψ〉
, (2.7)

Postulado 4

La evolución temporal de un sistema cuántico cerrado es unitaria, y es

generada por un operador hermı́tico llamado el Hamiltoniano del sistema.

En el cuadro de Schrödinger, el vector |ψ〉 que describe al sistema evoluciona

de acuerdo con la ecuación de Schrödinger

i~
∂|ψ〉
∂t

= Ĥ|ψ〉, (2.8)

donde Ĥ es el Hamiltoniano.
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2.2. Computación e Información Cuántica

En esta sección se presentarán los elementos básicos de la computación

e información cuántica. En particular, se introducirá el bit cuántico o qubit,

compuertas lógicas cuánticas de un qubit y dos qubits, y finalmente el con-

cepto de entrelazamiento cuántico bipartito.

2.2.1. Bit cuántico o qubit

Un computador clásico utiliza bits con dos valores posibles 0 y 1 para

representar números binarios, pero un computador cuántico almacena in-

formación como bits cuánticos o qubits. Un qubit corresponde a cualquier

sistema f́ısico cuyo espacio de Hilbert accesible tiene dimensión d = 2. En

otras palabras, un qubit tiene dos estados posibles |0〉 y |1〉 en notación de

Dirac para los estados cuánticos. En esta base {|0〉, |1〉} denominada base

computacional, el estado cuántico de un sistema de dos niveles puede ser

escrito como:

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, (2.9)

donde α y β son números complejos que satisfacen la condición de normal-

ización |α|2 + |β|2 = 1.

Más adelante veremos que una mejor visualización del estado cuántico

de un sistema de dos niveles, puede ser representado como un punto con

coordenadas polares θ y φ sobre una esfera unitaria y en cuya representación,

Eq. (2.9) puede ser expresado como:

|ψ〉 =

[
cos

(
θ

2

)
|0〉+ eiφ sin

(
θ

2

)
|1〉

]
eiφ′ . (2.10)

Aqúı, el factor de fase global eiφ′ no tiene efectos observables y por lo tanto
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usualmente es omitido.

2.2.2. Compuertas lógicas cuánticas

A continuación se presentarán algunas compuertas lógicas y sus princi-

pales propiedades. En particular, se mostrarán compuertas de un qubit y

compuertas controladas.

Compuertas de un qubit

Las compuertas de un qubit corresponden a transformaciones unitarias

que actúan sobre el estado cuántico del sistema.

Formalmente, cualquier sistema de dos niveles tiene una representación

de pseudo-spin cuyas componentes a lo largo de una dirección arbitraria en el

espacio tridimensional, puede tomar solamente uno de dos valores ±~/2. Esta

descripción nos entrega una manera útil de visualizar el estado cuántico de

un sistema de dos niveles, representándolo como un punto con coordenadas

polares θ y φ sobre una esfera unitaria, ver Fig. 2.1. Este cuadro se conoce

generalmente como representación de la esfera de Bloch y al vector ~v =

(cos φ sin θ, sin φ sin θ, cos θ), como al vector de Bloch.

El observable más general en la representación de pseudo-spin, puede ser

expresado como una combinación lineal con coeficientes reales del operador

identidad I(2× 2) y los tres operadores de Pauli σi = 2Si/~(i = X, Y, Z), los

cuáles en la base de autoestados de σZ , son:

σX =

(
0 1

1 0

)
, σY =

(
0 −i

i 0

)
, σZ =

(
1 0

0 −1

)
. (2.11)
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Figura 2.1: Representación de la esfera de Bloch para un sistema de dos

niveles.

Estos operadores satisfacen las reglas de conmutación:

[σi, σj] = 2iεijkσk, (2.12)

donde εijk es cero si dos ı́ndices son iguales y +1 o −1 cuando son distintos,

dependiendo de la paridad de permutación de {ijk}.
Los autovalores de los operadores σi son ±1. Los autovectores de σZ

con autovalores +1 y −1 se denotan por |0〉 y |1〉, respectivamente. Estos

representan los polos norte y sur de la esfera de Bloch Fig. 2.1. Los cor-

respondientes autovectores de σX son combinaciones lineales simétricas y

antisimétricas |0/1X〉 = (|0〉 ± |1〉)/√2 mientras que los autovectores de σY

son |0/1Y 〉 = (|0〉 ± i|1〉)/√2. Estos autoestados tienen su correspondiente

representación en la esfera de Bloch ver Fig.2.1.

El observable de traza nula más general para un sistema de dos niveles

corresponde a una componente de sṕın a lo largo de la dirección definida por

el vector unitario ~v con coordenadas polares θ y φ (Fig.2.1). Este se expresa
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Figura 2.2: Representación esquemática de compuertas de un qubit, con su

correspondiente operador de evolución: I para la compuerta identidad, σX

para la compuerta NOT, σZ para la compuerta de fase y H para la compuerta

Hadamard.

en términos de la matrices de Pauli como:

σ~v = cos θ σZ + sin θ cos φ σX + sin θ sin φ σY =

(
cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)
.

(2.13)

El observable σ~v también tiene un espectro ±1, con autoestados:

|0~v〉 = cos (θ/2)|0〉+ sin (θ/2)eiφ|1〉;
|1~v〉 = sin (θ/2)|0〉 − cos (θ/2)eiφ|1〉. (2.14)

Cuando el vector unitario ~v rota en el espacio, |0~v〉 explora completamente

el espacio de Hilbert del pseudo-spin. El estado de spin más general, Ec. (2.9),

es de hecho el autoestado con autovalor +1 de la componente de spin a lo

largo de la dirección ~v de coordenadas polares θ y φ, definido por la relación

tan (θ/2)eiφ = β/α.

Las compuertas de un qubit implementan rotaciones en el espacio de

Hilbert del pseudo-spin. Estas compuertas las representamos esquemática-

mente como se muestra en Fig. 2.2. Dado el estado cuántico más general

para un sistema de dos niveles, |ψ〉 = α|0〉+ β|1〉 , estas compuertas actúan
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como sigue:

σX(α|0〉+ β|1〉) → α|1〉+ β|0〉, (2.15)

esto es, σX intercambia los estado cuánticos de la base computacional |0〉 ↔
|1〉. Esta compuerta representa el análogo cuántico de la compuerta clásica

NOT, la cuál actúa de la siguiente forma sobre un bit 0, 1

0 → 1

1 → 0.

(2.16)

Por otro lado, las otras compuertas actúan de esta manera:

σZ(α|0〉+ β|1〉) → α|0〉 − β|1〉
H(α|0〉+ β|1〉) → 1√

2
[α(|0〉+ |1〉) + β(|0〉 − |1〉)].

(2.17)

Es importante notar lo siguiente, mientras que sólo existe un tipo de com-

puerta clásica de un bit (compuerta NOT), para un qubit existen más de

una, como se ha expuesto aqúı. De hecho, cualquier operación unitaria de un

qubit puede ser considerada como una compuerta lógica.

Compuertas cuánticas controladas

Las compuertas cuánticas controladas o compuertas de dos qubits, acoplan

los bits de ’control’ y ’objetivo’ de acuerdo a una dinámica condicional, im-

plementando una proposición lógica del tipo si A es verdad, realice B. La

acción B, presentada sobre el bit objetivo, puede ser cualquier operación

unitaria U . La verdad de la afirmación A generalmente corresponde al valor

1 del control, su ’negación’ al valor 0. Si el control está inicialmente en el
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Figura 2.3: Representación esquemática de una compuerta controlada U .

estado |1〉 (A es verdad) o en el estado |0〉 (A no es verdad), este estado

permanece inalterado en la operación de la compuerta.

Se denomina ’compuerta controlada U ’, a la compuerta que implementa

la siguiente ’tabla de verdad’:

|0〉|ψ〉 → |0〉|ψ〉; |1〉|ψ〉 → |1〉U |ψ〉, (2.18)

donde el primer y el segundo ket en cada expresión representa al qubit de

control y objetivo, respectivamente. Claramente esta operación, la cuál trans-

forma la base ortogonal de dos qubits |a, b〉 (a, b = 0, 1) en otra base ortog-

onal, debe ser unitaria. Al igual que en el caso de compuertas cuánticas de

un qubit, las compuertas controladas se representan esquemáticamente como

muestra la Fig.2.3. En esta figura, las dos ĺıneas horizontales representan al

bit de control (ĺınea superior) y al bit objetivo (ĺınea inferior). El control

condicional está simbolizado por una ĺınea vertical y el cuadrado (contenien-

do el śımbolo de la operación condicional) sobre la ĺınea del qubit objetivo.

Una de las principales compuertas lógicas de esta clase es la compuer-

ta NOT controlada o CNOT. Esta compuerta tiene una representación es-

quemática tal como se muestra en la Fig. 2.4.
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Figura 2.4: Representación de una compuerta controlada NOT (CNOT).

La acción de la compuerta CNOT se representa por

|c〉|t〉 → |c〉|t⊕ c〉, (2.19)

donde ⊕ representa la suma en módulo 2 y los estados |c〉 y |t〉 dan cuenta

del qubit de control y el qubit objetivo, respectivamente. En otras palabras,

esta compuerta realiza una operación NOT sólo cuando el qubit de control

está en el estado |1〉 de otra forma el qubit objetivo es dejado intacto.

2.2.3. Entrelazamiento cuántico

En lo que sigue discutiremos el concepto de entrelazamiento cuántico

bipartito. En particular, se darán algunas definiciones básicas asociadas a

estados puros y estados mixtos, y definiremos una medida de entrelazamien-

to denominada entrelazamiento de formación [62, 63, 47]. Por completitud,

también discutiremos algunos criterios de separabilidad para estados puros

y estados mixtos.

Entrelazamiento bipartito

1. Estados puros.

Supongamos que se dispone de dos sistemas cuánticos A y B, los cuales
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son entregados a dos experimentadores que llamaremos Alice y Bob (de

acuerdo con la notación estándar en la Teoŕıa Cuántica de la Informa-

ción). El estado f́ısico en el sistema de Alice puede ser descrito por

estados cuánticos pertenecientes a un espacio de Hilbert HA cuya di-

mensión es dA, análogamente en el sistema de Bob, el estado f́ısico

es descrito por estados cuánticos en un espacio de Hilbert HB de di-

mensión dB. De esta manera, el estado cuántico del sistema completo

estará descrito por vectores pertenecientes al espacio producto tensori-

al de ambos subespacios H = HA ⊗HB. En este espacio de Hilbert, el

estado cuántico más general puede ser escrito como

|ψ〉 =

dA,dB∑
i,j=1

cij|ai〉 ⊗ |bj〉 ∈ H = HA ⊗HB, (2.20)

con una matriz dA × dB compleja C = {cij}.
Un estado puro |ψ〉 perteneciente aH se llama un estado producto o sep-

arable, si existen estados |φA〉 perteneciente a HA y |φB〉 perteneciente

a HB tal que se satisface

|ψ〉 = |φA〉 ⊗ |φB〉. (2.21)

De otra manera, el estado |ψ〉 se llama entrelazado.

F́ısicamente, la definición de estados producto significa que el estado

no está correlacionado. En este sentido, un estado producto puede ser

preparado en una manera local: Alice produce el estado |φA〉 y Bob

produce el estado |φB〉 independientemente. Si Alice mide cualquier

observable Â y Bob mide el observable B̂, entonces las probabilidades

en los distintos resultados se factorizan. En otras palabras, los resulta-

dos en la medición para Alice no dependen de los resultados que haya

obtenido Bob en sus mediciones.
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Por otro lado, un estado entrelazado |ψ〉 contiene no solamente la in-

formación de los resultados de las mediciones sobre el sistema A y B

separadamente, sino también correlaciones entre estas mediciones.

2. Estados mixtos.

En una situación más general, uno siempre trata con estados cuánticos

que son una mezcla estad́ıstica o matriz densidad, es decir, uno no

conoce exactamente cuál es el estado que representa al sistema, sino

que solamente podemos decir que con cierta probabilidad pi, el sistema

está en alguno de los estados |φi〉 pertenecientes al espacio de Hilbert

H, esto es

ρ =
∑

i

pi|φi〉〈φi|, (2.22)

con
∑

i pi = 1 y pi ≥ 0. En una base determinada, este estado cuántico

se representa por una matriz compleja semidefinida positiva y hermı́tica.

Una matriz hermı́tica M se dice positiva semidefinida (M ≥ 0), si sus

correspondientes autovalores no son negativos.

En este caso más general, se dice que ρ es un estado producto en H si

existen estados ρA en el sistema A y ρB en el sistema B tal que

ρ = ρA ⊗ ρB. (2.23)

Por otro lado, se dice que ρ es un estado separable, de acuerdo con la

definición de R. F. Werner [34], si existen un conjunto de probabilidades

{pi} y estados producto ρA
i ⊗ ρB

i tal que

ρ =
∑

i

piρ
A
i ⊗ ρB

i , (2.24)

con
∑

i pi = 1 y pi 6= 0. De otra forma se dice que el estado es entre-

lazado.
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Aqúı es posible distinguir tres situaciones. Primero, un estado producto

no tiene correlaciones. Para estados que no son un producto tensorial

se tienen dos tipos de correlaciones:

Estados separables están correlacionados clásicamente.

Esto significa que para producir un estado separable, solamente

es necesario contar con operaciones locales y comunicación clásica

(LOCC). Supongamos que Alice y Bob pueden, por comunicación

clásica (telefono o radio), compartir un generador de números

aleatorios que produce los resultados i con probabilidades pi. Para

cada uno de los resultados, ellos pueden acordar producir el estado

ρA
i ⊗ρB

i localmente. Mediante este procedimiento ellos producirán

el estado ρ =
∑

i piρ
A
i ⊗ ρB

i .

Estados entrelazados.

En un estado entrelazado, las correlaciones no pueden generarse

simplemente por el procedimiento anterior. De hecho es necesario

la presencia de operaciones que actúen simultáneamente sobre am-

bos subsistemas A y B. Estas operaciones han sido definidas ante-

riormente como operaciones de dos qubits, también denominadas

operaciones no locales.

2.2.4. Criterios de separabilidad

1. Estados puros.
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Descomposición de Schmidt

Como se ha discutido anteriormente, un estado puro entrelazado |ψ〉
∈ H = HA ⊗HB puede expresarse como

|ψ〉 =

dA,dB∑
i,j=1

cij|ai〉 ⊗ |bj〉 6= |φA〉 ⊗ |φB〉, (2.25)

con una matriz dA × dB compleja C = {cij}. Por simplicidad en la

notación, se adoptará la siguiente identidad |ai〉 ⊗ |bj〉 ≡ |ai〉|bj〉. En

general, la superposición en Ec. (2.25) no nos dice a primera vista si el

estado puede ser factorizado. Sin embargo, existe una base |αi〉 ∈ HA

y una base |βi〉 ∈ HB tal que podemos escribir

|ψ〉 =
R∑

k=1

λk|αk〉|βk〉, (2.26)

con coeficientes reales y positivos λk. El número R ≤ min{dA, dB} se

denomina el rango de Schmidt del estado |ψ〉.
La demostración de esta propiedad es directa. Notemos que el estado

en la Ec.(2.25) puede ser escrito como:

|ψ〉 =

dA,dB∑
i,j=1

cij|ai〉|bj〉 =
∑

i

|ai〉|b̃i〉, (2.27)

donde se define |b̃i〉 ≡
∑

j cij|bj〉.
Supongamos ahora que la base {|ai〉} se escoge de tal manera que la

matriz densidad parcial asociada al subsistema A, ρA, sea diagonal

ρA =
∑

i

pi|ai〉〈ai|. (2.28)

La matriz densidad parcial asociada al subsistema A, se obtiene al

trazar los grados de libertad asociados al subsistema B, esto es, ρA =
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trB(ρ). Análogamente para la matriz densidad parcial del subsistema

B.

Al calcular ρA obtenemos

ρA = TrB(|ψ〉〈ψ|)
= TrB(

∑
ij

|ai〉〈aj| ⊗ |b̃i〉〈b̃j|) =
∑
ij

〈b̃j|b̃i〉|ai〉〈aj|. (2.29)

Este resultado se obtiene al notar que

TrB(|b̃i〉〈b̃j|) =
∑

k

〈k|b̃i〉〈b̃j|k〉

=
∑

k

〈b̃j|k〉〈k|b̃i〉 = 〈b̃j|b̃i〉, (2.30)

donde {|k〉} es una base ortonormal ∈ HB. Comparando la Ec. (2.28)

y Ec. (2.29), vemos que

〈b̃j|b̃i〉 = piδij, (2.31)

notando que los estados {|b̃i〉} son ortogonales. Los correspondientes

vectores ortonormales se obtienen reescalando

|b̄i〉 =
|b̃i〉√

pi

, (2.32)

consecuentemente se obtiene la expansión requerida

|ψ〉 =
∑

i

√
pi|ai〉|b̄i〉, (2.33)

en términos de bases ortonormales particulares en HA y HB llamadas

bases de Schmidt. Debido a la simetŕıa de esta última expresión, se

puede ver que el espectro de las matrices densidad parciales o reducidas

están dados por los coeficientes de Schmidt λi =
√

pi.

La descomposición de Schmidt es una herramienta útil para distin-

guir estados separables de estados entrelazados. Dado que las bases de
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Schmidt, por construcción sólamente incluyen estados separables, toda

la información acerca del entrelazamiento está en los coeficientes de

Schmidt. Un estado separable está caracterizado por un vector de co-

eficientes de Schmidt con un sólo valor no nulo: ~λ = ~λs = [1, 0, ...., 0],

mientras que el vector de coeficientes de Schmidt para un estado entre-

lazado tiene al menos dos componentes no nulas. Un estado se llama

maximalmente entrelazado, si su vector de Schmidt se escribe como

~λm = [1/d, ..., 1/d]. Desde aqúı, es posible observar que el concepto de

los coeficientes de Schmidt permite relacionar el grado de entrelaza-

miento de un estado puro bipartito con el grado de mezcla estad́ıstica

de las correspondientes matrices reducidas: una matriz densidad re-

ducida pura corresponde a un estado separable, mientras que un esta-

do maximalmente entrelazado conduce a una matriz densidad reducida

completamente mezclada.

2. Estados mixtos.

Es bien sabido en la teoŕıa de la información cuántica que cuando se

trata con estados mixtos bipartitos de dimensión arbitraria, el problema

de la separabilidad se vuelve una tarea complicada de llevar acabo. Sin

embargo, existen criterios basados en mapeos positivos que permiten

abordar este desaf́ıo.

Mapeos positivos

Los mapeos positivos se definen como sigue. SeanHB yHC dos espacios

de Hilbert y sea B(Hi) un operador lineal en el espacio de Hilbert

correspondiente. Un mapeo lineal

Λ : B(HB) → B(HC) (2.34)
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se llama positivo, si este mapea operadores hermı́ticos en operadores

hermı́ticos satisfaciendo la relación Λ(X†) = Λ(X)† y preservando la

positividad, es decir, si X ≥ 0 entonces Λ(X) ≥ 0. Recordemos que un

operador X es positivo si este tiene un espectro positivo.

Un mapeo Λ se dice completamente positivo cuando para un espacio de

Hilbert arbitrario HA, el mapeo IA⊗Λ es positivo. De otra forma, Λ es

positivo, pero no completamente positivo. Un ejemplo muy importante

de un mapeo positivo, pero no completamente positivo, es la traspuesta

parcial [35,36].

Criterio de la transposición parcial

Dada la matriz densidad de un sistema compuesto:

ρ =
N∑
i,j

M∑

kl

ρij,kl|i〉〈j| ⊗ |k〉〈l|, (2.35)

la trasposición parcial respecto al primer subsistema está dada por

ρTA =
N∑
i,j

M∑

kl

ρji,kl|i〉〈j| ⊗ |k〉〈l|. (2.36)

Similarmente podemos definir ρTB intercambiando k y l en vez de i y

j. Entonces dada una matriz densidad ρ, se dice que esta tiene una

traspuesta parcial positiva si su transposición parcial no tiene autoval-

ores negativos, es decir, es positiva semidefinida

ρTA ≥ 0 ↔ ρTB ≥ 0. (2.37)

El criterio de la trasposición parcial nos dice que una condición nece-

saria para la separabilidad de un estado mixto bipartito es que ρTA ≥ 0.

Si ρTA tiene al menos un autovalor negativo, se dice que el estado
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está entrelazado. Es importante notar que la positividad de la traspues-

ta parcial es una condición necesaria y suficiente sólamente para sis-

temas bipartitos de dimensión 2⊗ 2 y 2⊗ 3 [36].

2.2.5. Medidas de entrelazamiento

Anteriormente hemos visto cómo es posible introducir criterios de sepa-

rabilidad en sistemas bipartitos considerando estados puros o mixtos. Ahora

discutiremos cómo es posible cuantificar exactamente el grado de entrelaza-

miento de un estado cuántico bipartito.

Entre un número considerable de cuantificadores de entrelazamiento, el

más usado en la comunidad de Información Cuántica es el llamado entre-

lazamiento de formación [37]. El entrelazamiento de formación se define de

la siguiente manera:

Supongamos que dos experimentadores Alice y Bob, que pueden comuni-

carse sólamente através de comunicación clásica, comparten el estado cuánti-

co mixto ρ. Entonces, el entrelazamiento de formación se define como el

número mı́nimo de estados maximalmente entrelazados necesarios para for-

mar un esamble de estados puros que representen a ρ [38]. En otras palabras,

el entrelazamiento de formación corresponde al entrelazamiento promedio

mı́nimo de un esamble de estados puros que representan al estado ρ.

Dada esta noción f́ısica para el entrelazamiento de formación, ahora pre-

sentaremos sus aspectos formales, estableciendo resultados anaĺıticos al con-

siderar estados puros y estados mezcla estad́ıstica.

Cuantificando entrelazamiento de estados puros

Anteriormente hemos discutido el concepto de la descomposición de Schmidt,

en donde se ha hecho patente que el grado de entrelazamiento de un estado
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puro bipartito, está directamente relacionado con el grado de pureza de sus

correspondientes matrices densidad reducidas. Con esto en mente, primero

veremos como cuantificar el grado de entrelazamiento en un sistema bipartito

de dos qubits.

Dado un sistema bipartito de dimensión 2 ⊗ 2, el entrelazamiento de

formación Ef (ψ) = E(C(ψ)) está dado por

E(C(ψ)) = h

[
1

2

(
1 +

√
1− C2

)]
, (2.38)

donde h es la función de entroṕıa binaria

h[x] = −xlog2x− (1− x)log2(1− x), (2.39)

y C es una función no lineal en los parámetros del estado cuántico llamada

concurrencia.

Si bien originalmente la función concurrencia fue introducida como una

cantidad adicional para determinar el entrelazamiento de formación, esta

también puede ser considerada como una medida de entrelazamiento inde-

pendiente [39]. La definición de la concurrencia para sistemas bipartitos de

dos niveles está dada en términos de la base especial [38,39]

|e1〉 = |Φ+〉, |e2〉 = i|Φ−〉, |e3〉 = i|Ψ+〉, |e4〉 = |Ψ−〉, (2.40)

donde |Φ±〉 = (|00〉 ± |11〉)/√2 y |Ψ±〉 = (|01〉 ± |10〉)/√2 son los estados de

Bell [38]. Usando esta base particular, la concurrencia C de un estado puro

|ψ〉 está dada por

C(ψ) =

∣∣∣∣
∑

i

〈ei|ψ〉2
∣∣∣∣, (2.41)

o más expĺıcitamente

C(ψ) = |〈ψ∗|σy ⊗ σy|ψ〉|
=

√
2(1− tr(ρ2

A))

=
√

2(1− tr(ρ2
B)), (2.42)
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Figura 2.5: Concurrencia para el estado puro de dos qubits |ψ〉 = p|00〉 +√
(1− p2)|11〉 como función del parámetro p.

donde σy es la segunda matriz de Pauli, y |ψ∗〉 es el complejo conjugado de

|ψ〉 con la conjugación presentada en la base estándard {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉}.
Como un ejemplo, estudiemos la concurrencia asociada al estado puro

|ψ〉 = p|00〉 +
√

(1− p2)|11〉, donde p ∈ [0, 1]. En la Fig. (2.5) se muestra el

comportamiento de la concurrencia en función del parámetro p. Aqúı pode-

mos observar que la concurrencia es nula cuando p = 0 o p = 1, lo que

corresponde a los estados separables |11〉 y |00〉, respectivamente. Además,

alcanza un valor máximo para p = 1/
√

2, lo cual corresponde al estado en-

trelazado |Φ+〉. También es posible mostrar que el resto de estados de Bell

alcanzan el valor máximo para la concurrencia en p = 1/
√

2, permitiéndonos

definir estados de dos qubits maximalmente entrelazados.

En el caso general de un estado puro bipartito de dimensión arbitraria

dA × dB, el grado de entrelazamiento del estado correspondiente está dado
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por la función concurrencia I [40, 41]

C(ψ) =
√

2νAνB

(
1− tr(ρ2

A)
)

=
√

2νAνB

(
1− tr(ρ2

B)
)
, (2.43)

donde los coeficientes νA y νB dependen de la dimensión del subsistema

correspondiente, y ρA,B es la correspondiente matriz densidad reducida. Una

medida que también es ampliamente usada corresponde al cuadrado de la

concurrencia C2(ψAB) = τAB, denominada tangle.

Cuantificando entrelazamiento de estados mixtos

En el caso de estados mezcla estad́ıstica, el problema de cuantificar en-

trelazamiento es algo más intrincado.

Dada una matriz densidad ρ de un par de sistemas cuánticos A y B,

considere todas las descomposiciones de ρ en estados puros, esto es, todos

los ensambles de estados |ψi〉 con probabilidades pi, tal que

ρ =
∑

i

pi|ψi〉〈ψi|. (2.44)

Volviendo a la definición anterior del entrelazamiento de formación, este

puede expresarse matemáticamente como

E(ρ) = mı́n
{pi,|ψi〉}

∑
i

piE(|ψi〉), (2.45)

es decir, corresponde al entrelazamiento promedio de los estados puros de la

descomposición, minimizado sobre todas las descomposiciones posibles de ρ.

En el caso particular de un sistema de dos qubits, el entrelazamiento

de formación de un estado ρ puede calcularse anaĺıticamente. Esta fórmu-

la corresponde a una generalización de la concurrencia para estados puros

generales de dos qubits [39]. En este caso, el entrelazamiento de formación

Ef (ρ) = E(C(ρ)) está dado por

E(C(ρ)) = h

[
1

2

(
1 +

√
1− C2

)]
, (2.46)
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donde la concurrencia ahora está dada por

C(ρ) = máx{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}, (2.47)

donde los λi son las ráıces cuadradas de los autovalores de la matriz ρ(σy ⊗
σy)ρ

∗(σy ⊗ σy) ordenados decrecientemente.

2.3. Sistemas F́ısicos

En esta sección se presentarán los distintos sistemas f́ısicos que han sido

utilizados en esta tesis. Como punto de partida, es necesario discutir la in-

teracción entre la radiación y la materia desde el punto de vista semiclásico

y cuántico. Luego presentaremos los siguientes escenarios f́ısicos: cavidades

de microondas tridimensionales, iones atrapados, y finalmente qubits super-

conductores y electrodinámica cuántica de circuitos.

2.3.1. Interacción radiación-materia

Supongamos que tenemos un electrón ligado en un átomo tipo hidrogenoide,

el cual se mueve en una pequeña región del espacio con dimensiones lineales

del orden del radio de Bohr a0. En general, el Hamiltoniano que describe la

interacción entre este átomo y el campo electromagnético está descrito por

H = Ha + Hf + Ha-f, (2.48)

donde Ha representa a la enerǵıa interna del átomo, Hf corresponde a la

enerǵıa libre del campo y Ha-f es la correspondiente enerǵıa de interacción.

Si la longitud de onda del campo electromagnético λ es mucho mayor

que la distancia desde el núcleo hasta la posición del electrón, t́ıpicamente

del orden de 10−9m, entonces es posible mostrar que, en la aproximación
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dipolar, el término de interacción adopta la siguiente forma [64]

Ha-f = −q~r · ~E(0), (2.49)

donde q es la carga del electrón y ~E(0) es el campo eléctrico.

Átomo de dos niveles interactuando con un campo clásico

El caso más simple que podemos considerar es el de un átomo de dos

niveles de enerǵıa interactuando con un campo clásico oscilante externo. Este

modelo simple es muy relevante a la hora de generar rotaciones arbitrarias

del estado cuántico sobre la esfera de Bloch.

Supongamos, entonces, que se tiene un campo clásico oscilatorio con fre-

cuencia ωL, polarizado linealmente a lo largo de la dirección x. En la aproxi-

mación dipolar, este campo puede expresarse como E(t) = ~exE0cos(ωLt+ϕ0).

De esta manera, el Hamiltoniano que describe la dinámica del sistema

estará dado por

H =
~ω0

2
σZ +

~
2

(
Ω∗e−i(ωLt+ϕ)σ+ + Ωei(ωLt+ϕ)σ−

)
, (2.50)

con σZ = |e〉〈e| − |g〉〈g|, σ+ = |e〉〈g|, σ− = |g〉〈e|, ω0 = ωe − ωg, ϕ es la

fase del elemento de matiz dipolar Peg y Ω = −|Peg|E0e
iϕ0/~ se denomina

frecuencia de Rabi clásica. Los estados |e〉, |g〉 representan al estado excita-

do y al estado fundamental, respectivamente. Es importante notar que en

el Hamiltoniano (2.50), hemos despreciado términos que conducen a con-

tribuciones rápidamente oscilantes (eiωLtσ+, e−iωLtσ−), esto se conoce como

aproximación de onda rotante.

En el cuadro de interacción, el Hamiltoniano se escribe como:

HI =
~
2

(
Ω∗ei(∆t+ϕ)σ+ + Ωe−i(∆t+ϕ)σ−

)
, (2.51)
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donde ∆ = ω0−ωL es la desentonización de la frecuencia del campo respecto

a la frecuencia de la trasición. En particular, escogiendo la fase ϕ0 tal que Ω

sea real y positiva, ϕ = 0 y el caso resonante (∆ = 0), se tiene que

HI =
~Ω
2

σX (2.52)

con σX = σ+ + σ−.

Por otro lado, considerando el caso resonante y ϕ = π/2, se tiene que

HI =
~Ω
2

σY (2.53)

con σY = (σ+ − σ−)/i.

De esta manera, controlando la fase ϕ es posible realizar rotaciones locales

arbitrarias. Este parámetro depende de la fase de referencia entre el campo

clásico y la transición dipolar atómica y puede ser sintonizada barriendo la

fase del campo clásico.

Átomo de dos niveles interactuando con un campo cuántico. Mod-

elo de Jaynes-Cummings

Consideremos ahora la interacción de un átomo de dos niveles con un

oscilador armónico cuántico o un modo cuántico del campo electromagnético.

Esta situación la podemos encontrar, por ejemplo en cavidades de microondas

donde un único átomo es acoplado a un modo de la cavidad [1,3]. Este modelo

también permite estudiar un único ion en una trampa [4].

El Hamiltoniano que describe la situación actual está dado por

H =
~ω0

2
σZ + ~

∑

k

ωka
†
kak + ~

∑

k

gk(σ
+ + σ−)(ak + a†k), (2.54)

donde

gk = −PegεkEk

~
, y

Ek =

√
~ωk

2ε0V
. (2.55)
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La enerǵıa de interacción en (2.54) consiste de cuatro términos. El térmi-

no a†kσ
− describe el proceso en cual un átomo experimenta una transición

desde el nivel superior al nivel inferior, creando un fotón en el modo k. El

término akσ
+ describe el proceso opuesto. Por otro lado, los términos akσ

− y

a†kσ
+ describen los siguientes procesos: (i) un átomo experimenta una transi-

ción desde el nivel superior al nivel inferior destruyendo un fotón en el modo

k, (ii) un átomo experimenta una transición desde el nivel inferior al nivel

superior creando un fotón en el modo k. Claramente, estos procesos no con-

servan el número de excitaciones en el sistema ya que el primero produce

una ganancia de enerǵıa de aproximadamente 2~ω0 y el segundo resulta en

una pérdida de enerǵıa de igual magnitud. Análogamente al caso clásico, es-

tos términos producen contribuciones rápidamente oscilantes y pueden ser

eliminados considerando la aproximación de onda rotante. De esta manera,

el Hamiltoniano adopta la siguiente forma

H =
~ω0

2
σZ + ~

∑

k

ωka
†
kak + ~

∑

k

gk(σ
+a†k + σ−ak). (2.56)

Cuando consideramos la situación en la cual un único modo del campo

electromagnético se acopla al átomo de dos niveles, el Hamiltoniano (2.56)

puede escribirse como

H =
~ω0

2
σZ + ~ωCa†a + ~g(σ+a + σ−a†), (2.57)

conocido como el Hamiltoniano del modelo de Jaynes-Cummings [65].

2.3.2. Cavidades de microondas 3D

Una cavidad de microondas tridimensional combinada, entre otras cosas,

con átomos de Rydberg que cruzan este dispositivo uno a uno, representa

una de las principales arquitecturas que han permitido poner de manifiesto
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algunos intrigantes aspectos de la mecánica cuántica [1,3]. La importancia de

este escenario f́ısico se ve reflejada en realizaciones experimentales tales co-

mo: La generación de entrelazamiento átomo-fotón via interacción resonante

y no resonante, generación de entrelazamiento bipartito y tripartito de áto-

mos, generación de entrelazamiento entre dos modos de una cavidad, la im-

plementación de la compuerta de fase controlada (CPHASE), entre otras [1].

Un esquema t́ıpico de la situación experimental se muestra en la figu-

ra (2.6)(A). Los átomos que son efusionados desde el horno O, son selec-

cionados por velocidad mediante campos láser (L1 y L′1). En la caja B, estos

átomos son preparados en estados circulares mediante la combinación de un

láser (L2) y excitación de microondas. Posteriormente, ellos interactúan con

la cavidad superconductora C antes de ser contados en el detector D. La

cavidad C está acoplada a una fuente clásica S. Dos cavidades de baja cali-

dad R1 y R2, conducidas por otra fuente clásica S ′, permiten la manipulación

del estado atómico antes o después de la interacción con C. Desde B a D,

el arreglo está encerrado en un ambiente criogénico y aislado de la radiación

del medioambiente.

A lo largo de esta tesis, sacaremos provecho de la lógica cuántica que

puede ser llevada a cabo a parir de R1, y de la detección de los estados internos

de los átomos. Si bien los procedimientos anteriores- seleccionar los átomos

por su velocidad y prepararlos en estados circulares determinados- son etapas

esenciales a la hora de realizar experimentos, estos no serán discutidos en esta

tesis. Ambos procedimientos son herramientas bien establecidas en cavidades

de microondas [1], por lo que estamos en posición de decir que cada átomo

puede ser preparado en un estado cuántico bien definido antes de viajar a lo

largo del arreglo con una velocidad bien determinada.
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Figura 2.6: (A) Representación esquemática en un experimento de cavidades

de microondas con átomos de Rydberg circulares. (B) Esquema de niveles

circulares relevantes en los experimentos.

Átomos de Rydberg circulares

Un estado de Rydberg circular [66] corresponde a un nivel atómico alcali-

no (Rubidio en experimentos), en el cual el único electrón de valencia ha sido

excitado cercano al ĺımite de ionización, en un estado con un número cuánti-

co principal n muy alto y máximos valores de los números cuánticos orbital

l = |m| = n−1 y magnético m. Las transiciones entre estados circulares veci-

nos están en el dominio de las microondas para números cuánticos principales

del orden de n = 50. Los experimentos actuales de cavidades de microondas

involucran tres niveles circulares con números cuánticos principales 51, 50, y

49, denominados como |e〉, |g〉, y |i〉, respectivamente ver Fig. (2.6)(B). Las

correspondientes frecuencias de transición y elementos de matriz dipolar en-
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tre estados vecinos son 51,1GHz y d = 1776qea0 para la transición |e〉 ⇔ |g〉;
54,3GHz y d = 1697qea0 para la transición |g〉 ⇔ |i〉, estas frecuencias corre-

sponden al rango de microondas. Aqúı, qe corresponde a la carga del electrón

(qe = 1,6022× 10−19C) y a0 es el radio de Bohr (a0 = 5,292× 10−11m).

Otra propiedad importante de los átomos de Rydberg está relacionada con

los tiempos de vida radiativos de los niveles |e〉, |g〉, y |i〉 que son del orden de

Tat ≈ 30ms. Esto implica que, en el espacio libre, los átomos son capaces de

recorrer algunos metros a velocidad térmica antes de decaer. De esta manera,

los decaimientos radiativos de los átomos pueden ser despreciados a lo largo

de la trayectoria recorrida dentro de la configuración experimental (≈ 20cm).

Detección de estados circulares

Un elemento clave a la hora obtener información cuántica en este tipo

de experimentos corresponde a la detección de los estados internos de los

átomos. La detección de los niveles circulares se logra mediante la ionización

del electrón de valencia en un campo eléctrico estático moderado (145V/cm

y 134V/cm para los niveles con número cuántico principal n = 50 y n = 51,

respectivamente) dentro del detector D. El electrón resultante del proceso de

ionización puede ser detectado con alta eficiencia, de hasta 90 ± 10 % [67],

en un esquema sensible a un único átomo. Dado que los estados |e〉 y |g〉 son

ionizados para distintos campos eléctricos, D permite contar, selectivamente,

el estado interno de un átomo de Rydberg.

Zonas Ramsey

Las zonas Ramsey denotadas por R1 y R2 en la figura (2.6)(A), permiten

la manipulación del estado atómico a través de campos clásicos de microon-

das (2.3.1), antes y después de la interacción con la cavidad C. En otras

palabras, permiten llevar a cabo rotaciones locales sobre los átomos generan-
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do superposiciones de estados circulares. Los pulsos clásicos son generados

mediante una fuente de microondas S ′ e inyectados en la cavidad a través de

un agujero. Por ejemplo, si la frecuencia del pulso clásico, ωC, es resonante

con la transición |g〉 ⇔ |i〉, un pulso π/2 puede llevar a cabo la siguiente

transformación:

|g〉 → 1√
2

(|g〉+ |i〉)

|i〉 → 1√
2

(− |g〉+ |i〉). (2.58)

En óptica cuántica, el concepto de pulso π/2 significa que un campo

clásico interactúa resonantemente con un átomo durante un tiempo t =

π/2Ω, donde Ω es la frecuencia de Rabi (2.50). Análogamente, un pulso

π significa que un campo clásico interactúa resonantemente con un átomo

durante un tiempo t = π/Ω.

Finalmente debemos mencionar que es posible realizar distintas super-

posiciones de estados circulares, dependiendo de la frecuencia del campo

clásico y la fase ϕ en el Hamiltoniano (2.50).

Cavidad superconductora

La cavidad superconductora C está construida de dos espejos de Niobio

en una geometŕıa de Fabry-Perot. Los dos espejos esféricos tienen radios de

curvatura de 40mm. La distancia entre los espejos es igual a 27,5mm. Los

dos modos Gaussianos TEM900 con una frecuencia cercana a νeg = 51,1GHz

tienen polarizaciones lineales perpendiculares y están separados por una

cantidad δ/2π = 100KHz. Cuando un átomo interactúa resonantemente

con uno de estos dos modos, el acoplamiento con el otro usualmente jue-

ga un rol despreciable. La cintura del modo es w0 = 6mm y su correspon-

diente volumen es V w 700mm3. De acuerdo con este volumen, la ampli-

tud del campo eléctrico de microondas en el centro de la cavidad es igual
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a E0 =
√

hνeg/2ε0V = 1,5mV/m, este es un parámetro esencial que car-

acteriza el acoplamiento del campo con un dipolo atómico. Un parámetro

importante de una cavidad es su factor de calidad, en este caso Q = 3× 108,

lo que implica un tiempo de vida de un fotón dentro de la cavidad Tc = 1ms.

Actualmente es posible acceder a cavidades de muy alto factor de calidad,

Q = 4,2 × 1010, implicando altos tiempo de vida de un fotón dentro de la

cavidad, Tc = 130ms [68].

Acoplamiento átomo-cavidad

El acoplamiento entre un átomo de Rydberg y uno de los modos soporta-

dos por la cavidad está descrito por el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings (2.57),

ligeramente modificado para tener en cuenta la estructura Gaussiana del mo-

do:

H =
~ωeg

2
σZ + ~ωCa†a− i

~Ω0

2
f(x)(aσ+ − a†σ−), (2.59)

donde f(x) = exp(−x2/w2)(x ∝ vt), es la posición atómica, con x = 0 sobre

el eje de la cavidad).

Los átomos cruzan el antinodo central de la estructura de onda estacionar-

ia del modo de la cavidad. Dado que el modo es cercanamente resonante con

la transición |e〉 ⇔ |g〉, la frecuencia de Rabi del vaćıo en el centro de la

cavidad está dado por Ω0/2π = 2E0d/h = 50kHz, y consecuentemente un

peŕıodo de Rabi de 2π/Ω0 = 20µs. Este peŕıodo es mucho menor que el

tiempo de vida media del estado atómico Tat y el tiempo de vida de un fotón

dentro de la cavidad Tc. De esta manera, el sistema átomo-cavidad experi-

mentará muchas ocilaciones de Rabi antes de que un fotón depositado dentro

la cavidad se pierda.

Tiempo de interacción efectivo entre un átomo y la cavidad.
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A medida que el átomo cruza la cavidad y explora la estructura Gaus-

siana del modo, este experimenta una amplitud del campo que vaŕıa

con el tiempo. Esto, en general, complica el análisis de la evolución

átomo-campo durante un experimento. Sin embargo, es posible obten-

er un resultado simple en el caso de resonancia exacta. En este caso,

es posible definir un tiempo de interacción efectivo el cual permite de-

scribir los experimentos como si el acoplamiento fuera constante a lo

largo de la interacción átomo-campo.

El efecto de la interacción durante el cruce del átomo a lo largo de

la cintura del modo está descrito por el operador de evolución U∞,

desde t → −∞ a t → +∞ (el origen del tiempo, t = 0, se escoge

cuando el átomo cruza el eje de la cavidad). En el caso resonante (∆C =

ωeg − ωC = 0), el operador de evolución estará dado por:

U∞ = exp

[
− (i/~)

∫ +∞

−∞
HI(t)dt

]
= exp[−(i/~)HI(0)ti], (2.60)

donde

ti =

∫ +∞

−∞
f(vt)dt =

√
π

w0

v
. (2.61)

Es decir, una vez que el átomo ha cruzado el modo, el sistema ha

evolucionado como si se hubiera aplicado el acoplamiento máximo, Ω0,

durante el tiempo de interacción efectivo ti.

Algunos pulsos de Rabi.

Para entender más en detalle la evolución átomo-campo, consideremos

que inicialmente un átomo de Rydberg es preparado en el estado cir-

cular |e〉, y el modo de la cavidad está en el vaćıo |0〉. En este caso, el

estado del sistema compuesto estará dado por:

|ψe(ti)〉 = cos(Ω0ti/2)|e, 0〉+ sin(Ω0ti/2)|g, 1〉. (2.62)
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Por otro lado, si el sistema está preparado en el estado |g, 1〉, el estado

al instante ti estará dado por:

|ψg(ti)〉 = cos(Ω0ti/2)|g, 1〉 − sin(Ω0ti/2)|e, 0〉. (2.63)

Es importante notar que una vez que el átomo ha dejado la cavidad, el

estado átomo-campo corresponde a un estado entrelazado.

Es posible definir algunos pulsos importantes de acuerdo con el tiempo

de interacción efectivo. En el caso en que Ω0ti = π/2 (pulso π/2), y el

sistema preparado inicialmente en el estado |e, 0〉, el estado del sistema

átomo-campo será:

|ψ〉 =
1√
2
(|e, 0〉+ |g, 1〉), (2.64)

el cuál corresponde a un estado átomo-campo maximalmente entre-

lazado. En el caso en que Ω0ti = π (pulso π), y el sistema preparado

inicialmente en el estado |e, 0〉, el estado del sistema átomo-campo será:

|ψ〉 = |g, 1〉, (2.65)

es decir, se produce una transferencia completa de población entre los

estados |e, 0〉 y |g, 1〉. Otro caso de interés ocurre cuando Ω0ti = 2π

(pulso 2π). En este caso, el sistema evoluciona a:

|e, 0〉 → −|e, 0〉
|g, 1〉 → −|g, 1〉, (2.66)

es decir, el sistema experimenta un cambio de fase global en π.

Estos tres tipos de pulsos sumados a la manipulación del estado atómico

por parte de las zonas Ramsey, comprenden la lógica cuántica que

será utilizada a lo largo de esta tesis.
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2.3.3. Iones atrapados

Un arreglo de iones atrapados acoplados a su modo colectivo vibracional,

representa otra importante arquitectura f́ısica donde es posible observar un

número importante de procedimientos de información cuántica. El confi-

namiento de los iones se realiza mediante potenciales quadrupolares. Entre

las trampas de iones más populares encontramos a la trampa de Penning [69],

en donde las part́ıculas cargadas son sujetas por una combinación de cam-

pos electrostáticos y magnéticos. Está también la trampa de Paul [70], en la

cual un campo tiempo dependiente que vaŕıa espacialmente, t́ıpicamente en

el dominio de las radio-frecuencias (rf), confina a las part́ıculas cargadas en

el espacio.

Desde que en 1995 J. I. Cirac y P. Zoller propusieron este sistema como un

candidato a un procesador de información cuántica [71], muchos grupos ex-

perimentales han seguido esta idea básica, y aunque hoy no se cuenta con un

dispositivo operativo, es indudable que el desarrollo alcanzado ha permitido

llevar a cabo una amplia variedad de protocolos cuánticos. Entre los princi-

pales logros podemos mencionar la realización de la compuerta CNOT [72],

propuesta teóricamente por Cirac y Zoller [71], la generación de entrelaza-

miento de cuatro part́ıculas [73], teleportación cuántica usando tres iones en

la misma trampa [74], entre otros.

Como se ha mencionado en la sección anterior 2.3.2, un punto impor-

tante en el desarrollo de esta tesis es la lógica cuántica que se puede llevar

a cabo en los sistemas f́ısicos, en particular iones atrapados, y la extracción

de información a partir de métodos adecuados. A continuación veremos la

implementación de un qubit en iones de 40Ca
+

y estudiaremos la dinámica de

este ion, en una trampa de Paul, cuando es manipulado por un campo laser.

Finalmente describiremos el método de detección de los niveles internos del

ion a través de la técnica conocida como electron shelving [4].
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Figura 2.7: Representación esquemática de los niveles de enerǵıa relevantes

en un ion 40Ca
+
.

Implementación de un qubit en iones de calcio 40Ca
+

El ion de calcio 40Ca
+
, tiene un único electrón fuera del carozo electrónico

y cuya configuración electrónica corresponde a la del átomo alcalino de pota-

sio. En la figura (2.7) se muestran los niveles electrónicos relevantes, las

longitudes de onda de las transiciones y las tasas de decaimiento radiativo.

El estado fundamental es el nivel 4S1/2 sin estructura hiperfina (no existe

esṕın nuclear). La degeneración Zeeman de los niveles con mS = ±1/2 es

removida mediante un pequeño campo magnético. El subnivel mS = −1/2

juega el rol de estado fundamental del qubit |g〉. Los primeros estados exci-

tados del ion 40Ca
+

son los niveles 4D3/2 y 4D5/2, los cuales pueden decaer

hacia el estado fundamental solamente através de una transición cuadrupo-

lar con una probabilidad extremadamente baja. Debido a esto, estos estados

tienen un tiempo de vida media radiativo muy largo. El subestado Zeeman

de componente de spin mS = −1/2 en el nivel 4D5/2 (tiempo de vida media

1,2s), juega el rol de estado excitado del qubit |e〉.
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Figura 2.8: Representación esquemática de los niveles de enerǵıa en un ion

atrapado interactúando con un campo laser de frecuencia ω.

Manipulando el qubit con un campo laser

Como ha sido mencionados anteriormente, un qubit puede ser manipula-

do a conveniencia mediante la aplicación de radiación acoplando los estados

|g〉 y |e〉 2.3.1. En el caso de los iones atrapados, esta interacción puede ser

ajustada no solamente para excitar los niveles internos del ion, sino que tam-

bién para excitar su movimiento vibracional en la trampa. En una trampa de

Paul lineal, el confinamiento radial puede ser muy fuerte comparado al con-

finamiento axial permitiendo un tratamiento unidimensional del movimiento

del ion.

Consideremos un ion en una trampa lineal confinado a moverse a lo largo

del eje z con frecuencia ωz. En la figura (2.8) se representa esquemáticamente

los niveles de enerǵıa en un ion atrapado que interactúa con un campo clásico

de frecuencia ω, desentonizado de la transición |g〉 ⇔ |e〉 por una cantidad

δ = ω0 − ω. El Hamiltoniano que describe la dinámica del sistema está dado

por:

H = H0 + H1, (2.67)
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donde la enerǵıa libre está dada por

H0 =
~ω0

2
σz +

p2
z

2m
+

mν2z2

2
=
~ω0

2
σz + ~ν

(
a†a +

1

2

)
(2.68)

y el término de interacción es

H1 =
~Ω
2

(σ+ + σ−)(ei(kz−ωt+φ) + H.c.), (2.69)

donde la posición y el momento lineal del ion están dados por z =
√
~/2mν(a†+

a) y p = i
√
~mν/2(a† − a). En el cuadro de interacción, y considerando la

aproximación de onda rotante, el Hamiltoniano que describe la dinámica del

sistema está dado por [4]

HI
1 =

~Ω
2

[
exp

(
iη(a†eiνt + ae−iνt) + i(φ− δt)

)
σ+ + H.c.

]
, (2.70)

donde la desentonización se define como δ = ω − ω0 y

η = k

√
~

2mν
= 2π

√
〈0|z2|0〉

λ
, (2.71)

es el parámetro de Lamb-Dicke, proporcional al cuociente entre el ancho de

la función de onda del estado fundamental y la longitud de onda del láser.

Un aspecto interasante que distingue a los iones atrapados de las cavi-

dades de microondas, es el hecho de que manipulando la frecuencia del láser

aplicado, es posible acceder a distintos tipos de dinámicas. Notemos que la

interacción entre el ion y el campo puede ser simplificada si el ion está con-

finado al regimen de Lamb-Dicke, donde la extensión de la función de onda

del ion es mucho más pequeña que la longitud de onda del laser (η〈n̄〉 ¿ 1).

En este caso, el Hamiltoniano puede ser escrito como:

HI
LD =

~Ω
2

σ+{1 + iη(ae−iνt + a†eiνt)}ei(φ−δt) + H.c. (2.72)

Transición Carrier
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La primera resonancia en el Hamiltoniano anterior aparece al escoger

δ = 0. Esta interacción se denomina resonancia Carrier y el Hamilto-

niano tiene la siguiente forma

Hcar =
~Ω
2

(σ+eiφ + σ−e−iφ). (2.73)

Este Hamiltoniano acopla solamente los grados de libertad internos del

ion y deja invariante el estado de movimiento: |g, n〉 ↔ |e, n〉. Notemos

que a partir de este Hamiltoniano, es posible llevar a acabo cualquier

rotación local sintonizando la fase φ, la frecuencia de Rabi Ω, y el

tiempo de interacción entre el ion y el campo.

Primer red sideband (corrimiento al rojo)

Cuando δ = −ν, la parte resonante en el Hamiltoniano (2.72), se de-

nomina primer red side band y tiene la forma

HR =
i~Ωη

2
(aσ+eiφ − a†σ−e−iφ). (2.74)

Este Hamiltoniano describe un dinámica tipo Jaynes-Cummings análoga-

mente al caso de cavidades de microondas, produciendo oscilaciones de

Rabi entre los estados |g, n〉 ↔ |e, n−1〉. Esta resonancia conduce a una

dinámica del ion condicionada por el número de fonones, una situación

ideal para realizar entrelazamiento entre los grados de libertad internos

y vibracionales. Partiendo inicialmente desde el estado |e, 0〉, un pulso

π/2 sobre el primer red side band prepara una superposición de los

estados |e, 0〉 y |g, 1〉 , generando un entrelazamiento máximo.

Primer blue sideband (corrimiento al azul)

Por otro lado, la parte resonante del Hamiltoniano (2.72) cuando δ = ν,

se denomina primer blue side band y tiene la forma

HB =
i~Ωη

2
(a†σ+eiφ − aσ−e−iφ). (2.75)
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Este Hamiltoniano describe una dinámica anti Jaynes-Cummings, en

la cual el ion puede experimentar un transición desde el estado |g〉 al

estado |e〉 mientras es emitido un fonón en el modo vibracional. En

el contexto de cavidades de microondas, un proceso de este tipo no

conserva la enerǵıa y por lo tanto es despreciado. Por el contrario, en

trampas de iones esta dinámica cotra-intuitiva provee una herramienta

útil a la hora de realizar lógica cuántica. Análogamente a la dinámica

de Jaynes-Cummings, este tipo de interacción también permite realizar

entrelazamiento entre los grados de libertad internos del ion y los grados

de libertad del modo vibracional.

Detección del estado interno en iones 40Ca
+

(electron-shelving)

La detección de un ion en el estado |g〉 se realiza mediante la fluorescencia

inducida por un laser resonante. Un ion Ca+ conducido por un laser resonante

sobre la transición 4S1/2 → 4P1/2, es capaz de dispersar Γps/2 = 7·107 fotones

por segundo. Para evitar la interrupción de la fluorescencia del ion debido al

salto cuántico desde el estado 4P1/2 hacia el estado 4D3/2, se utiliza un laser

de bombeo (866nm) para conducir de vuelta al ion a la transición ćıclica

entre los estados 4S1/2 → 4P1/2, reestableciendo la luz fluorescente. No todos

los fotones fluorescentes son detectados. El ángulo sólido de la detección

óptica en un experimento t́ıpico es de 10−2 sr y la eficiencia cuántica de los

detectores está en el rango de 0,1 a 0,2.

Cuando el ion está inicialmente en el estado |e〉, la detección laser no es

resonante y no hay scattering de fotones. Aśı, el nivel de fluorescencia es muy

diferente para los dos estados del qubit. Este método se conoce con el nombre

de electron shelving y el estado del ion puede ser inferido desde el número

de fotones detectados con una fidelidad del 99,85 %. Es importante hacer

notar que dentro de todas las arquitecturas propuestas para implementar un
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procesador cuántico, esta alta fidelidad en la detección del estado electrónico

del qubit hace de los iones atrapados el candidato más promisorio.

2.3.4. Qubits superconductores y electrodinámica cuánti-

ca de circuitos

Usualmente la mecánica cuántica se asocia a sistemas microscópicos tales

como átomos, fotones y electrones, los cuales son parte esencial en los es-

cenarios f́ısicos anteriormente discutidos. Por otro lado, la mecánica clásica

nos permite establecer las leyes que gobiernan la dinámica de los objetos

macroscópicos tales como bolas de billar, sistemas planetarios, etc. Sin em-

bargo, los trabajos de Antony Leggett [2] dieron a conocer la existencia de sis-

temas que poseen un estatus intermediario entre las part́ıculas microscópicas

y los objetos clásicos macroscópicos, los cuales denominó sistemas cuánticos

macroscópicos. Estos objetos se dicen macroscópicos en el sentido que ellos

están constitúıdos por un gran número de part́ıculas microscópicas (pares de

Cooper en el caso de un estado superconductor). Además, son metamateri-

ales o materiales artificiales dado que pueden ser construidos de acuerdo a

ciertas especificaciones. Una caracteŕıctica esencial de este tipo de sistemas

es que poseen grados de libertad colectivos que se comportan de acuerdo a

las leyes de la mecánica cuántica. Tal comportamiento está influenciado por

parámetros que no son fundamentales sino que son parámetros que pueden

ser ajustados de acuerdo al diseño del sistema f́ısico.

Un ejemplo de sistemas en donde es posible observar fenómenos cuánti-

cos macroscópicos, y que son nuestro tema de interés para el desarrollo de

esta tesis, corresponden a los circuitos cuánticos integrados [75]. A contin-

uación describiremos los aspectos básicos de estos circuitos integrados, dando

a conocer la necesidad de introducir elementos tales como las uniones o jun-
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turas Josephson [76]. Posteriormente describiremos en detalle las junturas

Josephson y se presentarán las distintas implementaciones de qubits en este

tipo de sistemas, por ejemplo, qubits de carga [77], flujo [78, 79] y fase [80].

Finalmente, estudiaremos el modelo para una gúıa de onda coplanar y cómo

es posible acoplarla con el qubit superconductor de fase.

Aspectos básicos de circuitos cuánticos integrados.

Para que un circuito integrado se comporte de acuerdo a las leyes de la

mecánica cuántica, es necesario que se satisfagan los siguientes requerimien-

tos [81]:

Disipación ultrabaja: superconductividad

El primer requerimiento es que el circuito tenga una disipación muy ba-

ja. Espećıficamente, todas sus partes metálicas deben estar hechas de

un material que tenga una resistencia despreciable a las temperaturas

que opera un qubit y a la frecuencia de transición del mismo. Es por

esta razón que los superconductores de baja temperatura tales como el

aluminio y el niobio son ideales a la hora de transportar señales cuánti-

cas. Este requerimiento está directamente relacionado con la coherencia

cuántica en el sistema, por ejemplo, en este tipo de dispositivos es posi-

ble observar superposiciones coherentes de estados con N y N +1 pares

de Cooper.

Ruido ultrabajo: bajas temperaturas

El segundo requerimiento hace referencia a que los grados de libertad

del circuito integrado deben ser congelados a temperaturas donde la

enerǵıa de las fluctuaciones térmicas, kBT , sean mucho menores que

la enerǵıa de transición entre los estados del qubit, ~ω01. T́ıpicamente

para qubits superconductores, esta frecuencia de transición está dentro
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del rango de 5− 20GHz y por lo tanto, la temperatura a la cual deben

operar estos dispositivos deben ser de ∼ 20mK. Dentro de este requer-

imiento, un punto importante hace referencia al control y medición del

estado del qubit. Esto se realiza mediante alambres conectados (for-

mando el ambiente electromagnético del qubit) al chip superconductor

los cuales también deben ser congelados a estas bajas temperaturas.

Los requerimientos para un funcionamiento con ultra bajo ruido son

kBT ¿ ~ω01 y ~ω01 ¿ ∆, donde ∆ es el gap de enerǵıa del material

superconductor.

Elemento no disipativos, no lineales: junturas tunel

En tercer lugar, debemos notar que el procesamiento de señales cuánti-

cas no puede realizarse utilizando sólo elementos puramente lineales,

tales como, capacitores e inductores, sino que es necesaria la presen-

cia de elementos que exhiban un comportamiento no lineal, además de

presentar disipación despreciable. El único dispositivo capaz de satis-

facer ambos requerimientos son las junturas tunel superconductoras o

junturas Josephson [76], los cuales son necesarios para la aparición de

estados de qubits.

Junturas Josephson

Una juntura Josephson (JJ) consiste de dos superconductores separados

por una barrera aisladora lo suficientemente delgada, t́ıpicamente 2− 3 nm,

para permitir que pares de Cooper experimenten efecto tunel através de la

barrera, ver la figura 2.9(a).

El efecto Josephson [76] describe la supercorriente I que fluye através de
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Figura 2.9: (a) Una juntura Josephson está compuesta por dos supercon-

ductores unidos por una delgada lámina aisladora. (b) Representación es-

quemática de una JJ en un circuito integrado.

la juntura de acuerdo a las ecuaciones clásicas

I = I0 sin(θ)

V =
φ0

2π

dθ

dt
, (2.76)

donde φ0 = h/2e corresponde al cuanto de flujo, I0 es la corriente cŕıtica de

la juntura, θ = φL − φR es la diferencia de fase superconductora y V es el

voltaje a lo largo de juntura. Para una derivación detallada de las relaciones

de Josephson (2.76) ver el apéndice (A).

El comportamiento dinámico de las relaciones (2.76) permiten revelar

el aspecto esencial de las junturas Josephson. Estas uniones son inductores

no lineales que combinados con su capacitancia intŕınseca, CJ , se comporta

como un oscilador no lineal con niveles de enerǵıa cuantizados los cuales

pueden ser utilizados como estados de un qubit. La figura 2.9(b) muestra un

representación esquemática de una juntura Josephson en un circuito cuántico

integrado.

Para hacer patente la no linealidad de las uniones Josephson, tomemos la

derivada respecto al tiempo de la ecuación para la supercorriente I y reem-
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plazemos esta en la ecuación para el voltaje V . Esto conlleva a la siguiente

relación
dI

dt
= I0V

2π

φ0

cos(θ). (2.77)

Recurriendo entonces a la ley de Faraday V = −LdI/dt, donde L corresponde

a la inductancia, es posible obtener la inductancia Josephson

|LJ | =
φ0

2πI0 cos(θ)
(2.78)

=
φ0

2π(I0 − I2)1/2
, (2.79)

donde I < I0. Claramente, el término 1/cos(θ) revela que el inductor es

no lineal y es capaz de almacenar una enerǵıa EJ , denominada enerǵıa de

Josephson

EJ =

∫
IV dt

=
φ0I0

2π

∫
sin(θ) dθ

EJ = −φ0I0

2π
cos(θ). (2.80)

Combinando entonces el inductor con la capacitancia intŕınseca de la juntura,

se obtiene un oscilador no lineal, cuya frecuencia natural es

ωp(I) = (LJCJ)−1/2 (2.81)

= (2πI0/φ0CJ)1/2/(1− I2/I2
0 )1/4, (2.82)

denominada frecuencia de plasma.

Qubits superconductores de carga, flujo y fase

Una vez presentadas las uniones Josephson, estamos en posición de estu-

diar las distintas implementaciones de qubits. En este caṕıtulo presentaremos

en detalle el qubit de fase debido a que será utilizado posteriormente. Los

qubits de carga y flujo se estudian con más detalle en el apéndice (A).
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Figura 2.10: Representación esquemática de un qubit de carga o Cooper-Pair

Box.

Qubit de carga. Cooper-Pair Box (CPB)

Un qubit superconductor de carga o Cooper-Pair Box (CPB) consiste

de un pequeño electrodo superconductor llamado la “isla”. Este elec-

trodo está conectado a un reservatorio superconductor BCS através de

una juntura Josephson con capacitancia CJ y enerǵıa Josephson EJ .

Esta isla es conducida por una fuente de potencial Vg en serie con una

compuerta de capactancia Cg como se observa en la figura 2.10. Sigu-

iendo el formalismo de flujos desarrollado en el apéndice (A), es posible

mostrar que el Hamiltoniano de este sistema está dado por

HCPB = 4EC(N −Ng)
2 − EJcos(θ), (2.83)

donde θ es la diferencia de fase superconductora. Aqúı, EC = e2/2(CJ +

Cg) es la enerǵıa de carga de la isla y Ng = CgVg/(2e) se denomina

compuerta de carga.

En los circuitos cuánticos integrados, las variables canónicas conjugadas

son la diferencia de fase superconductora θ (o bien el flujo φ) y la

carga almacenada en la juntura Q, las cuales obedecen a la relación

de conmutación [θ,Q] = 2ei. Consecuentemente, estas variables están

sujetas al principio de incertidumbre de Heisemberg, ∆θ∆Q ≥ 2e.
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Figura 2.11: Representación esquemática de un qubit de flujo de una juntura

Josephson o rf-SQUID.

En el caso del qubit de carga, se tiene la siguiente relación entre las

enerǵıas de carga y de Josephson, las cuales controlan los anchos car-

acteŕısticos de la función de onda del sistema, EJ/EC = 1/10. De esta

manera, la carga en la juntura está bien definida mientras la diferen-

cia de fase experimenta largas fluctuaciones. Esta condición permite

además a la compuerta de carga, Vg, seleccionar el número de pares de

Cooper que pueden experimentar efecto tunel hacia la isla supercon-

ductora, definiendo de esta manera los estados de qubits con |Ng〉 y

|Ng + 1〉 pares de Cooper.

Qubit de flujo. rf-SQUID

Un qubit de flujo consiste de un anillo superconductor interrumpido por

una [78] o tres [79] junturas Josephson el cual se acopla a un inductor

externo que genera un flujo magnético (φext). Este flujo externo induce

dos estados de supercorriente: uno circulando en sentido horario y otro

en sentido antihorario (ver la figura 2.11). En particular, el Hamiltoni-

ano para el qubit de una juntura denominado rf-SQUID, está dado por

H =
Q2

2CJ

+
(φ− φext)

2

2L
− EJcos

(
2π

φ

φ0

)
. (2.84)
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Figura 2.12: (a) Potencial del rf-SQUID para un flujo externo φext = 0,5φ0.

(b) Potencial del rf-SQUID para un flujo externo φext = 0,3φ0.

Esta implementación f́ısica está caracterizada por la siguiente relación

entre las enerǵıa de carga y de Josephson, EJ/EC = 10. De acuerdo

con la discusión anterior, el flujo (relacionado a la diferencia de fase

por la relación, φ = (~/2e)θ) está bien definido mientras la carga en la

juntura experimenta largas fluctuaciones.

Cuando el flujo externo se ajusta a φext = φ0/2, el potencial del rf-

SQUID se vuelve simétrico (caso degenerado), como se muestra en la

figura 2.12(a). Una pequeña desviación de este valor, φext 6= φ0/2, hace

que el potencial se vuelva asimétrico (caso no degenerado), como se

muestra en la figura 2.12(b). En ambos casos, los dos mı́nimos corre-

sponden a los dos diferentes sentidos en que la supercorriente puede

fluir a lo largo del anillo.

Qubit de fase. Current-biased Josephson junction (CBJJ)

El modelo para un qubit de fase se muestra en la figura 2.13. Hay una

juntura Josephson conducida por una fuente de corriente la cual puede

ser modelada por una inductancia muy alta. La corriente externa I
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provoca una inclinación de la enerǵıa potencial en la juntura, creando

regiones metaestables con un número finito de niveles de enerǵıa los

cuales pueden experimentar efecto tunel fuera de la barrera.

La dinámica de este circuito obedece al siguiente Hamiltoniano

H =
1

2CJ

Q2 + U(φ), (2.85)

expresado en términos de la carga en la juntura y el flujo φ en el nodo

del circuito [Fig. 2.13]. El Hamiltoniano contiene la enerǵıa capacitiva

usual expresada en términos de la capacitancia de la juntura, CJ , y una

enerǵıa potencial debido a los elemento inductivos. Este Hamiltoniano

se obtiene siguiendo el formalismo de flujos discutido en el apéndice (A).

Modelando la fuente de corriente como un inductor largo con un flujo

total que suministra una corriente constante, Φ̃/LJ = I, se obtiene el

potencial altamente anarmónico

U(φ) = −I0ϕ0 cos(φ/ϕ0)− Iφ. (2.86)

Por simplicidad, seguiremos el tratamiento en términos de la variable

ϕ0 = φ0/2π, esto para evitar factores 2π.

La cuantización de este modelo corresponde a imponer las relaciones de

conmutación usuales entre las variables canónicas conjugadas, el flujo

φ y la carga Q, esto es [φ,Q] = i~. Trabajando en la representación de

número-fase, esto es, φ = ϕ0 × θ, y Q = 2e × N con operadores que

satisfacen la relación de conmutación [θ,N ] = i. En términos de estas

variables, el Hamiltoniano puede ser expresado como

H = ECN2 − I0ϕ0

[
cos(θ) +

I

I0

θ

]
, (2.87)

donde la enerǵıa de carga de la juntura está dada por

EC =
(2e)2

2CJ

=
~2

2ϕ2
0CJ

. (2.88)
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Figura 2.13: (izquierda) Esquema para un qubit de fase o current-biased

Josephson junction. (derecha) Niveles de enerǵıa. Hay Ns niveles de enerǵıa

metaestables con frecuencias anarmónicas.

Notemos que ahora hemos inclúıdo el factor 2 correspondiente a la

carga de un electrón superconductor.

Aproximación armónica

Cuando la corriente que conduce a la juntura I es muy cercana a la

corriente cŕıtica I0, se tiene una situación en Fig. 2.13 en la cual la jun-

tura desarrolla un mı́nimo local del potencial para θ cercano a π/2. En

este caso, es adecuado aproximar el potencial por un polinomio cúbi-

co y describir la dinámica semiclásica con una componente coherente

que describa las oscilaciones alrededor del mı́nimo local y la tasa de

decaimiento al continuo de estados de carga, los cuales están fuera de

este mı́nimo inestable.

El ĺımite semiclásico está caracterizado solamente por dos números, la

frecuencia de plasma de las oscilaciones de la fase alrededor del mı́nimo

ωp =

√
I0

4ϕ0CJ

[
1−

(
I

I0

)2
]1/4

(2.89)

y la altura de la barrera

∆U =
2
√

2

3

√
1− I

I0

, (2.90)
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la cual previene el tunelamiento fuera de este mı́nimo. Usando métodos

semiclásicos, es posible estimar el número de estados metaestables en

este mı́nimo local, ∼ Ns = ∆U/~ωp, y aproximar sus niveles de enerǵıa

como

En/~ = nωp + ωanh
n − iΓn, (2.91)

el cual incluye la componente anarmónica, ωanh
n , y una parte imaginaria

que corresponde a la tasa a la cual el estado decae al continuo, Γn. En

esta tesis, se utilizará el hecho que para dos niveles consecutivos sus

tasas de decaimiento pueden ser muy diferentes, Γn+1/Γn ∼ 1000 [82].

Permitiéndonos tratar los niveles |0〉 y |1〉, como los niveles de elementos

absorbedores de fotones.

Un punto importante que trataremos más adelante, es cómo acoplar

un qubit de fase con una gúıa de onda unidimensional transportando

fotones. Para esto, es necesario estudiar en detalle los resultados que

hemos presentado hasta ahora.

Primero notemos que el mı́nimo de enerǵıa se alcanza para el siguiente

valor de la fase

sin(θm) =
I

I0

=: r (2.92)

el cual es muy cercano a π/2. Alrededor de este mı́nimo, θ = θm + θ̃,

una aproximación armónica nos permite escribir

H ' ECN̂2 +
1

2
U ′′θ̃2, (2.93)

con una curvatura del potencial dada por

U ′′(θm) = I0ϕ0 cos(θm) = I0ϕ0

√
1− r2. (2.94)
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Para diagonalizar este Hamiltoniano se introducen los operadores

N̂ =
1√
2α

i(a† − a), (2.95)

θ̃ =
α√
2
(a + a†), (2.96)

con las relaciones de conmutación usuales, [a, a†] = 1, e imponiendo

que
EC

2α2
=

U ′′α2

4
=

1

2
~ωp. (2.97)

Esto nos provee de la frecuencia de plasma obtenida antes (2.82),

ωp =

√
ECU ′′

2~2
=

√
I0

4ϕ0CJ

(1− r2)1/4, (2.98)

y también de la “intensidad” de los operadores de número y fase,

α2 =

√
2EC

U ′′ =
EC

~ωp

, (2.99)

la cual está relacionada a la enerǵıa de carga y la frecuencia de plasma.

Fotones en ĺıneas de transmisión

A continuación se estudiará el modelo matemático y las propiedades

f́ısicas de una gúıa de microondas coplanar. Este dispositivo consiste de un

conductor central que transporta a las ondas, el cual está delimitado por dos

conductores conectados a tierra. Un modelo simple pero efectivo para esta

ĺınea de transmisión, se obtiene acoplando inductancias y capacitores como

se muestra en la Fig. 2.14. Como se mostrará más adelante, si denotamos

por l y c la inductancia y capacitancia por unidad de longitud, este modelo

predice la propagación de campos de microondas en la ĺınea de transmisión

de acuerdo a la relación de dispersión

ωk = v|k| = 1√
cl
|k|, (2.100)
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Figura 2.14: Una ĺınea de transmisión puede ser modelada como un conjunto

de inductancias y capacitancias.

donde ~k es el momento del fotón, ωk es la frecuencia y v es la velocidad de

grupo.

Modelo discreto

Para analizar el circuito de la figura 2.14, debemos escribir las leyes

de Kirchhoff para el enésimo bloque conteniendo 4 nodos. Al combi-

nar todas las ecuaciones y dejando como variables las intensidades de

las corrientes, es posible obtener el siguiente conjunto de ecuaciones

diferenciales de segundo orden

−L0
d2In

dt2
=

1

C0

[2In − In−1 − In+1]. (2.101)

Estas ecuaciones son similares a aquellas que describen un conjunto

infinito de osciladores de masa m ∝ L0 y constante elástica κ ∝ 1/C0.

En analoǵıa con el caso mecánico, si asumimos condiciones de borde

periódicas para reproducir de mejor manera la propagación de la carga,

encontramos soluciones de ondas viajeras

In(t) = I0e
i(kxn−ωt), k =

2π

L
× Z, (2.102)

donde xn = a × n, a es un parámetro que denota la distancia entre

osciladores vecinos, k es el momento de la onda y L es la longitud de la
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ĺınea. Sustituyendo esta última expresión en Eq. (2.101), nos permite

obtener la relación de dispersión

ω(k) =

[
2

L0C0

(1− cos(ka))

] 1
2

'
√

a2

L0C0

|k|, (2.103)

la cual es aproximadamente lineal para pequeños momentos, gúıa de

onda larga o discretización fina. Usando la inductancia y capacitancia

por unidad de longitud

l = L0/a, c = C0/a, (2.104)

se obtiene la velocidad de grupo v y la relación de dispersión introducida

antes (2.100).

Formalismo Lagrangiano y ĺımite continuo

Las ecuaciones de evolución previas (2.101) pueden ser obtenidas desde

el siguiente Lagrangiano

L =
∑

n

(
L0

2
Q̇2

n −
1

2C0

(Qn −Qn+1)
2

)
(2.105)

usando las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂Q̇n

)
=

∂L

∂Qn

. (2.106)

Un modelo más realista para una ĺınea de transmisión continua se ob-

tiene tomando el ĺımite de inductores y capacitores infinitesimalmente

pequeños, a → 0, mientras se preservan las cantidades intensivas l y

c. En el ĺımite continuo, se reemplazan las cargas discretas por una

distribución continua de densidad de carga, Qn ' a × q(xn, t), la cual

debeŕıa ser una función de la variable x, suave e integrable. Mediante

este procedimiento uno obtiene un Lagrangiano total expresado en for-

ma integral

L =

∫
dx

[
l

2
(∂tq)

2 − 1

2c
(∂xq)

2

]
. (2.107)
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La distribución de carga descrita através del campo q(x, t) obedece a

la ecuación de onda

∂2
xq(x, t)− 1

v2
∂2

t q(x, t) = 0, (2.108)

donde la velocidad de grupo es precisamente la que se ha encontrado

en el caso discreto.

Hamiltoniano y cuantización

La cuantización de un circuito eléctrico es un procedimiento de tres

etapas. Se comienza por identificar las variables canónicas conjugadas:

la distribución de carga q(x, t) y su momento asociado

Πq =
∂L
∂q̇

= lq̇(x, t). (2.109)

El Hamiltoniano se construye de acuerdo a la prescripción

H =

∫
dxΠq q̇ − L =

∫
dx

[
(Πq)

2

2l
+

(∂xq)
2

2c

]
. (2.110)

Finalmente, las variables {q, Πq} son reemplazadas por operadores Hermı́ticos

que satisfacen la relación de conmutación

[
q̂(x, t), Π̂q(x

′, t)] = i~δ(x− x′). (2.111)

El Hamiltoniano anterior (2.110) es cuadrático y puede ser diagonaliza-

do. Para ello, comenzemos por analizar la dinámica de estos operadores

en el cuadro de Heisenberg. Dado que la carga satisface la ecuación de

onda (2.108), tiene sentido buscar un conjunto de modos normales con-

strúıdos por ondas planas

q̂(x, t) =
∑

k

Nkq̂k(t)uk(x), (2.112)

uk(x, t) =
1√L exp(ikx), k ∈ 2π

L × Z, (2.113)
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donde q̂k son nuestras nuevas variables dinámicas y Nk es una constante

de normalización la cual debe ser fijada. Notemos que se está utilizando

condiciones de borde periódicas debido a que estas son adecuadas para

describir transporte, pero no hemos fijado la longitud de la ĺınea de

transmisión L, la cual puede ser arbitrariamente larga.

Reemplazando la expresión anterior en (2.108), produce una ecuación

diferencial de segundo orden para los operadores qk(t)

¨̂qk(t) + ω2
kq̂k(t) = 0. (2.114)

Dado que q̂ y q̂k son observables f́ısicos, y consecuentemente operadores

Hermı́ticos, la solución más general estará dada por q̂k(t) = ake
−iωkt +

a†ke
iωkt, la cual está expresada en términos del operador independiente

del tiempo, ak. La relación de conmutación (2.111) produce relaciones

de conmutación bosónicas para los ak

[ak, a
†
k′ ] = δkk′ , [ak, ak′ ] = [a†k, a

†
k′ ] = 0, (2.115)

y permite definir la constante N2
k = ~/(2ωkl). Finalmente, con las fun-

ciones de onda ortonormalizadas wk(x, t) = uk(x) exp(−iωkt), se ob-

tiene

q̂(x, t) =
∑

k

√
~

2ωkl
[akwk(x, t) + H.c.] (2.116)

Π̂q(x, t) =
∑

k

i

√
~ωkl

2

[
a†kwk(x, t)∗ − H.c.

]
.

Dada la forma espećıfica de los operadores canónicos, se puede obtener

una relación de dispersión particular ωk que diagonaliza el Hamiltoni-

ano. Usando las relaciones∫
wk(x, t)wk′(x, t)dx = δk+k′e

−i(ωk+ωk′ )t, (2.117)
∫

wk(x, t)wk′(x, t)∗dx = δk−k′ , (2.118)
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e imponiendo
~ωkl

2
× 1

2l
=

~
2ωkl

× 1

2c
× k2, (2.119)

seremos capaces de cancelar todos los términos proporcionales a aka−k

y a†ka
†
−k, obteniendo un conjunto de osciladores desacoplados

H =
∑

k

~ωk

(
a†kak +

1

2

)
, (2.120)

donde la relación de dispersión es estrictamente la introducida antes en

Eq. (2.100).

Linealización

En esta tesis nos focalizaremos sobre los estados que contienen fotones

con momento alrededor de |k0| o ω0/v, donde ω0 corresponde a la fre-

cuencia principal del paquete de ondas. Además introduciremos los

siguientes operadores de campo, los cuales representan a los fotones

que se propagan hacia la derecha y hacia la izquierda:

ψr(x, t) =
∑

k∈B
akwk(x, t), (2.121)

ψl(x, t) =
∑

k∈B
a−kw−k(x, t), (2.122)

donde B = [k0 − ∆, k0 + ∆] es la vecindad deseada alrededor del mo-

mento principal, caracterizada por una frecuencia de corte ∆. Estos

dos campos satisfacen las ecuaciones de evolución

i∂tψr(x, t) = −i~v∂xψr(x, t), (2.123)

i∂tψl(x, t) = +i~v∂xψl(x, t), (2.124)

y podemos escribir el Hamiltoniano efectivo como

H =

∫ [
ψ†r(−i~v∂x)ψr + ψ†l (+i~v∂x)ψl

]
dx. (2.125)
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Figura 2.15: Un capacitor conectado a una fuente de voltaje via otro capac-

itor, puede ser simulado através tres capacitores conectados en serie, donde

el último de ellos posee una capacitancia muy grande, CV →∞, pero con un

potencial fijo, V = QV /CV .

Hay un truco en la expansión anterior: los operadores ψr,l no satisfacen

las relaciones de conmutación bosónicas usuales. Por ejemplo

[ψr(x, t), ψ†r(y, t)] =
∑

k∈B
wk(x, t)w̄k(y, t), (2.126)

donde el lado derecho representa una truncación de la distribución δ(x−
y) dentro del intervalo de momentos B. Como veremos en el caṕıtulo 5,

estaremos interesados en el régimen asintótico de un procedimiento de

absorción de fotones, tratando con tiempos largos y paquetes de onda

suficientemente largos, para los cuales la aproximación de onda rotante

es válida. En este caso, podemos justificar la aproximación

[ψα(x, t), ψ†β(y, t)] ' δα,βδ(x− y), α, β ∈ {r, l}, (2.127)

y tratar a los campos propagantes como causales.

Acoplamiento entre el qubit y la ĺınea de transmisión. Aproxi-

mación dipolar

La interacción de un qubit de fase y una ĺınea de transmisión se logra

através de un acoplamiento capacitivo. Para entender la f́ısica involucrada en



2.3. Sistemas F́ısicos 75

esta interacción, estudiemos el circuito cuántico mostrado en Fig. 2.15, donde

un “elemento” es el capacitor CJ acoplado a un potencial V através de otro

capacitor, Cg. Si seguimos la prescripción de tratar a la fuente de potencial

como un capacitor de tamaño infinito y considerando el tratamiento de flujos

del apédice (A), se obtiene el siguiente término de enerǵıa capacitiva

EC =
CJ

2
φ̇2

a +
CV

2
φ̇2

b +
Cg

2
(φ̇a − φ̇b)

2. (2.128)

Este puede ser escrito equivalentemente utilizando la matriz de capacitancia

C̄ =


 CJ + Cg −Cg

−Cg CV + Cg


 , (2.129)

cuya inversa es

C̄−1 =
1

|C|


 CV + Cg Cg

Cg CJ + Cg


 , (2.130)

con |C| = CJCV + Cg(CJ + CV ). Notemos que esto conduce al Hamiltoniano

H =
CV + Cg

2|C| Q2
J +

Cg

|C|QJQV +
CJ + Cg

2|C| Q2
V . (2.131)

De esta manera no solamente aparece un término de interacción, sino que el

capacitor de gran tamaño también se ve afectado. Sin embargo, al considerar

el ĺımite de grandes capacitancias, CV → ∞ con V = CV /QV , se obtiene

|C| ∼ CV (Cg + CJ), y CgQV /|C| ∼ CgV/(Cg + CJ). Aśı, luego de remover la

enerǵıa de la fuente de potencial, obtenemos el Hamiltoniano

H ' 1

2CΣ

Q2
J +

Cg

Cg + CJ

QJV. (2.132)

Las consideraciones anteriores se conocen como aproximación dipolar, en

la cual el capacitor objetivo es afectado por el potencial de la fuente grande.

Dado que la capacitancia total de la ĺınea de transmisión es mucho más
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grande que la de un qubit superconductor, también es posible aplicar el

ĺımite dipolar para estudiar el acoplamiento entre ambos elementos y asumir

que el término de interacćıon está dado por:

H = q̂
Cg

Cg + CJ

V̂ (x, t). (2.133)

Siguiendo nuestra teoŕıa cuántica de campos, el potencial creado dentro

de la gúıa de onda puede ser escrito como una función de la distribución de

carga sobre el conductor

V̂ (x, t) =
1

c

∂Q̂(x, t)

∂x
. (2.134)

Usando la ecuación de autovalores ∂xwk(x, t) = ipwk(x, t) y la relación de

dispersión (2.100), obtenemos

V̂ (x, t) = i
∑

k

√
~ωk

2c

[
akwk(x, t)− a†kwk(x, t)∗

]
. (2.135)

Asumiendo que el fotón incidente y el paquete de ondas que se aleja tienen un

ancho de banda pequeño, podemos aproximar ωk ' ω0 y obtener el potencial

como una función de los campos propagantes

V̂ ' i

√
~ω0

2c

[
ψr + ψl − ψ†r − ψ†l

]
. (2.136)

De esta manera, la intensidad del acoplamiento entre el qubit superconductor

y la ĺınea de transmisión está descrita por

V ∼ Cg

Cg + CJ

√
~ω0

2c
, (2.137)

la cual es independiente de la longitud de la gúıa de ondas.

Consistentemente, podemos considerar el caso de una ĺınea de transmisión

pequeña en la cual los modos están muy bien separados. En este caso, so-

lamente se necesita considerar un único momento, k, y todo se reduce a la

fórmula

V̂ (x, 0) = i

√
~ωk

2C
(ak − a†k). (2.138)
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Aqúı, C corresponde a la capacidad de la ĺınea de transmisión y la canti-

dad (~ωk/2C)1/2 es el voltaje r.m.s, el cual corresponde a la expresión en el

experimento de Wallraff et.al. [26].



Caṕıtulo 3

Medida directa de la

concurrencia para estados

puros de dos qubits atómicos

En este caṕıtulo se mostrará un esquema general para medir la concur-

recia de un estado puro de dos qubits en sistemas atómicos. El protocolo

está basado en operaciones de uno y dos qubits que actúan sobre dos copias

del sistema bipartito, seguidas por una lectura global de los qubits. Aqúı, se

muestra que es posible codificar la concurrencia en la probabilidad de encon-

trar a todos los qubits atómicos en el estado fundamental. Se presentarán

dos implementaciones f́ısicas para el protocolo: átomos cruzando cavidades

de microondas tridimensionales y sistemas de iones atrapados.

3.1. Introducción

Anteriormente se ha expuesto la importancia que tiene el entrelazamien-

to cuántico en aplicaciones modernas de la mecánica cuántica. Es por esta

78
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razón que la detección y cuantificación experimental del entrelazamiento,

ha capturado la atención de muchos grupos [46, 47]. Un primer acercamien-

to a este problema corresponde a la reconstrucción tomográfica del estado

cuántico [83], seguida por la evaluación de alguna medida de entrelazamiento,

las cuales son funciones no lineales de la matriz densidad. Otras propuestas

teóricas involucran a los operadores testigos de entrelazamiento [84], mapas

positivos [85], interferencia de dos part́ıculas [86], criterios de entrelazamiento

utilizando entroṕıas [87], reconstrucción tomográfica mı́nima y óptima [88],

propuestas via visibilidad en un sistema de cavidades de microondas [89], la

propuesta de medida directa de entrelazamiento [90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97],

la cual está basada en la disponibilidad de muchas copias del estado que

será analizado, y una propuesta reciente para la medida directa del entre-

lazamiento, la cual no considera suposición alguna acerca de los estados gen-

erados [98] para medir su entrelazamiento.

Profundizando algo más, las propuestas para la medición directa del en-

trelazamiento (teóricas y su verificación experimental) están basadas en el

siguiente argumento teórico:

En los trabajos de F. Mintert et al [99], se estableció que; en el caso

general de sistemas bipartitos de dimensión dA ⊗ dB, la concurrencia puede

ser expresada como el valor de expectación de un operador antisimétrico, Â,

definido sobre el espacio de Hilbert para una copia doble del estado cuántico

|ψ〉, esto es

C(|ψ〉) =

√
〈ψ| ⊗ 〈ψ|Â|ψ〉 ⊗ |ψ〉, (3.1)

donde Â = 4P
(1)
− ⊗ P

(2)
− y P

(i)
− (P

(i)
+ ) es el proyector sobre el subespacio anti-

simétricoHi∧Hi (subespacio simétricoHi¯Hi) de las dos copias del i−ésimo
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subsistemaHi ⊗Hi, el cual está definido como

P
(i)
∓ =

1

4

∑

jk

(|αjαk〉 ∓ |αkαj〉)(〈αjαk| ∓ 〈αkαj|), (3.2)

donde {|αj〉} es una base ortonormal arbitraria de Hi. En el caso particular

de un sistema bipartito de qubits, el operador antisimétrico está dado por

Â = 4|χ〉〈χ|, donde

|χ〉 =
1

2

(|0011〉 − |0110〉 − |1001〉+ |1100〉), (3.3)

o equivalentemente

|χ〉 = |φ−〉AA′ ⊗ |φ−〉BB′ , (3.4)

donde |φ−〉 =
(|01〉 − |10〉)/√2, es el estado de Bell antisimétrico. Notemos

que el estado de Bell ha sido reordenado para considerar al subsistema y su

correspondiente copia. En otras palabras, la concurrencia del estado |ψ〉 se

puede obtener mediante una medida de Bell sobre ambos subsistemas y sus

respectivas copias.

El protocolo que presentaremos a continuación representa una adaptación

del resultado general presentado antes, aplicado al caso particular de sistemas

atómicos. En particular, las cavidades de microondas y los iones atrapados.

3.2. El protocolo

La idea central de esta propuesta es transformar el estado separable de

dos copias de un estado puro, de tal manera que la concurrencia sea cod-

ificada en la amplitud de probabilidad de encontrar a todos los qubits en

el estado fundamental. Con este objetivo, haremos uso de operaciones uni-

tarias σy; rotaciones locales R; y la compuerta NOT controlada (CNOT),

seguidas de una medición de los cuatro qubits. En la Fig. 3.1 se presenta
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Figura 3.1: Circuito cuántico que describe una medida directa de la concur-

rencia de un estado puro de dos qubits, con la disponibilidad de dos copias del

mismo. El circuito involucra una compuerta controlled-not, aśı como rota-

ciones unitarias de un solo qubit, σy y R, seguidas por una medida conjunta

de los cuatro qubits.

un circuito cuántico que describe el protocolo propuesto. En este, los dos

primeros canales cuánticos representan al estado entrelazado de dos qubits,

cuya concurrencia deseamos medir, el tercer y cuarto canal denotan la copia

del estado cuántico correspondiente. Por último, la medición se produce a

través de la detección de todos los qubits en el estado fundamental.

Supongamos que queremos medir la concurrencia del siguiente estado

puro de dos qubits

|ψ〉 = c0 |gg〉+ c1 |ge〉+ c2 |eg〉+ c3 |ee〉 , (3.5)

y que se dispone de dos copias del mismo, |ψ〉 ⊗ |ψ〉. Es posible mostrar que

la concurrencia del estado |ψ〉, en términos de los coeficientes ci, está dada

por C(|ψ〉) = 2 |c1c2 − c0c3|. Siguiendo el circuito cuántico de la figura 3.1,

aplicamos las operaciones locales σy sobre la copia del estado. De esta manera,

el estado global estará dado por |Φ〉 = |ψ〉 ⊗ (σy ⊗ σy |ψ〉). Este estado,

puede ser escrito como una superposición de estados que tienen un número
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de excitaciones que van desde 0 a 4, esto es

|Φ〉 = −c0c3 |gggg〉
+c2c0 |ggge〉+ c0c1 |ggeg〉
−c1c3 |gegg〉 − c2c3 |eggg〉
−c2

0 |ggee〉 − c2
3 |eegg〉+ c1c2 |gege〉

+c2
1 |geeg〉+ c2

2 |egge〉+ c2c1 |egeg〉
−c1c0 |geee〉 − c2c0 |egee〉
+c3c2 |eege〉+ c3c1 |eeeg〉
−c3c0 |eeee〉 .

(3.6)

Siguiendo con el circuito, aplicamos una compuerta NOT controlada en-

tre el segundo qubit, el cual actúa como el control, y el cuarto qubit, el cual

actúa como el objetivo, seguida por una rotación del segundo qubit. La com-

puerta CNOT en este protocolo está definida tal que si el qubit de control

está en el estado |g〉, el target no es afectado, inversamente si el qubit de

control está en el estado |e〉, el qubit objetivo cambia su estado. La rotación

subsecuente R−
2 , la cual actúa sobre el qubit 2, corresponde al caso particular

de la rotación R±
j : |g〉j → (|g〉j±|e〉j)/

√
2 and |e〉j → (|e〉j∓|g〉j)/

√
2. Luego

de la operaciones CNOT y R−
2 , el estado que describe al sistema completo

estará dado por

|Φ1〉 = 1√
2
{ A− |gggg〉+ A+ |gegg〉
+ B− |ggge〉 − B+ |gege〉
+ 2c2c3 |eegg〉 − 2c0c1 |geeg〉
+ C−

10 |ggee〉+ C+
10 |geee〉

+ C−
23 |egge〉 − C+

23 |eege〉
+ A− |egeg〉 − A+ |eeeg〉
+ B+ |eeee〉 −B− |egee〉},

(3.7)

donde A± = c1c2± c0c3, B± = c0c2± c1c3, y C±
ij = c2

i ± c2
j . Notemos que en el
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estado (3.7), la información de la concurrencia del estado |ψ〉 está presente

el coeficiente A− a través de:

C(|ψ〉) = 2
√

2Pgggg, (3.8)

donde Pgggg = |A−|2/2. Claramente, un argumento similar conduce también

a C(|ψ〉) = 2
√

2Pegeg. La conveniencia de medir a los qubits en el estado fun-

damental, será patente en la siguiente sección cuando discutamos situaciones

experimentales concretas.

3.3. Implementaciones f́ısicas

A continuación, se presentarán dos escenarios f́ısicos para el protocolo que

se ha propuesto. Primero se discutirá el caso de átomos volando a través de

cavidades de microondas tridimensionales, para luego considerar el caso de

sistemas de iones atrapados.

3.3.1. Cavidades de microondas tridimensionales

El protocolo propuesto hará uso de dos cavidades, dos zonas Ramsey,

y átomos de Rydberg que vuelan a velocidades determinadas, ver Fig. 3.2.

Este protocolo conf́ıa en los esfuerzos presentes para desarrollar configura-

ciones de dos cavidades [100], ver también otros proyectos con multiples cavi-

dades [101, 102]. La primera cavidad C se utiliza para crear dos copias del

mismo estado entrelazado de dos átomos en una manera consecutiva. Para

esto, hacemos uso de una técnica para generar entrelazamiento que ya ha sido

demostrada experimentalmente en Ref. [103], siguiendo la propuesta teórica

en Ref. [104]. En este sentido, tenemos derecho a decir que se podŕıa producir

en el laboratorio un estado entrelazado general de la forma α|ge〉+β|eg〉. En

Ref. [103], dos átomos de Rydberg, con un retardo relativo τ , son enviados
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Figura 3.2: Protocolo para medir la concurrencia en cavidades de microondas

tridimensionales usando dos cavidades y dos zonas Ramsey.

desde B con velocidades v and w (w > v) tal que ellos se crucen el interior

de la cavidad, determinando de esta manera el deseado ángulo de Rabi efec-

tivo. Aqúı, se propone crear las dos copias requeridas una después de otra,

en donde los átomos de cada par tendŕıan las mismas velocidades v and w,

y un adecuado tiempo de retardo τ ′ entre los átomos 2 and 3. Veremos que

mientras se requiere que cada par de átomos {1, 2} y {3, 4} se crucen dentro

de la cavidad C, para generar el mismo estado entrelazado |Ψ〉, no se necesita

que los átomos 2 y 4 se crucen en la cavidad D para producir la compuerta

CNOT.

Antes de la cavidad C, ver Fig. 3.2, los cuatro átomos siguen el orden

natural {4, 3, 2, 1}, desde izquierda a derecha. Inmediatamente después de la

cavidad C, los cuatro átomos que codifican el estado inicial |Ψ〉⊗|Ψ〉, siguen el

orden {3, 4, 1, 2} debido a la sincronización y velocidades antes mencionadas.

Para comenzar con el protocolo descrito en Fig. 3.1, nosotros permitimos que

los átomos 4 y 3 crucen la región Ramsey donde serán aplicadas operaciones

locales unitarias σy. En este protocolo, se considera que las regiones Ramsey

no fueron activadas cuando los átomos 2 y 1 pasaron a través de ellas en

un instante de tiempo más temprano.Recordemos que las zonas Ramsey, las

cuales pueden implementar diferentes rotaciones locales, son dispositivos muy

precisos y bien controlados, que representan un elemento importante en la

tecnoloǵıa actual de cavidades de microondas 3D [3]. Tengamos en cuenta
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que antes de entrar en la cavidad D, seŕıa preferible tener el siguiente orden

entre los átomos {3, 1, 4, 2}. Este intercambio de posiciones entre los átomos

1 y 4 se podŕıa alcanzar sintonizando apropiadamente los parámetros v, w,

τ , τ ′, y la distancia entre las cavidades.

El segundo paso del protocolo es la implemetación de una compuerta

CNOT(2,4) entre el qubit atómico de control 2 y el qubit atómico objetivo 4.

Como se explicó antes, el átomo llega primero a la cavidad D seguido por el

átomo 4. Se puede probar fácilmente que esta compuerta es equivalente a las

siguientes operaciones sucesivas R+
4 ×CPHASE(2, 4)×R−

4 . La compuerta de

fase controlada CPHASE(2,4) actúa como sigue: |e〉2|e〉4 → −|e〉2|e〉4, mien-

tras que los otros estados de la base, {|g〉2|g〉4, |g〉2|e〉4, |e〉2|g〉4}, permanecen

sin cambios. Para lograr esto, primero debe mapearse el qubit del átomo 2

hacia el estado fotónico de la cavidad D. Entonces, el qubit atómico 4 es

transformado debido a R−
4 y entra dentro de la cavidad D para llevar a cabo

una compuerta CPHASE con el qubit fotónico, esto es, |e〉|1〉 → −|e〉|1〉,
dejando los otros estados sin cambios. Nosotros sugerimos usar la compuerta

CPHASE implementada experimentalmente en Ref. [105]. Una vez realizado

esto, nosotros proponemos el uso de un nivel auxiliar |i〉, el cual permite llevar

a cabo un pulso 2π en el subespacio {|e〉|1〉, |i〉|0〉} [106]. Finalmente, el qubit

atómico 4 es rotado a través de la acción de R+
4 , mientras el qubit fotónico

es mapeado de vuelta en un átomo adicional 5 preparado inicialmente en su

estado fundamental.

Como se desprende de lo anterior, el átomo 2 es perdido en este proceso.

Sin embargo, su información lógica ahora es transportada por al átomo 5. El

último paso consiste en medir la estad́ıstica de los niveles de enerǵıa de todos

los qubits luego de una rotación final R−
5 implementada sobre el qubit atómi-

co 5, siguiendo el protocolo en Fig. 3.1. Como se muestra en la Eq. (3.8), la

probabilidad de encontrar a todos los átomos relevantes {5, 3, 1, 4} en el esta-
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do fundamental, nos proveerá de la concurrencia del estado puro entrelazado

|Ψ〉. Claramente, siguiendo la Eq. (3.7), también es posible obtener la misma

información si usamos la probabilidad Pegeg.

Hay puntos técnicos adicionales que deben ser mencionados. En primer

lugar, será deseable que el átomo 5 sea enviado con una apropiada sin-

cronización y velocidad tal que este pueda recuperar el qubit fotónico de

la cavidad D, antes de que la decoherencia destruya la información codifi-

cada por el átomo 2. Segundo, la sintonización apropiada de la frecuencia

relativa de las cavidades C y D, sólamente puede ser decidida cuando todos

los parámetros, incluyendo la distancia entre cavidades y transiciones atómi-

cas, han sido decididos. Tercero, nuestra propuesta conf́ıa en la posibilidad

de encender y apagar los dispositivos Ramsey en determinados instantes de

tiempo, y también en el mecanismo de corrimiento de los niveles atómicos, lo

cual se logra controladamente aplicando voltages DC a través de los espejos

de la cavidad [107].

3.3.2. Iones atrapados

Alternativamente, este protocolo podŕıa ser directamente implementado

en cuatros iones atrapados, ver Fig. 3.3, como discutiremos a continuación.

Para lograr esto, se requiere implementar las correspondientes operaciones

lógicas descritas en nuestro protocolo general, esto es, las operaciones σy,

rotaciones locales R±, y una compuerta CNOT, las cuáles han sido imple-

mentadas con una muy alta precisión en los experimentos. En este caso,

confiaremos en la posibilidad de implementar el acceso individual sobre los

cuatros iones, para lograr su control y lectura. T́ıpicamente, la medida de

cada ion se realiza por medio de la técnica denominada electron-shelving, en

donde un nivel interno, digamos |e〉, se acopla a un nivel auxiliar |c〉 que decae

ćıclicamente de regreso al estado |e〉. La abundancia de fotones fluorescentes
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Figura 3.3: Cuatro iones en una trampa de Paul lineal que pueden ser

accesados individualmente, medidos, y acoplados a un grado de libertad de

movimiento colectivo para implementar el protocolo en Fig. 3.1.

implica la proyección del qubit sobre el estado |e〉, y la ausencia de fotones

fluorescentes garantiza la proyección del qubit en el otro estado |g〉. Sin em-

bargo, debemos hacer notar que para medir la concurrencia de acuerdo a

nuestro protocolo, no es necesario llevar a cabo una lectura individual de los

qubits iónicos. Aqúı, se propone el uso de una técnica que puede ser denom-

inada como electron-shelving global [108], en donde la medida requerida de

Pgggg en la Eq. (3.8) se reduce a responder si existe o no fluorescencia. Dado

que todos los iones son idénticos, podemos aplicar el mismo pulso láser para

llevar a cabo la técnica electron-shelving en una manera global y simultánea,

en donde cada ion llevará a cabo su correspondiente transición ćıclica. Sólo

la ausencia de fotones fluorescentes garantiza la proyección del estado de los

cuatro qubits en el estado |g〉|g〉|g〉|g〉, mientras que la presencia de fotones

fluorescentes implica una proyección sobre cualquier otro estado de cuatro

qubits. De esta manera, se lograŕıa la medida de la concurrencia a través de

Pgggg en la Eq. (3.8) en un esquema de lectura global y simplificado.
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3.4. Conclusión

En este caṕıtulo, hemos presentado un protocolo realista para la medida

directamente de la concurrencia de un estado puro de dos qubits, consideran-

do dos copias del estado cuántico y un número sencillo de operaciones lógi-

cas. También hemos presentado dos implementaciones f́ısicas en sistemas de

cavidades y sistemas de iones atrapados, los cuales son dos arquitecturas en

donde es posible llevar a cabo una gama amplia de operaciones lógicas de

uno y dos qubits.



Caṕıtulo 4

Detectando entrelazamiento en

estados puros de dos qutrits

En este caṕıtulo se propone un método para medir la concurrencia I

contenida en un estado puro de dos qutrits. Este protocolo, el cual involucra

a una copia doble del estado cuántico, conf́ıa en la posibilidad de llevar a cabo

operaciones
√

SWAP sobre subespacios distintos de dos qubits. Cada término

que compone a la concurrencia I puede ser codificado, a través de rotaciones

locales, en la amplitud de probabilidad de detectar a cada qutrit en su estado

de más baja enerǵıa. También, se discute una posible implementación f́ısica

del protocolo en sistemas de iones atrapados.

4.1. Introducción

En el caṕıtulo anterior, hemos discutido cómo es posible extraer la infor-

mación del grado de entrelazamiento en un sistema de dos qubits, a través de

un protocolo que involucra una copia doble del estado cuántico en cuestión.

En principio, esta idea también puede ser aplicada a sistemas bipartitos de

89
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mayor dimensionalidad, como mostraremos a continuación.

La situación que nos interesa es un sistema bipartito compuesto de qutrits.

El estado puro más general para este sistema está dado por

|ψ〉 = c1|00〉+ c2|01〉+ c3|02〉
+ c4|10〉+ c5|11〉+ c6|12〉
+ c7|20〉+ c8|21〉+ c9|22〉, (4.1)

donde los coeficientes ci son amplitudes complejas. En este caso, el cuadrado

de la concurrencia I adopta la forma siguiente:

C2(|ψ〉) = 4
(|c1c5 − c2c4|2 + |c1c8 − c2c7|2 + |c4c8 − c5c7|2

+ |c4c9 − c6c7|2 + |c5c9 − c6c8|2 + |c2c9 − c3c8|2

+ |c2c6 − c3c5|2 + |c1c6 − c3c4|2 + |c1c9 − c3c7|2
)
.

(4.2)

Esta expresión está compuesta por una serie de 9 términos, los cuales pueden

interpretarse como “concurrencias” definidas sobre subespacios distintos de

dimensión d = 4.

A continuación, se mostrará que al considerar dos copias del estado (4.1),

es posible extraer la información de cada una de las “concurrencias” anteri-

ormente definidas, mediante la aplicación de rotaciones locales y no locales,

seguidas de medidas proyectivas.

4.2. El protocolo

Para ilustrar como funciona nuestro protocolo, consideremos el estado

|ψ〉 ⊗ |ψ〉. Luego de reordenar términos, colocando juntos los estados asoci-

ados al subsistema A y su copia A′ a la izquierda, mientras que los estados
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asociados al subsistema B y su copia B′ a la derecha, se obtiene lo siguiente

|ψ〉 ⊗ |ψ〉 = c2
1|00〉|00〉+ c1c2|00〉|01〉+ c1c3|00〉|02〉

+ c2c1|00〉|10〉+ c2
2|00〉|11〉+ c2c3|00〉|12〉

+ c3c1|00〉|20〉+ c3c2|00〉|21〉+ c2
3|00〉|22〉

+ c1c4|01〉|00〉+ c1c5|01〉|01〉+ c1c6|01〉|02〉
+ c2c4|01〉|10〉+ c2c5|01〉|11〉+ c2c6|01〉|12〉
+ c3c4|01〉|20〉+ c3c5|01〉|21〉+ c3c6|01〉|22〉
+ c1c7|02〉|00〉+ c1c8|02〉|01〉+ c1c9|02〉|02〉
+ c2c7|02〉|10〉+ c2c8|02〉|11〉+ c2c9|02〉|12〉
+ c3c7|02〉|20〉+ c3c8|02〉|21〉+ c3c9|02〉|22〉
+ c4c1|10〉|00〉+ c4c2|10〉|01〉+ c4c3|10〉|02〉
+ c5c1|10〉|10〉+ c5c2|10〉|11〉+ c5c3|10〉|12〉
+ c6c1|10〉|20〉+ c6c2|10〉|21〉+ c6c3|10〉|22〉
+ c2

4|11〉|00〉+ c4c5|11〉|01〉+ c4c6|11〉|02〉
+ c5c4|11〉|10〉+ c2

5|11〉|11〉+ c5c6|11〉|12〉
+ c6c4|11〉|20〉+ c6c5|11〉|21〉+ c2

6|11〉|22〉
+ c4c7|12〉|00〉+ c4c8|12〉|01〉+ c4c9|12〉|02〉
+ c5c7|12〉|10〉+ c5c8|12〉|11〉+ c5c9|12〉|12〉
+ c6c7|12〉|20〉+ c6c8|12〉|21〉+ c6c9|12〉|22〉
+ c7c1|20〉|00〉+ c7c2|20〉|01〉+ c7c3|20〉|02〉
+ c8c1|20〉|10〉+ c8c2|20〉|11〉+ c8c3|20〉|12〉
+ c9c1|20〉|20〉+ c9c2|20〉|21〉+ c9c3|20〉|22〉
+ c7c4|21〉|00〉+ c7c5|21〉|01〉+ c7c6|21〉|02〉
+ c8c4|21〉|10〉+ c8c5|21〉|11〉+ c8c6|21〉|12〉
+ c9c4|21〉|20〉+ c9c5|21〉|21〉+ c9c6|21〉|22〉
+ c2

7|22〉|00〉+ c7c8|22〉|01〉+ c7c9|22〉|02〉
+ c8c7|22〉|10〉+ c2

8|22〉|11〉+ c8c9|22〉|12〉
+ c9c7|22〉|20〉+ c9c8|22〉|21〉+ c2

9|22〉|22〉.
(4.3)
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Debemos mencionar un aspecto interesante de este estado. Si realizamos

operaciones
√

SWAP entre los subsistemas A y A′, sobre subespacios distin-

tos de dos qubits definidos por los vectores ortogonales B1 = {|01〉, |10〉},
B2 = {|02〉, |20〉}, y B3 = {|12〉, |21〉}, cada componente de la concurrencia

I (4.2), puede ser codificada en las amplitudes de probabilidad de vectores

particulares, los cuales pertenecen al espacio de Hilbert definido para el es-

tado |ψ〉 ⊗ |ψ〉.
En particular, cuando aplicamos estas operaciones no locales como se

muestran a continuación: |01〉(|10〉) → [|10〉 + |01〉]/√2
(
[|10〉 − |01〉]/√2

)
,

|02〉(|20〉) → [|20〉 + |02〉]/√2
(
[|20〉 − |02〉]/√2

)
, y |12〉(|21〉) → [|21〉 +

|12〉]/√2
(
[|21〉 − |12〉]/√2

)
tal que los otros estados {|00〉, |11〉, |22〉} per-

manecen invariantes, es posible mostrar que

P01,01 = P01,10 = |c1c5 − c2c4|2/2
P01,02 = P01,20 = |c1c6 − c3c4|2/2
P01,12 = P01,21 = |c2c6 − c3c5|2/2
P02,01 = P02,10 = |c1c8 − c2c7|2/2
P02,02 = P02,20 = |c1c9 − c3c7|2/2
P02,12 = P02,21 = |c2c9 − c3c8|2/2
P12,01 = P12,10 = |c4c8 − c5c7|2/2
P12,02 = P12,20 = |c4c9 − c6c7|2/2
P12,12 = P12,21 = |c5c9 − c6c8|2/2,

(4.4)

donde Pkk′,ll′ es la correspondiente probabilidad asociada al estado |kk′〉AA′|ll′〉BB′ .

De esta manera, al medir cada probabilidad, podemos obtener la información

acerca del entrelazamiento contenido en el estado |ψ〉.
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4.3. Implementación f́ısica

Como se ha discutido anteriormente, una vez aplicada las operaciones√
SWAP sobre subespacios distintos de dos qubits, es posible obtener cada

elemento que compone a la concurrencia I como la probabilidad de estados

espećıficos |kk′〉AA′|ll′〉BB′ . En la práctica, extraer la información requerida

podŕıa ser una tarea dif́ıcil de llevar a cabo debido a la dimensionalidad alta

del sistema completo.

En esta tesis, se propone una implementación f́ısica en iones atrapados.

Como se muestra en la Fig. 4.1, se consideran cuatro iones con seis niveles

de enerǵıa internos, los cuales interactúan con un único modo cuantizado de

una cavidad óptica. Además, cada part́ıcula pueder ser iluminada con cam-

pos laser de manera individual [109], permitiéndonos llevar a cabo rotaciones

locales y operaciones
√

SWAP sobre pares de átomos espećıficos. Se consider-

ará que el estado cuántico |ψ〉, estará codificado en los niveles internos de los

átomos 1 y 2, mientras que su copia en los niveles internos de los átomos 3 y

4. Antes de discutir el protocolo para obtener la concurrencia I, discutiremos

cómo es posible implementar las operaciones de dos part́ıculas requeridas.

Consideremos la configuración de niveles de enerǵıa como se muestra en

la Fig. 4.1. Para nuestros propósitos, estableceremos que el estado de un

qutrit estará codificado en los niveles internos |0〉, |1〉 y |2〉, mientras que

el resto de estados |h〉, |p〉, y |0p〉 serán considerados como niveles auxiliares

necesarios para implementar compuertas no locales. El modo de la cavidad, el

cual tiene una polarización lineal, acopla las transiciones dipolares |2〉 ↔ |h〉
y |1〉 ↔ |p〉.

Una compuerta
√

SWAP, puede ser implementada a través de la ex-

citación virtual del modo de la cavidad, ya sea por un esquema Raman

creado por un campo clásico con polarización σ−, el cual acopla los esta-
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Figura 4.1: Esquema de los cuatro iones de seis niveles interactuándo con

un modo cuantizado d euna cavidad óptica. Cada átomo puede ser ilumi-

nado individualmente mediante campos laser, permitiéndonos llevar a cabo

compuertas de uno y dos átomos.

dos |0〉 y |h〉, o bien por un campo clásico con polarización σ+, el cual acopla

los estados |0〉 y |p〉, como muestra la Fig. 4.1. Aqúı se considera que un par

de iones espećıficos evolucionan de acuerdo a esta dinámica. En este caso, el

Hamiltoniano, en el representación de interacción, está dado por

ĤI = ~ΩL

∑
j=1,2

(|h〉j〈0|ei(∆j
Lt+φj) + H.c.

)

+ ~ΩC

∑
j=1,2

(
b̂|h〉j〈2|ei∆j

Ct + H.c.
)
, (4.5)

donde b̂ y b̂† son los operadores de aniquilación y creación de fotones en el mo-

do de la cavidad, las desentonizaciones son ∆L = ωp0−ωL y ∆C = ωp1−ωC ,

ΩL y ΩC son las frecuencias de Rabi del campos clásicos y el campo cuánti-

co, respectivamente. Notemos que al escribir el Hamiltoniano (4.5), hemos

asumido el regimen de Lamb-Dicke, ηi

√
n̄ ¿ 1, donde ηi es el parámetro de

Lamb-Dicke asociado al i-ésimo ion y n̄ es el número promedio de fonones.
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En el regimen dispersivo donde |∆L,C | À ΩL, ΩC , los niveles superiores

|h〉 y |p〉, solo serán poblados virtualmente y el Hamiltoniano efectivo que

describe la dinámica del sistema estará dado por

Ĥeff = −~Ω2
L

∑
j

1

∆j

|0〉j〈0| − ~Ω2
C

∑
j

1

∆j
C

|2〉j〈2|b̂†b̂

+ ~
∑

j

Ωj
effeiδjt|2〉j〈0|b̂†eiφj + H.c., (4.6)

donde δj = ∆j
L −∆j

C , y la frecuencia de Rabi efectiva se define como

Ωj
eff =

ΩCΩL

2

(
1

∆j
C

+
1

∆j
L

)
. (4.7)

Si δj À Ωj
eff , el campo de la cavidad solamente será excitado virtualmente

y puede ser eliminado de la dinámica, conduciendo a una interacción efectiva

entre dos iones mediada por el vaćıo del modo de la cavidad

Ĥjk = ~
Ω2

eff

δ

∑
j

|0〉j〈0|+ ~Ω2
eff

δ

∑

j 6=k

σ+
j σ−k eiφjk , (4.8)

donde φjk = φj − φk, corresponde a la diferencia de fase entre los cam-

pos clásicos. El Hamiltoniano anterior, provisto de la condición ∆k
L = ∆j

L,

∆k
C = ∆j

C ; lo cual implica que δj = δk y Ωj
eff = Ωk

eff , permite implementar

una operación
√

SWAP |02〉(|20〉) → [|20〉 + |02〉]/√2
(
[|20〉 − |02〉]/√2

)
,

escogiendo apropiadamente la diferencia de fase φjk (φjk = π/2). Similar-

mente, uno puede implementar una operación
√

SWAP |01〉(|10〉) → [|10〉+

|01〉]/√2
(
[|10〉 − |01〉]/√2

)
, al considerar el esquema Raman de la rama

derecha.

El protocolo para medir la concurrencia I funciona de la siguiente manera.

Una vez que ha sido preparado el estado de la copia doble (4.1), el ion 1 y su

copia correspondiente 3, son iluminados individualmente mediante campos

clásicos para llevar a cabo una operación
√

SWAP sobre los subespacios de
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dos qubits B1 y B2. Luego, necesitamos realizar una operación
√

SWAP sobre

el subespacio B3. Esta compuerta se logra de la siguiente manera: un pulso

π clásico y resonante con la transición |0〉 ↔ |0p〉 es aplicado sobre los iones,

transfiriendo toda la población desde el estado |0〉 al estado |0p〉. Un segun-

do pulso π clásico y resonante con la transición |0〉 ↔ |1〉 (una transición

cuadrupolar) conducirá la población desde |1〉 → |0〉. Luego, realizamos una

segunda operación
√

SWAP sobre el subespacio B2, seguida por la restau-

ración de las poblaciones desde el estado |0〉 a |1〉 y desde el estado |0p〉 a |0〉.
De esta manera, es posible realizar las operaciones no locales requeridas por

el protocolo. A través del calculo numérico, es posible observar que la dinámi-

ca induce algunas fases en los estados, en los cuales están codificadas cada

componente de la concurrencia I. Sin embargo, esto no afectará al resultado

final a la hora de extraer la información, dado que extraemos probabilidades.

Finalmente debemos extraer la información necesaria. De acuerdo con la

ecuación (4.4), cada producto bilineal está asociado a un estado espećıfico

|kk′〉AA′|ll′〉BB′ . Para rescatar cada uno de ellos, debemos codificar la in-

formación correspondiente en el estado |00〉AA′|00〉BB′ , mediante pulsos π

clásicos. Una vez hecho esto, haremos uso de una técnica que puede ser llama-

da electron-shelving global [108] ( similarmente al caso de dos qubits), donde

la medida de P00,00 se reduce a reponder si existe o no fluorescencia. Dado

que todos los iones son idénticos, podemos aplicar el mismo pulso clásico

para realizar la técnica electron-shelving globalmente y simultáneamente,

conectando el estado |0〉 con un nivel auxiliar |c〉. En este caso, cada ion

realizará su correspondiente transición ćıclica. Solo la presencia de fotones

fluorescentes garantiza la proyección sobre el estado de los cuatro qutrits

|00〉AA′|00〉BB′ , mientras que la ausencia de fotones fluorescentes implica la

proyección sobre cualquier otro estado de los cuatro qutrits.
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4.4. Conclusión

En resumen, hemos presentado un protocolo para medir la concurrencia

I de un estado puro de dos qutrits, dada una copia doble del estado cuántico.

Se ha mostrado que al realizar operaciones
√

SWAP sobre subespacios de

dos qubits distintos, es posible codificar cada término no lineal que forma a

la concurrencia I, en las amplitudes de probabilidad de estados espećıficos

pertenecientes al espacio de Hilbert para el sistema de los cuatro qutrits.

También se ha discutido una implementación f́ısica aplicada al caso de los

iones atrapados, en donde la información requerida puede ser extraida a

través de la técnica denominada electron-shelving.



Caṕıtulo 5

Detector de fotones de

microondas en electrodinámica

cuántica de circuitos

En este caṕıtulo se muestra el diseño de un metamaterial compuesto de

elementos superconductores discretos que permiten la implementación de un

detector de fotones de alta eficiencia en el régimen de microondas. El diseño

consiste de una gúıa de microondas acoplada a un arreglo de circuitos cuánti-

cos metaestables, cuyos estados internos son cambiados irreversiblemente de-

bido a la absorción de fotones. Esta propuesta puede ser ampliamente apli-

cada a diferentes sistemas f́ısicos y puede ser generalizada para implementar

un contador de fotones en el régimen de microondas.

5.1. Introducción

Como se ha discutido antes, un elemento central en el desarrollo futuro de

la electrodinámica cuántica de circuitos será la implementación de detectores

98
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Figura 5.1: Diseño del detector. Bosquejo que muestra una gúıa de onda

unidimensional (gris) acoplada a un conjunto de elementos absorbentes con

tres niveles en su estructura interna (cuadrados azules) y distribúıdos en

posiciones arbitrarias. El campo de microondas (ĺınea discont́ınua) excita

coherentemente el estado |0〉 al estado superior |1〉, el cuál decae en el estado

estable |g〉. Una configuración análoga a la existente en qubits de fase (CBJJ),

en la cual un potencial confina a dos estados metaestables que pueden decaer

en un cont́ınuo de estados de corriente.

de fotones en el rango de microondas. En este caṕıtulo se presenta el diseño de

un metamaterial que realiza la detección de fotones de microondas de man-

era individual, mediante la absorción irreversible de fotones [110,111,112]. El

mecanismo se asemeja al de una peĺıcula fotográfica: cuando un fotón entra

en el dispositivo, hay una probabilidad alta de que este sea capturado, dejan-

do al sistema en un estado estable y distinguible mesoscópicamente, el cuál

puede detectarse a posteriori. Más precisamente, se propone un arreglo gen-

eral basado en una gúıa de onda unidimensional que pasa por un conjunto de

elementos que absorben fotones [Fig. 5.1]. El dispositivo que se presenta aqúı,

no conf́ıa en la presencia de una cavidad ni apunta a alcanzar el régimen de
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acoplamiento fuerte entre la materia y el campo. Los elementos absorbentes a

lo largo de la gúıa de onda pueden construirse con circuitos cuánticos biesta-

bles similares a los usados para implementar bit cuánticos. Estos circuitos

deben ser capaces de capturar un fotón y decaer desde el estado inicial |0〉
a un estado estable |g〉. En analoǵıa a la peĺıcula fotográfica, estos eventos

irreversibles constituyen en śı el proceso de medida. El paso final consiste en

contar el número de absorbentes activados que se relacionan al número de

fotones en el estado de Fock en el cuál fué detectado por la medida cuántica.

El conteo debe hacerse después de que el proceso de absorción ha termina-

do, de esta manera se evita cualquiera perturbación en la señal entrante. En

este sentido, el proceso de detección es pasivo y no requiere ningún tipo de

control.

5.2. Modelo abstracto y diseño

Es posible desarrollar a un modelo simple para la detección basado en

los requisitos generales anteriores. Nosotros modelamos los elementos ab-

sorbentes como sistemas de tres niveles, con una frecuencia interior ω y una

tasa de decaimiento desde el estado excitado |1〉 al estado estable final |g〉
que denotaremos por Γ, ver Fig. 5.1. Matemáticamente, esto se describe con

una ecuación maestra para la matriz de densidad ρ del sistema completo

(absorbentes y la gúıa de onda):

d

dt
ρ = − i

~
[H, ρ] + Lρ. (5.1)

El Hamiltoniano contiene términos para los absorbentes y los campos de

radiación, ψly ψr, los cuales se propagan hacia la izquierda y hacia la derecha

con velocidad de grupo vg. La interacción entre ambos se modela usando un

potencial delta de Dirac de intensidad V
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Figura 5.2: Eficiencia en la detección cuando los absorbentes están en res-

onancia con el campo de mircroondas (γ real). (Izquierda) Probabilidad de

absorción versus la tasa de decaimiento efectiva γ = Γvg/V
2 en unidades

sin dimensiones para un arreglo con N = 1, 2, 4 y 8 qubits (negro, verde,

azul, rojo), ambos en los reǵımenes de agrupamiento por clusters (segmen-

tos) y un arreglo igualmente espaciado. Las barras de error toman en cuenta

las desviaciones aleatorias en los absorbentes individuales, γi, de hasta un

40 % en promedio. Cuando los absorbentes están muy cerca entre śı, la efi-

ciencia está limitada hasta un 50 %, mientras que en el otro caso no hay un

ĺımite superior en la eficiencia. (Derecha) Eficiencia en la detección versus la

separación d en un arreglo de absorbentes distribúıdos periódicamente.

H =

∫
dx

[
ψ†l (i~vg∂x)ψl − ψ†r (i~vg∂x)ψr

]

+
∑

i

∫
dxV δ(x− xi) [(ψl + ψr)|1〉i〈0|+ H.c.]

+
∑

i

~ω|1〉i〈1|. (5.2)

El Liouviliano L tiene los términos de decaimiento estándar para cada unos

de los bit cuánticos absorbentes [113]

Lρ =
Γ

2

∑
i

(2|g〉i〈1|ρ|1〉i〈g| − |1〉i〈1|ρ− ρ|1〉i〈1|) , (5.3)
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y es proporcional a la tasa de decaimiento Γ. Las soluciones de esta ecuación

maestra pueden ser encontradas utilizando un Hamiltoniano equivalente no

hermı́tico H̄ = H − i
∑

j Γ/2|1〉j〈1|, que gobierna la dinámica de las pobla-

ciones |0〉y |1〉. La norma de la función de onda no es conservada por esta

ecuación, pero precisamente la disminución en la norma corresponde a la

probabilidad de que uno o más elementos hayan absorbido un fotón.

El escenario más simple que podemos considerar es el de un solo ab-

sorbente acoplado a la gúıa de microondas, un problema que tiene soluciones

anaĺıticas para cualquier forma del pulso. En el ĺımite de paquetes de onda

largos se vuelve más conveniente analizar los estados de scattering de H̄. Para

un solo elemento absorbente, estos estados se caracterizan por la intensidad

del haz entrante que nosotros tomaremos como la unidad, y las intensidades

reflejada y trasmitida, |r|2 y |t|2. Las correspondientes amplitudes complejas

están relacionadas por la matriz de scattering T


 t

0


 = T


 1

r


 . (5.4)

La matriz de transferencia para un sólo elemento absorbente

T =


 1− 1/γ −1/γ

1/γ 1 + 1/γ


 (5.5)

es una función de la tasa de decaimiento renormalizada

γ = (Γ− iδ)
vg

V 2
. (5.6)

Este parámetro sin dimensiones relaciona las propiedades del circuito: la

velocidad de grupo en la gúıa de onda, vg, la intensidad del acoplamiento

entre los absorbentes y la gúıa de onda, V , y la desentonizacion de los fotones

respecto de la frecuencia caracteŕıstica de los absorbentes, δ = ω − ωµ. La
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eficiencia en la detección de un único fotón (la probabilidad de absorción) se

calcula como la cantidad de radiación que no es transmitida ni reflejada. En

términos de los elementos de matriz de T , está dada por

α = 1− |t|2 − |r|2 = 1− 1 + |T01|2
|T11|2 =

2γ

(1 + γ)2
. (5.7)

La curva mostrada en Fig. 2 revela dos reǵımenes. Si γ ¿ 1, el canal

de decaimiento |1〉 → |g〉 es muy lento comparado al tiempo requerido para

que un fotón excite la transición |0〉 → |1〉, y sólo una pequeña fracción de

los fotones es absorbida. Si, por otro lado, el estado metastable |1〉 decae

demasiado rápido, γ À 1, hay una supresión Zeno de la absorción. Desde

la Eq. (5.7), la máxima eficiencia alcanzada es del 50 %, un ĺımite que se

alcanza sintonizando el elemento absorbente en resonancia con el campo de

microondas. Se conjetura que este puede ser un ĺımite fundamental para

cualquier arreglo que involucre un sólo absorbente puntual y sin un control

externo dependiente del tiempo.

Una expectativa natural seŕıa que agrupando muchos elementos absorbentes

dentro de la gúıa de onda, permitiŕıa incrementar la eficiencia en la detec-

ción. Como se muestra en la Fig. 5.2, esto no es verdad. Si tenemos un grupo

de N absorbentes idénticos, es posible calcular la eficiencia en la detección

usando la misma fórmula, pero con la siguiente matriz de scattering:

Tcluster = TN . (5.8)

Dado que el tamaño del grupo es más pequeño que una longitud de onda, el

arreglo aún estará limitado a sólo un 50 % en la eficiencia máxima. Hay una

explicación simple y cualitativa para esto. Dado que el tamaño del grupo es

pequeño, el fotón ve al conjunto de absorbentes como un solo elemento con

una tasa de decaimiento más grande, NΓ. Esta renormalización simplemente

cambia la localización del punto de trabajo óptimo, dejando la eficiencia
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Figura 5.3: (a) Eficiencia máxima alcanzable para la detección de un fotón

como una función del número de qubits a lo largo de la gúıa de microondas.

(b) Parámetro de trabajo óptimo versus el número de qubits.

máxima intacta.

El resultado principal que se presenta en esta tesis, es que es posible

aumentar la eficiencia en la absorción separando los elementos absorbentes

un distancia d fija longitudinalmente a lo largo de la gúıa de onda. La matriz

de scattering total para el arreglo estará dada por:

Tarray =
N∏

j=1

e−i2πσzd/λT, (5.9)

donde σz es una matriz de Pauli. En este caso, el pulso de microondas no

vé al arreglo como una part́ıcula grande, y nosotros obtenemos una aumento

colectivo de la probabilidad de absorción. Notablemente, una eficiencia de

detección arbitrariamente alta puede alcanzarse aumentando el número de

absorbentes y sintonizando su separación d. Es posible observar que con dos

y tres bit cuánticos se logra un 80% y 90% en la eficiencia de detección,

ver Fig.5.2 y Fig.5.3. Además, como nosotros hemos visto numéricamente,

mientras más bit cuánticos tenemos, el arreglo completo se vuelve menos

sensible a los parámetros experimentales, ver Fig. 5.2. Esto muestra que el

arreglo propuesto es robusto y escalable.
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5.3. Implementación del modelo: gúıa de mi-

croondas coplanar acoplada a qubits de

fase

El análisis anterior ha sido de tipo general. Solo requiere un acoplamien-

to entre una gúıa de onda y absorbentes que pueden capturar un fotón e

irreversiblemente pueden decaer a uno de los estados más estables. Una apli-

cación práctica de nuestro arreglo consiste en una gúıa de onda coplanar

acoplada a varias uniones de Josephson CBJJ [80, 32]. A continuación, re-

alizaremos una derivación microscópica de la Eq. (5.2) para este arreglo y

relacionaremos la eficiencia en la detección a los parámetros del circuito.

En primer lugar, dado que las uniones Josephson CBJJ se describen por

un potencial para el grado de libertad de fase, nosotros podemos identificar

|0〉y |1〉 con los dos niveles metastable más bajos en un mı́nimo local, ver

Fig. 5.1. Los niveles de enerǵıa alrededor de ese mı́nimo se describen por

un oscilador armónico con frecuencia ωp que depende de la corriente externa

con la cuál se conduce a la unión Josephson. Además, estos niveles tienen

vidas finitas antes de que ellos decaigan en los estados cont́ınuos de corriente.

Dado que la tasa de decaimiento del estado |0〉, Γ0, puede diseñarse tal que

sea 1000 veces más pequeña que la tasa del estado |1〉, Γ1 [82], es posible

realizar la siguiente aproximación Γ0 ' 0, Γ1 ≡ Γ.

La gúıa de microondas está descrita por el Lagrangiano [25]

L =

∫
dx

[
l

2
(∂tQ)2 − 1

2c
(∂xQ)2

]
, (5.10)

donde l y c son la inductancia y capacitancia por unidad de longitud. La

cuantización del campo de carga Q introduce operadores de Fock ak aso-

ciado a los modos normales de la ĺınea. Asumiendo condiciones de bor-

de periódicas, se tiene que wk(x, t) = exp[i(kx − ωkt)]/L
−1/2, donde L es
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la longitud de la gúıa de onda y la relación de dispersión está dada por

ωk = vg|k| = |k|/
√

cl. Cuando los modos relevantes del campo electro-

magnético se concentran en un intervalo pequeño B alrededor de un momento

central k0, es posible introducir campos moviéndose hacia la derecha y hacia

la izquierda ψr(x, t) =
∑

k∈B akwk(x, t), y ψl(x, t) =
∑

k∈B a−kw−k(x, t), y

aproximar el Hamiltoniano de la gúıa de onda como H =
∑

k ωka
†
kak, que

corresponde a la primera ĺınea en Eq. (5.2).

Finalmente, para la interacción entre los absorbentes y la gúıa usamos

un acoplamiento capacitivo en la aproximación dipolar, ver el apéndice A. El

Hamiltoniano correspondiente tiene la siguiente forma

Hint =
Cg

Cg + CJ

√
~ωµ

c
(ψr + ψl + H.c.)

e

α
(a + a†). (5.11)

La primera parte depende de la capacitancia de la unión y de la compuerta

entre la unión y la microonda, CJ y Cg, respectivamente. El segundo término

da cuenta de la intensidad del potencial eléctrico dentro de la gúıa de onda y

es proporcional a los campos. El tercer término es simplemente el operador de

carga para el CBJJ, expresado usando la aproximación armónica alrededor

de un mı́nimo del potencial. En particular, a ' |0〉〈1| y α2 = EC/~ωp es el

parámetro sin dimensiones del oscilador, expresado en términos de la enerǵıa

capacitiva de la juntura, EC = (2e)2/CJ y la frecuencia de plasma. Notemos

que cuando se combinan todas las constantes para formar la intensidad de

la interacción V , no hay dependencia expĺıcita en la longitud de la gúıa de

microondas. Cualitativamente, mientras en el experimento con una cavidad

el bit cuántico ve sólo un fragmento pequeño de las ondas estacionarias con

la cuál interactúa, en nuestro arreglo cada absorbente consigue ver el paquete

de onda completo después un tiempo suficientemente largo.

En términos del modelo microscópico, es posible escribir el parámetro que
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determina la eficiencia del detector como sigue:

γ =
α2

c12

~
eZ0

Γ1 − i(ω − ωµ)

ωµ

, (5.12)

donde hemos introducido la constante sin dimensiones c12 = Cg/(Cg + CJ).

Es evidente de Eq. (5.12) que para optimizar la eficiencia, se dispone de

varios parámetros experimentales. En particular, consideremos los siguientes

valores, cercanos a los utilizados en los experimentos actuales [32], un capac-

itancia de la juntura de CJ = 4,8pF, c12 = 0,13 y la frecuencia de plasma

ωp = 5GHz. Al evaluar y permitiendo que la impedancia de la gúıa de onda

oscile entre 10 y 100 Ω, el punto de operación óptimo para una sola union da

una tasa de decaimiento entre Γ ' 10− 100MHz. Incrementando Cg por un

factor de 2, esto triplica la tasa de decaimiento óptima, Γ ' 30− 300MHz.

Nuestra propuesta tiene las siguientes limitaciones e imperfecciones. Primero,

el ancho de banda de los fotones detectados tiene que ser pequeño comparado

al tiempo requerido para absorber un fotón, aproximadamente proporcional

a 1/Γ. Segundo, la eficiencia podŕıa limitarse por los errores en la discrimi-

nación del estado |g〉 pero estos efectos son despreciables, debido a la buena

precisión en la detección del estado |g〉 [53]. Tercero, las cuentas oscuras de-

bido al decaimiento del estado |0〉 pueden corregirse calibrando Γ0 y procesan-

do posteriormente las estad́ısticas de la medición. Cuarto, las fluctuaciones

en las enerǵıas relativas de los estados |0〉 y |1〉 son matemáticamente equiv-

alente a un ensanchamiento del ancho de banda de la señal entrante por unos

pocos megahertzios y debeŕıan tenerse en cuenta en la eleción de parámet-

ros. Finalmente y más importante, existen efectos desconocidos de muchos

cuerpos, los cuales provocan el proceso de decaimiento no radiativo 1 → 0.

Esto puede manifestarse en la pérdida de fotones mientras ellos están siendo

absorbidos. En los experimentos actuales [53] esto sucede a una tasa de unos

pocos megahertzios, asi que esto solamente afectaŕıa a paquetes de onda muy
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largos.

Una extensión natural de nuestro diseño es la implementación de un con-

tador de fotones. Esto sólo requiere un número suficientemente grande de

absorbedores para capturar todos los fotones que tienen que ser detectados y

contados. Además, mientras nosotros hemos escogido sistemas de tres nive-

les y bit cuánticos CBJJ por propósitos ilustrativos, el mismo fin puede ser

logrado usando otros esquemas de niveles y circuitos cuánticos que puedan

absorber fotones y decaer irreversible en estados de larga vida y fácilmente

detectables.

5.4. Conclusión

En resumen, hemos presentado el diseño teórico de un detector de fotones

de alta eficiencia en el régimen de las microondas. Este dispositivo permite

la detección de señales propagantes en una manera pasiva y sin la necesi-

dad de ningún tipo de control externo, requiriendo solamente un conjunto de

absorbedores que cambien su estado irreversiblemente. En particular, hemos

observado que el proceso absorción mejora cuando se dispone de un conjunto

de elementos absorbentes igualmente espaciados a lo largo de ĺınea de trans-

misión. También, se ha discutido una posible implementación f́ısica de esta

propuesta considerando una gúıa de ondas coplanar acoplada a un conjunto

de qubits de fase. En este caso, es posible expresar el parámetro relevante en

el proceso de absorción, en términos de los parámetros del circuito cuántico

tales como las capacitancias internas de los absorbedores y la impedancia de

la ĺınea de transmisión. Finalmente, hemos discutido brevemente las limita-

ciones e imperfecciones de esta propuesta.



Caṕıtulo 6

Conclusiones generales

A lo largo de esta tesis hemos recorrido algunos pasajes de uno de los

temas más candentes en la investigación actual como lo es la f́ısica de la

información cuántica, cuya fortaleza radica en la conjunción de su desarrollo

teórico y la tecnoloǵıa presente. En esta ĺınea de investigación hemos querido

resaltar dos puntos de relevancia a la hora de llevar a cabo cualquier pro-

tocolo de información cuántica: el primero (i) corresponde a la extracción

de información mediante algunas técnicas de medición, y el segundo (ii) cor-

responde a la fotodetección en el régimen de microondas, como un recurso

f́ısico para el procesamiento cuántico de la información.

Tomando como referencia el primer punto antes mencionado, en los caṕıtu-

los 3 y 4 hemos presentado dos protocolos cuánticos que nos permite medir

experimentalmente el grado de entrelazamiento contenido en estados puros

de dos qubits y dos qutrits, respectivamente. En ambos casos, hemos sacado

el máximo provecho a la tecnoloǵıa actual para la implementación f́ısica del

protocolo. Particularmente me refiero a la riqueza de posibilidades que nos

entregan los sistemas de cavidades de microondas y los sistemas de iones

atrapados, junto a sus métodos eficientes para la discriminación de estados
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cuánticos.

Haciendo referencia al segundo punto, en el caṕıtulo 5 hemos presentado

un modelo teórico par un detector, de alta eficiencia, de señales propagantes

en el régimen cuántico de las microondas, el cual también puede funcionar

como un contador de fotones. En principio, basta simplemente con definir un

número suficiente de entidades absorbentes que sean capaces de capturar las

excitaciones presentes en la señal cuántica. Esta propuesta conf́ıa en el actual

desarrollo de los circuitos cuánticos superconductores, y representa un gran

avance para el desarrollo futuro de la Ciencia de la Información Cuántica en

el régimen de las microondas.

También quiero destacar que paralelamente a esta tesis, he colaborado en

otros trabajos que se enmarcan dentro de la Información Cuántica, espećıfi-

camente en el tema del entrelazamiento cuántico y su dinámica en sistemas

disipativos. En particular, hemos estudiado las propiedades del entrelaza-

miento en sistemas de dos qubits, sometidos a una interacción de intercam-

bio, bajo los efectos de un rúıdo clásico [126]. Hemos estudiado la evolución

temporal de una cota inferior para el entrelazamiento cuántico en sistemas

bipartitos de dimensión 3 ⊗ 3 [127]. Continuando en esta ĺınea de inves-

tigación, hemos estudiado los fenómenos denominados nacimiento súbito y

muerte súbita del entrelazamiento [128], y la dinámica del desentrelazamien-

to en estados coherentes entrelazados [129]. Además, hemos estudiado las

propiedades del entrelazamiento en el espectro de autoestados del modelo de

Tavis-Cummings inhomogéneo [130].
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Apéndice A

Circuitos Cuánticos

En este apéndice discutiremos un modelo simple para obtener las rela-

ciones de Josephson. Posteriormente estudiaremos el formalismo de flujos

para los circuitos cuánticos y a partir de esto, deduciremos los Hamiltoni-

anos para los qubits superconductores de carga y flujo.

A.1. Efecto Josephson

Si bien una derivación formal de las relaciones de Josephson puede lle-

varse a cabo a través de la teoŕıa BCS [121], aqúı se adoptará un formalismo

mucho más simple desarrollado por Richard Feynman. Esta descripción con-

sidera que el sistema completo representa esencialmente un sistema de dos

estados ligados a través de una amplitud ”ε” caracteŕıstica de la juntura. El

Hamiltoniano para este sistema es dado por

H = εL|ψL〉 〈ψL|+ εR|ψR〉 〈ψR|+ ε
(|ψL〉 〈ψR|+ |ψR〉 〈ψL|

)
, (A.1.1)

donde εL y εR son las enerǵıas del estado fundamental de cada supercon-

ductor y ε es la enerǵıa de interacción entre los dos estados. Esta enerǵıa de

acoplamiento esta relacionada con el solapamiento finito existente entre las
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funciones de los superconductores. Cada superconductor está descrito por

una función de onda macroscópica ψ, en donde ψψ∗ es proporcional a la

densidad de electrones superconductores.

En esta descripción de dos estados, la función de onda más general está da-

da por una superposicion lineal |ψ〉 = ψL|ψL〉 + ψR|ψR〉. Dada esta descrip-

ción simplificada, estudiemos la dinámica del sistema mediante la ecuación

de Schrödinger. Esto nos permite encontrar el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden

i~ψ̇L = εLψL + εψR

i~ψ̇R = εRψR + εψL. (A.1.2)

Reemplazando la forma expĺıcita para las funciones de onda, ψk =
√

nke
iφk ,

donde nk corresponde a la densidad de electrones superconductores y φk es

la fase superconductora, se tiene lo siguiente

i~
[
1

2

ṅL√
nL

+ i
√

nLφ̇L

]
eiφL = εL

√
nLeiφL + ε

√
nReiφR

i~
[
1

2

ṅR√
nR

+ i
√

nRφ̇R

]
eiφR = εR

√
nReiφR + ε

√
nLeiφL . (A.1.3)

Tomando las partes real e imaginaria de estas ecuaciones, obtenemos lo sigu-

iente

− ~√nLφ̇L = εL

√
nL + ε

√
nR cos (φR − φL) ,

~
2

ṅL√
nL

= ε
√

nR sin (φR − φL) ,

−~√nRφ̇R = εR

√
nR + ε

√
nL cos (φR − φL) ,

~
2

ṅR√
nR

= −ε
√

nL sin (φR − φL) . (A.1.4)

La densidad de corriente de un par de Cooper, J , está definido como

J = ṅL = −ṅR, esto es

J =
2ε

~
√

nLnR sin(θ), (A.1.5)
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donde θ = φR − φL.

De las otras dos ecuaciones encontramos la segunda relación de Josephson

φ̇L = −εL

~
− ε

~

√
nR

nL

cos (φR − φL) , (A.1.6)

φ̇R = −εR

~
− ε

~

√
nL

nR

cos (φR − φL) . (A.1.7)

Si suponemos que nL = nR = n donde n es constante, esto implica que

θ̇ = φ̇R − φ̇L =
1

~
(εL − εR) =

2eV

~
(A.1.8)

y la densidad de corriente que pasa a través de la juntura es

J = J0 sin(θ), (A.1.9)

donde J0 = 2εn/~ es la densidad de corriente cŕıtica de la juntura.

Notemos que aunque las densidades nL y nR son consideradas constantes

sus derivadas en el tiempo J no es nula. Esta es una falencia del méto-

do que se ha presentado. Sin embargo, esta contradicción no existe si se

toman en cuenta la presencia de fuentes de corriente las cuales reemplazan

cont́ınuamente los pares de Cooper que experimentan efecto tunel a través

de la barrera [122]. A pesar de esto, este modelo simple permite rescatar los

principales aspectos del efecto Josehpson, los cuales son suficientes para el

desarrollo de esta tesis.

A.2. Formalismo de flujos

Cuando deseamos estudiar un circuito cuántico, una aproximación útil

es usar el formalismo de flujos [123]. Estas son variables que están definidas

sobre los nodos de la malla cuántica, comenzando con un nodo que se escoge

como referencia o “ground”, y trazando trayectorias únicas a otros nodos.
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Dado esto, el Lagrangiano puede ser escrito como

L =
∑
i∈C

Cn

2
φ̇2

Cn
−

∑
n∈L

U(φLn) = EC − EL. (A.2.10)

Aqúı C y L denotan el conjunto de capacitores e inductancias, Cn y φCn

representan la capacitancia y la diferencia de flujo asociada a la rama del

enésimo capacitor, y U(φLn) es la enerǵıa inductiva asociada al enésimo in-

ductor.

Notemos que el Lagrangiano total puede ser escrito como la diferencia

de enerǵıas de los capacitores y las enerǵıas de los inductores. Además, la

enerǵıa capacitiva tiene una estructura simple

EC =
1

2
~̇ t
φC̄ ~̇φ, (A.2.11)

con una matriz positiva C̄ ≥ 0 y simétrica, C̄t = C̄. Dada esta forma, es fácil

encontrar las cargas asociadas,

~q =
∂L
∂~̇φ

= C̄ ~̇φ, (A.2.12)

con el Hamiltoniano total

H = ~qt ~̇φ− L =
1

2
~qtC̄−1~q + EL(~φ) = EC + EU . (A.2.13)

A.3. Qubit de carga (Cooper-Pair Box)

Para estudiar al qubit de carga o Cooper pair Box, notemos la enerǵıa

del sistema comprende las enerǵıas debido al almacenamiento de carga en la

juntura y la enerǵıa de acoplamiento Josephson, es decir

1

2
Cg (V − Vg)

2 +
1

2
CJV 2 − EJ cos (θ) , (A.3.14)
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donde V es el potencial de la isla y θ es la diferencia de fase entre la isla

y el reservorio superconductor. Por otro lado, dada la segunda relación de

Josephson

θ̇ =
2e

~
V, (A.3.15)

podemos observar que los términos asociados con la enerǵıa capacitiva están

directamente relacionados con la enerǵıa cinética del sistema, la cuál está de-

scrita a través de la variable dinámica θ. Con esto en mente podemos con-

struir el siguiente Lagrangiano para el sistema

L =
1

2
Cg (V − Vg)

2 +
1

2
CJV 2 + EJ cos (θ) , (A.3.16)

el cual puede reescribirse como

L =
1

2
CΣV 2 +

1

2
CgV

2
g −

1

2
(2V CgVg) + EJ cos (θ) (A.3.17)

L =
1

2
CΣ

(
V − CgVg

CΣ

)2

+ EJ cos (θ) + const. (A.3.18)

Aqúı hemos obviado un término constante, el cuál no afectará en la dinámica

del sistema. En términos de la variable dinámica θ, el Lagrangiano puede ser

escrito finalmente como

L =
1

2
CΣ

(
~
2e

θ̇ − CgVg

CΣ

)2

+ EJ cos (θ) . (A.3.19)

La dinámica del sistema está dscrito por las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
=

∂L

∂θ
, (A.3.20)

de aqúı obtenemos lo siguiente

CΣ

(
~
2e

)2

θ̈ = −EJ sin (θ) (A.3.21)

CΣV̇ + IC sin (θ) = 0,
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es decir, el estado de equilibrio del sistema corresponde a un estado de cáıda

de tension constante, sin la presencia de una corriente continua.

Estudiemos este sistema desde el punto de vista del formalismo Hamilto-

niano. El momento canonico conjugado a la variable θ es dado por

Pθ =
∂L

∂θ̇
(A.3.22)

=
~
2e

CΣ

(
~
2e

θ̇ − CgVg

CΣ

)
(A.3.23)

=
~
2e

(
~
2e

CΣθ̇ − CgVg

)
. (A.3.24)

Aśı, el Hamiltoniano del sistema es

H = Pθθ̇ − L (A.3.25)

=
2e

~CΣ

[
2e

~
P 2

θ + PθCgVg]− 1

2

(2e)2

~2CΣ

P 2
θ − EJ cos (θ) (A.3.26)

=
1

2

(2e)2

CΣ

[(
Pθ

~

)2

+
2PθCgVg

2e~

]
− EJ cos (θ) (A.3.27)

H =
1

2

(2e)2

CΣ

[
Pθ

~
+

CgVg

2e

]2

− EJ cos (θ) + const. (A.3.28)

Veamos la interpretación que tiene la variable Pθ para el sistema

Pθ =
~
2e

(
~
2e

CΣθ̇ − CgVg

)
(A.3.29)

=
~
2e

(CΣV − CgVg) (A.3.30)

=
~
2e

[Cg (V − Vg) + CJV ] , (A.3.31)

comparando con la ecuación de movimiento, vemos que la cantidad Cg (V − Vg)+

CJV que da cuenta de la carga almacenada en la isla superconductora, es

igual al exceso de pares de Cooper que tunelean desde el resevorio a la isla,

es decir

Cg (V − Vg) + CJV = −2eN. (A.3.32)
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Tomando la derivada en el tiempo de esta ultima ecuación y haciendo uso de

la primera relacion de Josephson A.1.5, se tiene que

CΣV̇ = −2eṄ = −IC sin (θ) , (A.3.33)

es decir, se reproducen las ecuaciones de movimiento. De esta manera, se

tiene que

Pθ = −~N, (A.3.34)

y finalmente el Hamiltoniano del sistema es dado por

H = 4EC (N −Ng)
2 − EJ cos (θ) , (A.3.35)

donde se define la enerǵıa de carga EC = e2/2CΣ, y la compuerta de carga

Ng = CgVg/2e.

A.4. Qubit de flujo (rf-QUID)

Para encontrar el Hamiltoniano del qubit de flujo compuesto de una jun-

tura Josephson, recordemos la figura 2.11. De acuerdo con el formalismo

de flujos expuesto antes (A.2), partiendo desde el nodo A trazaremos dos

trayectorias hasta el nodo B. La primera, que denominaremos c1, pasará por

la juntura Josephson y la segunda trayectoria pasará por la inductancia L y

la denominaremos c2. Considerando ambos caminos debemos tener en cuenta

las enerǵıas de carga almacenada en la juntura, su enerǵıa Josephson (enerǵıa

debida al inductor no lineal) y la enerǵıa inductiva almacenada en L. De esta

manera, el Lagrangiano del sistema está dado por

L =
C2

J

2
φ̇2 + EJcos(θ)− LI2

2
, (A.4.36)

donde I es la corriente inducida por el flujo externo y θ es la diferencia de

fase supercoductora.
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Figura A.1: Anillo superconductor en presencia de un campo magnético ex-

terno.

Una propiedad importante de esta fase surge al imponer la invariancia de

Gauge, esto debido a la siguiente relación entre la densidad de corriene, el

gradiente de la fase y el potencial magnético vector ~A [124]:

~J = n
e

m

(
~~5θ − 2e ~A

)
, (A.4.37)

donde e y m son, respectivamente, la carga y masa del electrón y n es la

densidad de electrones superconductores. Dado que ~A está definido hasta el

gradiente de una función escalar χ, ~A → ~A + ~5χ, esto implica que la fase

debe transforma a

θ → θ +
2e

~
χ, (A.4.38)

de tal manera que la densidad de corriente permanezca invariante.

Volviendo al análisis del circuito cuántico en la figura 2.11 y escogiendo

una trayectoria hacia el interior de anillo superconductor que forma nuestro

qubit de flujo como se muestra en Fig. A.1, la expresión (A.4.37) se reduce

a

~5θ =
2e

~
~A. (A.4.39)

En estas circunstancias, la diferencia de fase entre los puntos P y Q debe

ser la misma al considerar ya sea la trayectoria c1 o c2. Esto conlleva a la
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siguiente relación

φ +

∫

c1

~A · d~l = LI +

∫

c2

~A · d~l, (A.4.40)

es decir, I = (φ − φext)/L, donde hemos definido la variable de flujo en

términos de la diferencia de fase superconductora φ = (~/2e)θ y φext =
∮

c
~A · d~l. Aśı, el Lagrangiano del rf-SQUID (A.4.36) adopta su forma final

L =
C2

J

2
φ̇2 + EJcos(2π

φ

φ0

)− (φ− φext)
2

2L
, (A.4.41)

desde donde es directo obtener el Hamiltoniano considerando las variables

canónicas conjugadas del sistema.



Apéndice B

Cálculos expĺıcitos del caṕıtulo

5

B.0.1. Solución no hermı́tica

Considerando el caso más simple de un qubit o absorbedor, la ecuación

maestra
d

dt
ρ = − i

~
[H, ρ] + Lρ, (B.0.1)

puede ser escrita en una forma más conveniente

d

dt
ρ = Aρ + ρA† + Γ|g〉〈1|ρ|1〉〈g|, (B.0.2)

donde hemos introducido el operador no hermı́tico

A = − i

~
H − Γ

2
|1〉〈1| 6= A†. (B.0.3)

De esta manera, la ecuación maestra puede ser manipulada formalmente

usando el cuadro de “interacción”

ρ(t) = eAtσ(t)eA†t, (B.0.4)

131



Appendix B. Cálculos expĺıcitos del caṕıtulo 5 132

con la siguiente ecuación par σ(t),

d

dt
σ = Γe−At|g〉〈1|eAtσeA†t|1〉〈g|e−A†t. (B.0.5)

Usando la relación eAt|g〉 = eA†t|g〉 = |g〉, obtenemos

d

dt
σ = Γ|g〉〈1|eAtσeA†t|1〉〈g|. (B.0.6)

Esta ecuación puede ser resuelta separándola en dos contribuciones, σgg ∝
|g〉〈g|, representando a la parte que ya decayó, y todas las otras contribu-

ciones σ⊥ = 1− σgg

d

dt
σgg = Γ|g〉〈g| ×

∑

α,β

〈1|eAtσ⊥eA†t|1〉, (B.0.7)

d

dt
σ⊥ = 0. (B.0.8)

Usando la condición inicial

σgg(0) = 0, σ⊥(0) = ρ(0) = |Ψ(0)〉〈Ψ(0)|, (B.0.9)

se obtiene la solución formal

ρ(t) = |Ψ(t)〉〈Ψ(t)|+ |g〉〈g|
∫ t

0

Γ〈1|Ψ(τ)〉〈Ψ(τ)|1〉dτ, (B.0.10)

donde hemos introducido el estado |Ψ(t)〉, el cual evoluciona desde el estado

inicial |Ψ(0)〉 de acuerdo a la ecuación de Schrödinger disipativa

d

dt
|Ψ(t)〉 = A|Ψ(t)〉 ≡ − i

~
H̄|Ψ(t)〉. (B.0.11)

Notemos que la probabilidad de que un qubit capture un fotón irreversible-

mente, está dada por

P (0 → 1 → g) = Tr(ρ|g〉〈g|) (B.0.12)

= 1− Tr [|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|]
= 1− ‖Ψ‖2. (B.0.13)
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B.0.2. Ecuaciones del modelo para un elemento ab-

sorbente

Siguiendo el razonamiento previo, es posible resolver la ecuación de Schrödinger

disipativa

i
d

dt
|Ψ〉 = H̄|Ψ〉, (B.0.14)

gobernada por el operador no hermı́tico

H̄ = Hphoton + Hqubit + Hint −
∑

i

~Γ
2
|1〉i〈1|. (B.0.15)

Para describir el proceso de detección, nuestra condición inicial |Ψ(0)〉 con-

tendrá los fotones propagantes más todos los absorbedores en el estado funda-

mental |0〉. La probabilidad de que un absorbedor capture un fotón y cambie

su estado desde |0〉 a |g〉 está dada por la pérdida de la norma mostrada en

la ecuación (B.0.13).

Consideremos un fotón incidente, el cual se propaga desde la izquierda

con enerǵıa E = ~|k|v. El estado del sistema estará dado por [125]

|Ψ〉 =

∫ [
ξr(x, t)ψ†r(x) + ξl(x, t)ψ†l (x)

]
|vac, 0〉+

+ e1|vac, 1〉. (B.0.16)

Aqúı, ψ†r,l(x)|vac, 0〉 es el estado de un fotón creado en la posición x y

moviéndose hacia la derecha o a la izquierda, mientras que el absorbedor se

encuentra en el estado metaestable |0〉. Además, ξr(x, t) y ξl(x, t) representan

las funciones de onda de un sólo fotón moviéndose hacia la derecha y hacia la

izquierda, respectivamente, mientras que |vac, 1〉 representa al estado sin fo-

tones y el absorbedor excitado al nivel inestable |1〉. Notemos que gracias a la

relación (B.0.10), no necesitamos incluir expĺıcitamente la población del es-

tado |g〉. Solamente tenemos que resolver la ecuación de Schrödinger (B.0.14)
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a

b b '= 0

a '

c

Figura B.1: Un fotón incidente, moviéndose hacia la derecha, interactúa on

un elemento absorbente. Desde la amplitud original del campo, a, una com-

ponente es transmitida, a′, otra componente es reflejada, b, y finalmente con

alguna probabilidad, |c|2, el sistema absorbe un fotón y cambia de estado.

usando una condición de borde que represente a un fotón viniendo desde la

izquierda y un absorbedor inactivo, esto es

ξr(x > 0, t0) = ξl(x, t0) = 0, e1(t0) = 0, (B.0.17)

y calcular la evolución de la amplitud del fotón, ξr,l(x, t), la población del es-

tado excitado e1(t) y la probabilidad resultante de absorber un fotón (B.0.13).

Luego de descomponer la ecuación de onda en las regiones del espacio

unidimensional x < 0 y x > 0, y reemplazando el potencial δ(x − x1) con

una apropiada condición de borde en x1 = 0, uno obtiene la ecuación de

Schrödinger para el absorbedor

i∂te1 =
V

2~
[
ξr(0

+) + ξr(0
−) + ξl(0

+) + ξl(0
−)

]
,

+ (ω − iΓ)e1 (B.0.18)

y cuatro ecuaciones para el fotón,

i∂tξr(x, t) = −iv∂xξr(x, t), x 6= 0, (B.0.19)

i∂tξl(x, t) = +iv∂xξl(x, t), x 6= 0,

0 = −i~v[ξr(0
+, t)− ξr(0

−, t)] + V e1(t),

0 = +i~v[ξl(0
+, t)− ξl(0

−, t)] + V e1(t).
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Introducimos nuevas variables a, b, a′, and b′ las cuales describen a los campos

en ambos lados del absorbedor [Fig. B.1],

a(t) = ξr(0
−, t), a′(t) = ξr(0

+, t),

b(t) = ξl(0
−, t), b′(t) = ξl(0

+, t).
(B.0.20)

Dos de estas variables pueden ser resueltas desde las condiciones iniciales

a(t) = ξr(0
+, t) = ξr(−v(t− t0), t0) (B.0.21)

b′(t) = 0,

mientras que el resto son extráıdas desde las condiciones de borde

a′(t) = a(t) +
V

i~v
e1(t), b(t) =

V

i~v
e1(t). (B.0.22)

Hemos expresado todas las variable desconocidas en términos de e1(t). La

población del estado excitado satisface la ecuación

i∂te1 =

(
ω − iΓ− i

V 2

~2v

)
e1 +

V

~
a(t), (B.0.23)

la cual contiene la frecuencia original, ω, y una componente imaginaria prove-

niente del decaimiento del sistema de tres niveles, Γ, reforzado por la inter-

acción con la ĺınea de transmisión V 2/~2v. Resolviendo para e1, encontramos

lo siguiente

e1(t) = −i
V

~

∫ t

0

e−Γ̃(t−τ)a(τ)dτ, (B.0.24)

Γ̃ = Γ +
V 2

~2v
+ iω,

en términos del haz incidente (B.0.21).

Usando la expresión para e1(t), uno puede calcular las componentes refle-

jada y transmitida del haz de microondas, desde donde se encuentra que la

intensidad total no es conservada. En vez de esto, tenemos una componente
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absorbida que es “robada” por el sistema de tres niveles para experimentar

una transición desde |0〉 a |g〉 via el estado |1〉. De esta manera, las ecuaciones

de balance serán [Fig. B.1]

|a|2 + |b′|2 = |a′|2 + |b|2 + |c|2. (B.0.25)

Si consideramos un fotón con una duración finita, T, la eficiencia en la detec-

ción será definida como la fracción del paquete de ondas que fué absorbido

α =

∫ T

0
|c(t)|2dt∫ T

0
[|a(t)|2 + |b′(t)|2] dt

. (B.0.26)

Para propósitos de fotodetección y contaje de fotones, lo ideal es que este

valor alcance un valor máximo α = 1.

B.0.3. Solución estacionaria para un qubit

Para comprender el proceso de absorción de fotones, estudiaremos un haz

monocromático cont́ınuo el cual es encendido lentamente,

a(t) = exp[(−iω0 + σ)t] t ≤ 0, σ > 0. (B.0.27)

Tomando los ĺımites t0 → −∞ y σ → 0+ en este preciso orden, obtenemos

e1 = −i
V

~

∫ t

−∞
exp[−Γ̃(t− τ) + (−iω0 + σ)τ ]

= −i
V/~

Γ + V 2

~2v
+ i(ω − ω0)

e−iω0t. (B.0.28)

Se introducirá un único parámetro para describir el proceso de detección,

γ =
~v
V 2
~ [Γ + i(ω − ω0)] , (B.0.29)

el cual incluye una renormalización de la tasa de decaimiento y una pequeña

componente imaginaria asociada a la desentonización. Con estos parámetros
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la solución se escribe como

e1(t) = −i
~v
V

1

1 + γ
e−iω0t (B.0.30)

a′(t) =

[
1− 1

1 + γ

]
e−iω0t, (B.0.31)

b(t) = − 1

1 + γ
e−iω0t. (B.0.32)

Si trabajamos en el régimen de resonancia, ω = ω0, la tasa de decaimiento γ

se vuelve real y la tasa de absorción estará dada por

α = −2Re(a∗b)− 2|b|2 (B.0.33)

=
2

1 + γ
− 2

(1 + γ)2
(B.0.34)

=
2γ

(1 + γ)2
= 2b(1− b). (B.0.35)

Este valor alcanza un máximo de 50 % de eficiencia o α = 1/2 para valores

b = 1/2, γ = 1.

B.0.4. Matriz de transferencia

Podemos derivar la solución cuasi estacionaria o de extensos paquete de

ondas en una manera ligeramente distinta. Notemos que para paquetes de

ondas infinitamente largos, la población del estado excitado está determinado

por los campos a ambos lados del elemento absorbente

e1 =
1

(ω0 − ω) + iΓ

V

2~
[a + a′ + b + b′] (B.0.36)

=
~v
iV γ

[a + a′ + b + b′] .

De esta manera, las condiciones de borde en la ecuación (B.0.22) se trans-

forman en un conjunto de ecuaciones que solamente involucran a los campos
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que se propagan hacia y desde el qubit

0 = a′ − a +
1

2γ
(a + a′ + b + b′), (B.0.37)

0 = b′ − b− 1

2γ
(a + a′ + b + b′). (B.0.38)

En términos de la matriz y vectores

A =


 1 1

−1 −1


 , x =


 a

b


 , x′ =


 a′

b′


 , (B.0.39)

podemos escribir lo siguiente

(
1 +

1

2γ
A

)
x′ =

(
1− 1

2γ
A

)
x. (B.0.40)

Multiplicando todo por (1 − A/2γ) y usando A2 = 0, se obtiene que x′ =

(1− A/γ) x. Esto conduce a una relación entre los campos a la derecha y a

la izquierda del absorbedor


 a′

b′


 = T


 a

b


 , (B.0.41)

permitiendo definir la matriz de dispersión

T =


 1− 1

γ
− 1

γ

1
γ

1 + 1
γ


 = 1− 1

γ
A. (B.0.42)

Notemos que el valor γ introducido antes (B.0.29) solamente depende de las

propiedades del qubit, de la interacción entre el qubit y la ĺınea, y de la

velocidad de grupo. Aśı hemos elaborado un esquema bastante compacto y

fácilmente generalizable para estudiar dispersión y absorción de fotones por

absorbedores individuales.
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B.0.5. Fórmula de absorción general

Usando el formalismo de la matriz de transferencia podemos calcular

la fracción de fotones absorbidos. El único requerimiento para obtener una

fórmula general es que la matriz de dispersión permanezca invariante bajo

inversión, es decir 
 b

a


 = T


 b′

a′


 . (B.0.43)

Esto es razonable: desde la figura B.1 podemos concluir que b y a′ juegan el

mismo rol que b′ y a. Usando las relaciones b = T01a
′ y a = T11a

′, la fracción

absorbida estará dada por

α = 1− |a′|2 + |b|2
|a|2 = 1− 1

|T11|2 (1 + |T01|2). (B.0.44)

Esto es consistente con el caso de un único absorbedor

T11 =
1 + γ

γ
, T01 = −1

γ
, (B.0.45)

en el cual recuperamos

α = 1− γ2

(1 + γ)2

(
1 +

1

γ2

)
=

2γ

(1 + γ)2
, (B.0.46)

como era esperado.

B.0.6. Múltiples absorbentes

Si tenemos más de un elemento absorbedor en las posiciones x1, x2 . . .,

usaremos la misma fórmula para la eficiencia en la absorción (B.0.44), pero

con la matriz de transmisión

Ttotal = T1Φ(x2 − x1)T2Φ(x3 − x2) · · ·TN . (B.0.47)
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Aqúı, Ti describe las propiedades de un absorbedor dado y depende del valor

γi, mientras que la matriz de fase Φ(x) es dada por

Φ(x) =


 eiθ(x) 0

0 e−iθ(x)


 (B.0.48)

y contiene la fase acumulada del campo electromagnético cuando viaja entre

absorbentes consecutivos

θ(x) =
2π

λ
x =

ω0

v
x . (B.0.49)


