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Resumen

El proposito de este trabajo es entender algunos mecanismos del rasgado, es decir, de
la fractura fragil de una lamina elastica delgada sometida a grandes desplazamientos fuera del
plano. En el caso del rasgado cuasiestatico con presencia de una o mas fracturas, la lamina es-
ta sometida en todo momento a estiramientos y doblamientos, de modo que la geometria de la
lamina resulta de un balance energético en que las fracturas estan en reposo. Una grieta pro-
gresa gracias al trabajo del operador, aunque también puede hacerlo a expensas de la energia
elastica del sistema. A partir de un andlisis energético asociado a esta clase de deformacién,
se quiere predecir la trayectoria de una fractura. El analisis de esta clase de problemas requiere
una caracterizacién geométrica precisa de la forma que la lamina adquiere cuando es sometida

a forzamiento.

En esta tesis se explora dos problemas: el primero consiste en estudiar la respuesta
elastica del pliegue que se forma en una configuracién de dos fracturas convergentes en una
geometria de peeling sin adhesién. Para ello la solucion se basa en un montaje previo que con-
siste en impedir la propagacién de dos grietas mientras se aumenta la fuerza de tiro aplicada a la
lengiieta que hay entre las dos fracturas. A partir de la medicién de las dos curvaturas principales
del pliegue se identifica una transicién de un pliegue cilindico a un pliegue de Witten, a medida
que la fuerza aumenta. La transicion se puede caracterizar a través de una longitud de corte que
resulta ser el ancho del pliegue de Witten para una largo del pliegue y una espesor de la lamina

dados.

El segundo problema corresponde a un estudio de rasgado de una lamina elastica y
fragil en una geometria circular. A partir de la indentacion de la ld&mina preparada con n cortes
radiales iniciales, se encuentra que si n > 4 las fisuras se propagan radialmente, pero si n < 4
las trayectorias divergen en forma de espirales logaritmicas. Se presenta un modelo geométrico
basado en el concepto de involuta y que desprecia los efectos elasticos, el cual permite entender
la existencia y la forma de dichas espirales. Al incorporar los efectos elasticos se logra explicar la

existencia de n = 4 fracturas espirales en una configuracién modificada.



Abstract

The purpose of this work is to understand some mechanisms of tearing, i.e., brittle fracture
of a thin elastic sheet subjected to large displacements out of the plane. In the case of quasi-static
tearing of one or more fractures, the sheet is subjected at all times to stretching and bending, so
that the geometry of the sheet results from an energy balance in which fractures are at rest. A
crack progresses driven by the work of the operator, but may also do so at the expense of the
elastic energy of the system. From an energy analysis associated with this kind of deformation,
we want to predict the trajectory of a fracture. The analysis of this kind of problems requires a

precise characterization of the geometry of the sheet when subjected to forcing.

In this thesis we explore two problems: first, we study the elastic response of the crease
formed in a configuration of two converging fractures in a peeling configuration without adhesion.
To this end we prevent the two cracks from propagating while the pulling force applied to the strip
between the two cracks is increased. From the measurement of the two principal curvatures of the
fold as the force increases, we identify a transition from a cylindrical fold to a Witten - Li ridge. The
transition can be characterized by a cut-off length which happens to be the width of the Witten - Li

ridge, for a given length of the ridge and given thickness of the sheet.

The second problem consists in the tearing of a perforated sheet in a circular geometry.
The sheet is prepared with n initial radial cuts, and perforated with a cone. We find that if n > 4,
cracks propagate radially, but if n < 4 paths diverge in the form of logarithmic spirals. A geometric
model based on the concept of involute which neglects the elastic effects, allows us to understand
the existence and form of such spiral shapes. By including the elastic effects we are able to explain

the existence of n = 4 spiral fractures in a modified configuration.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde hace muchos siglos el hombre ha estado interesado en construir grandes
monumentos, desde grandes piramides en el borde del rio Nilo, pasando por las grandes
catedrales medievales europeas, hasta llegar a los gigantes rascacielos que inundan gran parte
de las metrépolis actuales. Los diversos elementos que forman parte de estas obras de ingenieria,
deben tener un tamario fisico definido. Estas partes deben estar preparadas para resistir las
fuerzas a las que puedan estar sometidas durante su vida Util, en el caso de grandes puentes
sus cimientos deben ser capaces de resistir la enorme presién de su propio peso para que no se
produzcan fisuras que pueden llevar en un futuro al colapso de la estructura. Del mismo modo los
brazos de un robot deben ser lo suficientemente rigidos para que no se produzcan deformaciones
excesivas y el robot tenga la precisién adecuada para realizar la tarea programada. Por estas
razones el estudio de la elasticidad y resistencia de los materiales ha alcanzado un importante
desarrollo no sélo en trabajos de arquitectura, si no que su campo se ha expandido en diferentes
areas. En este trabajo, el estudio se enfoca en el analisis de algunos de estos comportamientos

en estructuras delgadas.



1.1. Antecedentes Historicos

Los origenes de la elasticidad y resistencia de los materiales se remontan a la época
de Galileo. Galileo publicé en 1638 sus “Discorsi e dimistrazioni matematiche" donde aborda
problemas tales como el de la viga en voladizo (cantilever beam) (figura[2:2(a)). Galileo encontré
que la resistencia del material a la fractura se incrementa a razon del cubo del radio de la viga
cilindrica. Este resultado proviene del hecho de que la resistencia del material es proporcional a
la seccion de la viga y que el brazo de apoyo es proporcional al radio [1]. Las investigaciones de
Galileo marcaron el punto de inicio que después seguirian otros investigadores interesados en

esta disciplina en los afnos siguientes.

Fereee

{<vunanon |

Figura 1.1: a) Experimento de Galileo con la viga de voladizo. b) Experimento de Hooke con resortes. Imagen extraida
de

Durante ese mismo siglo, Robert Hooke, del que se ha escrito que era un hombre de

carécter iracundo, con un aspecto fisico muy poco agraciado, y que mantuvo durante muchos



anos terribles disputas con Isaac Newton, publicé en su obra “De potentia restituida" (1678)
resultados sobre el comportamiento de lo que él llama “springy bodies" (resortes y objetos de
similar comportamiento), constatando que si se se dobla la fuerza aplicada sobre un resorte el
desplazamiento que éste experimenta, debido a la fuerza, también se duplica. Este hecho se

conoce como linealidad entre fuerzas y desplazamientos.

Un par de afos después, Mariotte (1686), publicé independientemente el mismo
resultado de Hooke pero aplicado a la viga de Galileo. Fue el primero en afirmar que la viga
en voladizo soporta el peso colgado de su extremo porque algunas de sus fibras se estiran y

otras se contraen.

A pesar de que Hooke y Mariotte fueron los primeros en estudiar la distribucién de
esfuerzos en una viga, es Jacob Bernoulli el que obtiene la ecuacién diferencial de la elastica
(1744). Jacob llega a esta ecuacidén que gobierna la deformacion elastica de una viga mediante
consideraciones de equilibrio. Simultaneamente, en el mismo afo, Leonardo Euler llega también
a deducir la ecuacion de la elastica, pero basado puramente en consideraciones energéticas
minimizando la integral que representa el trabajo absorbido por la viga en flexién. La sugerencia
de seguir este camino parece ser que le vino de una carta de Daniel Bernoulli (sobrino de Jacob),
escrita en 1742. Lo asombroso de esta historia es la clara y desleal competencia que habia entre

los mismos miembros de la familia Bernoulli ampliamente documentada [2].

A pesar del esfuerzo de varios cientificos muy reputados, hasta principios del siglo XIX
no se tenia una teoria unificada para el estudio de los cuerpos elasticos. Mas bien se contaba con
una especie de coleccion de problemas resueltos de diferentes tipos (flexion de vigas, nociones
de pandeo, etc.). No fue hasta 1821 que Navier partiendo de la hipétesis de que la fuerza
establecida entre dos particulas materiales era proporcional al cambio de distancia entre ellas,
establece las primeras ecuaciones de equilibrio generales para cuerpos elasticos, sin embargo
durante los arios siguientes entr6 en una famosa discusién con Poisson por la naturaleza de
éstas. Los trabajos de Navier atrajeron la atencion de Cauchy, quién corrigié la hipétesis de Navier

y presenté a la academia de Paris un afo después una version mejorada de aquellas ecuaciones.

Pese a todo siguié habiendo controversia sobre algunas de las hipétesis usadas por
Cauchy hasta que finalmente en 1837, George Green formul6 el principio de conservacion de

la energia elastica a partir de la mecanica analitica de Lagrange. Dichas ecuaciones son las



que se conocen Yy utilizan hoy en dia. Durante el siglo pasado, el autor que mas aporté fue
Timoshenko, quien con numerosos libros recopil6 toda la informacion en torno a la resistencia
de los materiales en sus libros de docencia e investigacion, los cuales son bibliografia obligada

sobre cualquier trabajo en el tema.

1.2. Teoria de la Elasticidad

La “elasticidad" es la propiedad de un cuerpo de cambiar de forma cuando sobre él se
ejerce una fuerza deformadora, y de recuperar su forma original cuando la fuerza deformadora

deja de actuar [3].

La teoria de la elasticidad no es precisamente la explicacién fisica de la elasticidad,
s6lo se encarga de estudiar la respuesta mecanica de un modelo de material llamado soélido
elastico al ser aplicadas cargas o imponerse pequefios desplazamientos superficiales sobre él.
Se denomina s6lido elastico a un material deformable, es decir, un material tal que las distancias
entre sus puntos pueden variar bajo la accién de las cargas. De la misma forma suponemos
que este sdlido es homogéneo: misma composicidn y propiedades en cualquier parte, y ademas

is6tropo: sus propiedades no dependen de la direccién que se considere.

La relacién mas sencilla entre la tensién ¢ aplicada a un sélido elastico y la deformacion e

que experimenta el cuerpo es la ley de Hooke que establece la linealidad entre ambas cantidades,

o = Zcijklekl (1.1)
k.l

Para el caso unidimensional o = e donde ¢ es el mddulo de elasticidad o médulo de
Young del material. El médulo de Young es un parametro que caracteriza el comportamiento de

un material elastico, mientras mas grande el valor de ¢, mas rigido es el material.

Cuando se tracciona un material en la direccion de x se produce un estiramiento unitario

en la misma direccién de acuerdo a (1.1), pero ademas se produce una contraccién en el sentido



transversal. Esta deformacioén adicional es cuantificada en funcién del coeficiente de Poisson v.

= _ €trans (1 2)

€long

THIS IS THE OME
WEAPON THAT CAN
S0P vou! EVEN
SAND IS
SUSCEFPTIBLE TO
HIGH- POWERED
ELECTRO =
CHARGES.”

MO, yOU SAND -

COATED SNAKE, IT'S
Ay TURN TO CALL
THE SHOTS/

Figura 1.2: Mr. Elastico es capaz de estirar y contraer su cuerpo sin ninguna dificultad, por lo que las deformaciones
que experimenta son elasticas al ser éstas reversibles. El problema es que Mr. Elastico no ha considerado el efecto de
Poisson al estirar sus extremidades. En caso de hacerlo, si desea estirar su brazo en un largo de 2 m, el ancho de éste
deberia disminuir y ser comparable al diametro de un lapiz, lo que en la practica le produciria muchos inconvenientes al
querer levantar algin objeto

Debido al argumento anterior, se concluye que para conocer la deformacién completa de
un material, ésta debe ser una combinacién lineal de las deformaciones y esfuerzos en todos los

ejes. De esta forma se escribe la ley de Hooke generalizada como [4]:

S L “ ()6 (1.3)

En Mecanica se define la energia como la capacidad de realizar un trabajo mecanico.
Este trabajo es igual al producto entre la fuerza aplicada y el desplazamiento en la direccion de
la fuerza. En los so6lidos elasticos deformables las tensiones o esfuerzos multiplicados por sus
areas son fuerzas mientras que la deformacién es una medida de cambio de longitud por unidad
de longitud. El producto de ambas magnitudes corresponde al trabajo mecanico realizado por
una fuerza externa sobre el sélido. Este trabajo se almacena en el cuerpo como energia elastica

de deformacion. Si se parte de un solido elastico inicialmente no deformado, se producira un

5



trabajo, E.;, si al aplicar fuerzas externas el cuerpo presenta un nuevo estado que incluye una
deformacion. Esta energia elastica de deformacion equivale a la energia mecanica que adquiere
un cuerpo elastico y que en caso de no superarse el limite elastico es capaz de recuperar la

forma que tenia originalmente.

Cada material tiene un limite elastico propio que marca un punto muy importante en la
curva esfuerzo - deformacion. Si se supera ese limite el material esta dentro de un régimen no
elastico, también llamado plastico o inelastico, donde s6lo una pequefa parte de la energia es
recuperable. La mayor parte de la energia es dispersada en deformaciones permanentes (no
reversibles) y también en forma de calor. En la naturaleza se les denomina materiales ductiles
a aquellos que presentan una importante zona plastica. Por otra parte, a los materiales como el
vidrio se les denomina fragiles porque tienen una zona plastica muy pequefa y se fracturan casi

inmediatamente después de superar el limite elastico.

1.2.1. Energia almacenada en una placa

Debido a que en este trabajo se consideraran cuerpos elasticos delgados (laminas) se
debe analizar la forma que adoptan las ecuaciones de |a elasticidad para estos sistemas. Cuando
se habla de una placa elastica delgada se entiende que una de sus dimensiones (el espesor) es
mucho menor que sus demas dimensiones. Al igual que en el estudio de un sélido elastico, toda
la teoria de elasticidad esta desarrollada para pequefias deformaciones, pero en este caso el
criterio es que los desplazamientos de los puntos de la placa deben ser pequefios comparados

con el espesor de la placa [5].

La densidad de energia elastica de una placa isétropa que ha sido deformada, se puede

escribir en funcion de la traza y la determinante del tensor de deformaciones ~ [6],

Fa =55 - ) (1 3 v [Tr%) - 4Det(y)} 1 ; ”TrQ(v)) (1.4)

Si la lamina es deformada solamente en el plano natural donde reside, el espesor ¢
no introduce una nueva coordenada en la descripcion de las deformaciones. De esta forma los

desplazamientos observados en cualquier direccién seran extrapolados en todo el espesor, por



lo tanto la energia total se escribe como la siguiente integral de area

_ 5 1—vi o _ 14+v_,
B = s | g [0 = 4Dettrn)] + 2T ()4, (15)

donde ~, hace referencia a las deformaciones en el plano de la lamina. Si la lamina sufre

doblamientos (deformaciones fuera del plano natural), los desplazamientos en la superficie ya

no son representativos de todo el espesor. Si se dobla una placa de dimensiones a x b y se

forma un cilindro de radio R = a/2r y altura b se tiene, debido al espesor, una superficie externa

dilatada y una superficie interna comprimida (figura [1.3). Debido a la continuidad espacial de

las deformaciones dentro de la lamina se tiene una superficie neutra (o media), sobre la cual

no existe deformacion alguna. Las deformaciones se pueden escribir como una funcion de la
— 08-S _

curvatura local v,s = 255> = %, donde x es la coordenada asociada a la posicion radial dentro

del material medido desde la superficie neutra.
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Figura 1.3: Esquema de las deformaciones existentes para un placa en un doblamiento puro donde x = 0 corresponde

a la posicion de la linea neutra.



Cuando una lamina es deformada fuera del plano de modo que v = 0 en toda la superficie
neutra, se dira que la placa posee doblamiento puro o que la superficie neutra es desarrollable.
Una superficie desarrollable tiene curvatura gaussiana cero en todos sus puntos [7], por lo tanto
la superficie neutra podra considerarse en ausencia de estiramientos solamente cuando todas las
posiciones puedan describirse haciendo uso de una sola curvatura. Si en todo instante la longitud
de la superficie neutra corresponde a un estado de referencia neutro, las deformaciones locales
medidas respecto de las longitudes de la superficie media (en analogia al cilindro de la figura

1.3), podran ser expresadas en términos de las curvaturas principales

x/R1 0
0 Xx/Re

(1.6)

donde y es una coordenada transversal a la superficie neutra, con x = 0 en la superficie neutra
y R1 Yy R, los radios de curvatura en las direcciones preferenciales. Utilizando directamente la

ecuacion (1.4) se tiene la siguiente energia asociada

t/2 1\? 11
Eg = 1 — V2 //z_t/2 ( R2> —-2(1 - V)R—lR—Q x2dxdA (1.7)
Finalmente B ) -
/ <+) —2(1—V)R—1R—2 dA, (1.8)
donde B = ﬁjug) es el modulo de doblamiento del material. La expresion (1.8) corresponde

a un sistema dominado por doblamiento puro sin considerar extensiones ni contracciones. El
valor total del tensor de deformaciones corresponde a la deformacién conjunta de doblamientos y
estiramientos, por lo que la expresién para la energia total es una combinacién de ambos efectos
y se escribe simplemente como la suma de ambas contribuciones. Es importante decir que sélo

~p depende de la coordenada y.

x=t/2
Ba=grs [ [ (P52 [P0+ 7m) - 4Dettr, + 7)) +

YT (0 + m) drdA
=—t/2 2

(1.9)

Se puede interpretar esta suma de energias asociada a v, y yp Simplemente como
F.=FE;,+ Ep.



1.3. Fracturas

Las grietas o fracturas se observan comiunmente en varios contextos [8], como por
ejemplo una ventana rota [9], en placas de hielo [10], en colisiones entre témpanos de hielo
flotante [11], y en pilares macizos de roca [12], entre otros. Durante los ultimos 30 afios el estudio
de fracturas ha tenido gran impacto en el analisis de la estabilidad de estructuras industriales y
en construccion con el objeto de evitar y predecir fallos. Entre los afios 70 y 80, hay accidentes
gigantescos que pudieron haberse evitado con un debido analisis de fracturas del problema. Por
ejemplo, en el afio 1979, el buque petrolero Kurdistan se partio literalmente en dos mientras
navegaba por el Atlantico. La razén fue un gradiente de esfuerzos considerable dentro del casco
de la nave debido a la diferencia de temperatura entre el petr6leo caliente del barco y el agua
fria. La fractura comenzé desde la quilla del barco y aunque el acero del casco tenia la tenacidad
adecuada para prevenir la fractura, falld6 al no poder detener la propagacion de la grieta. Por
ejemplos como estos, actualmente el estudio de fractura en materiales ingenieriles como en

concreto y acero tienen aplicaciones directas en la industria aerondutica, minera, y metalargica.

Se dice que un material se fractura cuando se le aplica un esfuerzo lo suficientemente
grande en algun nivel de sus constituyentes primarios para romper los enlaces que los mantienen
unidos. Este proceso ocurre principalmente a nivel atobmico en la vecindad de la punta de la grieta
donde la energia se concentra. A pesar de esto, las escalas en que se presentan fracturas pueden
variar desde microfisuras en huesos hasta redes de fracturas que pueden abarcar muchos metros

como redes de fracturas en el pavimento o el resquebrajamiento de los cascos polares.



Figura 1.4: Ejemplos de fracturas. a) Fotografia del hundimiento del Kurdistan después de fracturarse en dos partes,

b) Imagen satelital que muestra el resquebrajamiento en capas del hielo artico.

Los primeros experimentos en fractura se deben a Leonardo da Vinci. El midi6 la
resistencia de los alambres de hierro que fabricaba en su trefiladora y encontré que su resistencia
variaba de forma inversa a la longitud de éstos. Este resultado implicaba que los defectos del
material gobernaban la resistencia de los alambres, pues en un alambre mas largo (mayor

volumen del material), hay una mayor probabilidad de encontrar una zona con defectos.

Debieron pesar més de 300 anos para que estas observaciones meramente cualitativas
fueran traducidas en ecuaciones. Griffith, en el afno 1920, establecié la conexidn entre la fractura
y el tamafo de los defectos de un material. De acuerdo con Giriffith una grieta se hace inestable y
se produce la fractura cuando el cambio en la energia tensional que resulta de un incremento
en la longitud de la grieta es suficiente para superar la energia superficial del material [13].
El modelo de Griffith establecié un método Util para predecir la propagacién de fracturas en
materiales muy fragiles como el vidrio o materiales ceramicos, pero no pudo aplicar su teoria
en materiales ductiles como metales ya que estos que pueden deformarse sostenidamente sin

romperse.
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1.3.0.1. La fractura fragil

En términos generales se dice que un material es fragil si no se puede realizar una
deformacién apreciable sin provocar su rotura. Esto no implica necesariamente que su resistencia
a la rotura sea débil (la resistencia es el resultado de la tensién maxima que puede soportar un

material justo antes de la fractura).

La fractura fragil es un tipo de fallo que normalmente se produce sin una deformacion
plastica (permanente) previa. Esta fractura esté limitada a una regién cercana a la superficie
de ruptura, es decir, solo se modifica la superficie de contacto de las partes que resultan de
la fractura. Este tipo de procesos, en general, no liberan mucha energia ya que no cambian

mayormente la forma del material.

1.3.1. Criterio de Griffith

El criterio de Giriffith, en el cual se basa gran parte de la mecénica de fractura, plantea que
si un cuerpo que tiene una respuesta mecanica elastica al ser sometido a un esfuerzo arbitrario
se podra generar una grieta en su estructura (o una grieta existente puede crecer), cuando la
disminucién de energia elastica que experimenta el cuerpo por unidad de espesor y por unidad de
longitud de avance del vértice de la grieta sea igual o0 mayor al incremento de energia superficial
de la grieta que se producira como consecuencia de la creacion de nuevas superficies debidas a

dicha propagacion.

Se considera una placa semi-infinita, homogénea e is6tropa de espesor B, de médulo
elastico ¢, con una grieta central de forma eliptica de longitud 2a que es deformada por tensiones
de tracciones o (figura[3.1). En este caso, a partir de la solucién de Inglis [13], Griffith encontr6

que la energia almacenada en placa por unidad de espesor equivale a:

2.2
E, =171 (1.10)
13
La energia de superficie E,,, se define como:
Esup = 4aBry, (1.11)
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Donde ~, es la energia especifica de superficie y 4a corresponde al area de la superficie de
agrietamiento (el area se multiplica por dos debido a que ese es el nUmero de caras que tiene la

grieta).

Figura 1.5: Placa homogénea e isétropa con una grieta central eliptica de longitud 2a traccionada en sus extremos.
Imagen extraida de [14]

Las investigaciones de Griffith e Inglis hicieron dos aportes fundamentales para sentar las
bases de la mecanica de la factura: en primer lugar muestran que el desarrollo de una fractura
corresponde a un proceso de conversién de energia que esta ligado no solamente a la tensién
aplicada al material si no que también al tamafo de los defectos. En segundo lugar, mediante
se tiene una relacién entre la tensién de fractura y el tamafo de la grieta que ha sido

verificada repetidamente en ensayos de traccion en materiales fragiles.

1.3.2. Tasa de liberaciéon de energia y energia de fractura

El criterio de extensiéon de grietas de Griffith puede generalizarse en términos de
un balance entre energia disponible (suministrada fundamentalmente por fuerzas externas) y

energia requerida para que se presente tal extension.
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La energia disponible para la extension de una grieta usualmente se denomina tasa de
liberacion de energia G'y como lo establecié Griffith es igual a dE.; /da, de manera que la ecuacion

se puede escribir como:
dEe wola

da =~ ¢

=G (1.12)

Por otra parte, la energia requerida (dEy,../da), también conocida como energia de fractura o
tasa de liberacion de energia (G;¢), es una propiedad del material que se puede considerar
constante si la respuesta del material es elastica. La condicién de G¢ se presenta cuando la

tensién o adquiere un valor critico o, para el cual dE/da = dE,4./da 'y por lo tanto:

2
TOLa

Go =

(1.13)

g

La relacién es la forma mas general para expresar la tensién de agrietamiento en
un objeto y tiene la ventaja que no es necesario conocer la energia de superficie v, del material.
De esta forma, el criterio de fractura dice que si G < G¢ no habra fractura, pero si G > G¢
entonces da > 0y la fractura comenzara avanzar. Si G es igual o levemente mayor a G¢ la
fractura es controlada y avanza en un régimen cuasi-estatico sin que se manifiesten efectos

dinamicos.

El criterio de Griffith no predice la direccién en la cual se propaga una fractura, solo
predice las condiciones bajo las cuales ésta se genera. Para determinar la direccién en la
que crece la fractura usamos un criterio conocido como tasa maxima de liberacion de energia
(maximum energy release rate criterion) [15], éste indica que la fractura se propagara a lo largo
de la direccién en la cual la energia liberada es maxima o de forma equivalente en la direcciéon

que signifiqgue una menor fuerza de tiro.

1.3.3. Fracturas en laminas delgadas

Las laminas delgadas estan definidas porque una de sus dimensiones, el espesor ¢,
es mucho menor que las otras dos dimensiones. Los espesores de estos materiales pueden
ir desde decenas de micrones como el papel de escribir y cintas de envoltorio hasta unos pocos
nanometros como peliculas de grafeno. Una consecuencia muy importante de la reduccién del

problema en una dimensidn es que se genera una fuerte dependencia de la respuesta mecanica
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de estos objetos con la geometria. Parametros como curvatura gaussiana, curvatura media,
y en general muchos de los teoremas de geometria diferencial son usados para explicar el

comportamiento de laminas delgadas [7].

En anos recientes, dentro de la comunidad cientifica, ha crecido el interés en estudiar e
identificar los modos especificos de deformacién en laminas delgadas como arrugas (crumpling
y wrinkling) y rasgado (tearing). Fenémenos como arrugas en una lamina delgada han sido
largamente estudiadas por Witten et al., quienes ha sido pioneros en describir la distribucion
de energia en un pliegue (strefching ridge) [16]. Cuando un papel es arrugado es posible
observar deformaciones permanentes distribuidas azarosamente en su superficie caracterizadas
por bordes rectos conectados por singularidades puntuales. Estas deformaciones permanentes
indican la concentracién de energia en estas singularidades y pliegues. Otros investigadores
han usado las ideas de Witten para evaluar el colapso de estructuras de envoltorios [17]. Los
patrones de arrugas (wrinkling) han sido observados en diferentes situaciones como en capas de
lipidos, peliculas de nanoparticulas, tiras de poliestireno, entre otros. El analisis de los patrones de
wrinkling en diversas configuraciones han sido estudiadas para medir las propiedades mecanicas
de estas laminas a través de la determinacion de la longitud de onda de los patrones [18]. El
estudio de la mecanica de laminas y peliculas delgadas no sélo ha enriquecido el conocimiento
basico de estos objetos sino que también ha abierto la puerta al desarrollo tecnolégico en
pequenas escalas. Esto genera un reto tanto para ingenieros como cientificos en entender el

comportamiento de las estructuras delgadas.
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Figura 1.6: Ejemplos de modos de deformacién en laminas delgadas. a) Modelo microscépico de las caras de una
bola de fullereno proyectadas en laminas delgadas transparentes. La forma éptima de estas estructuras dependen de
un trabajo conjunto entre el estiramiento y doblamiento de éstas. , b) Arrugas (wrinkling) inducidas en la cascara
de una manzana por el encogimiento del fruto. Las arrugas se orientan ortogonales a los bordes donde comienza el
proceso de secado del fruto [18], ¢) Un corte superficial en la piel produce el caracteristico ensanchamiento, contraccion
y arrugamiento de la epidermis (capa delgada externa de la piel). Lamentablemente el corte ilustrado es perpendicular a

las lineas de tension de la piel relajada lo que genera la formacién de una fea cicatriz.

El estudio de fracturas en laminas delgadas al igual que en el caso de las deformaciones
esta muy ligada con la geometria. Se puede considerar una grieta en una lamina delgada como
un punto propagandose en una superficie bidimensional [20]. En general, las aproximaciones de
laminas delgadas en mecénica se relacionan con el parametro t/L, donde ¢ es el espesor y L,

una longitud en el plano de la lamina.

1.4. Rasgado

Se define rasgado como la situacién donde la propagacién de una fractura en una lamina
delgada esta asociada a grandes desplazamientos fuera del plano [20]. Estas situaciones son
frecuentes en la vida diaria como cuando intentamos despegar un papel de una superficie [21], o
cuando abrimos un envoltorio de algiin material [22]], y también en aplicaciones ingenieriles como

disenos estructurales de edificaciones de mucha altura como puentes y edificios.
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Figura 1.7: Rasgado tipico en papel a través de una fractura

Existen tres formas diferentes de aplicar fuerza en un material que pudiera provocar la
propagacién de una fractura: si se aplica un esfuerzo de traccién, en el plano de la lamina y
perpendicular a la linea de fractura (modo | o de traccién), en el plano y paralelo a la linea de
fractura (modo Il o de cizalle) o perpendicular al plano (modo Il o de rasgado) [23]. Actualmente
uno de los criterios mas aceptados postula que la fractura generalmente se propaga a lo largo de
la trayectoria donde el modo Il desaparece (principio de simetria local) [24]. El modo lll de fractura
corresponde al modo de rasgado que equivale a deformaciones del tipo cizalle perpendicular al
plano de la lamina, con esfuerzos tangenciales que actian paralelos pero perpendiculares a las
caras de la laminas y opuestos entre si. Las caracteristicas de las laminas delgadas ofrecen
excelentes condiciones para experimentos donde predomina el modo de rasgado, ya sea para
el estudio de propagacion de una fractura aislada [25| 26], o para fracturas interactuantes, en
particular para el rasgado de doble fractura con fisuras inicialmente paralelas [27, 28] (capitulo 2)

y el rasgado mudltiple, radial (capitulo 3).
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Modo | Modo || Modo I

Figura 1.8: a Modos de Fractura en un material. Modo | (traccién), Modo Il (cizalle), Modo Il (desgarro) [13].

1.4.1. Pliegues en el rasgado

Por simple experimentacion se sabe que para propagar una doble fractura por medio
del rasgado de una tira en geometria de peelingﬂ es necesario la existencia de un doblamiento
(pliegue). Si el material tiene un espesor finito, el doblamiento tiene una deformacion asociada a
este proceso. El cambio geométrico que sufre la tira desde una superficie plana a una superficie
con radios de curvatura finitos involucra una modificacién hacia un estado energético mas alto.

La tira puede volver a su estado energético mas bajo si desaparece la fuerza de tiro.

Si la fractura comienza a avanzar, la energia total del sistema se escribe como,
E = FE, + 2vts (1.14)

donde el primer término al lado derecho de (1.14) corresponde a la energia elastica almacenada
en la deformacion localizada (pliegue), y el segundo a la energia de fractura, con ¢ el espesor
de la lamina. El factor 2¢s corresponde al area que se ha formado debido a la propagacion de la

grieta.

Este simple modelo no incluye informacién acerca de la forma en que se introduce carga
al sistema. En general en todos los experimentos de rasgado en laminas delgadas que involucren

la propagacion de fisuras, los sistemas se pueden clasificar en dos grupos segun la forma en que

1peeling: Palabra en ingles para descascaramiento. Se utilizara peeling para describir una lamina que es tirada en

180° con respecto al plano donde esta fija.
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se aplica una fuerza: tiro y empuije.

1.4.1.1. Tirando de una cinta

Considérese el caso anterior donde una lamina entre dos cortes paralelos es tirada en
una direccion fija ¢. Si la lamina esta empotrada en los bordes trazados en color plomo (figura
[1.9), solo la pestafia de tiro puede salirse de su posicién inicial mientras que el resto permanece
en reposo aferrado a sus bordes fijos. Si se introduce la aproximacién de tela inextensible [20], el

material no debe expandirse por efecto de la fuerza externa.

El criterio de tela inextensible o de elasticidad nula es una aproximacion que sostiene que
la lamina, ademas de no estirarse, tiene una rigidez de doblamiento igual a cero. Por esta razén
el sistema no acumula energia elastica. De todas formas para objetos delgados inextensibles con
una rigidez de doblamiento finita en los cuales el tamario del sistema L (largo de la lamina) es
mucho mayor que el tamarno del pliegue localizado se considera que la lamina es infinitamente

flexible y tampoco almacena energia elastica.

Para el caso ilustrado en[{.9|cualquier desplazamiento de una porcién del material que no
sea la pestana de tiro de ancho w podria generar una elongacion prohibida por la inextensibilidad,

por lo que en principio se desprecian estos efectos.

Figura 1.9: Configuracién experimental para una doble fractura que esta siendo tirada por una fuerza externa en

direccion ¢ con respecto al plano. Imagen extraida de [20]
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Si no hay energia elastica involucrada la condicién energética (1.14) solo depende de la
energia de fractura
Fdu = 2vtds (1.15)

En otras palabras, todo el trabajo externo se disipa en energia de fractura y aplicando el criterio
de Griffith G = ~. Supdngase que la fractura se propaga en una direcciéon dada por 6. Las
condiciones geométricas du = di(1 — cos ¢) y dl = dscos 6 llevan a la siguiente expresién para la
tasa de energia liberada por grieta:

F(1—cos¢) .

G(F.0) = ——

os 6 (1.16)

El criterio de maxima tasa de liberacién de energia predice que la fuerza debe ser minima, lo
cual ocurre si 8 = 0. Por lo tanto, las grietas se propagan perpendicularmente al pliegue. Asi,
la fuerza necesaria para la propagacion de una fisura depende de las propiedades del material
F = 2G.t/(1 — cos ¢). Sin embargo, la direccion de propagacién es independiente de todas las
propiedades del material (energia de fractura G., rigidez del material, espesor ¢), y es también
independiente de parametros geométricos como el tamafo w de la lamina, el &ngulo de tiro ¢, y

la velocidad de tiro.

1.4.1.2. Empujando una cinta

Considérese el caso ahora de un objeto sin filo empujando un pliegue entre dos grietas.
La lamina, al igual que el caso anterior, esta fija en todos los bordes. Cuando el objeto llega al
limite de la zona flexible inmediatamente una parte de la cinta es doblada fuera del plano. La linea
efectiva que es empujada por el objeto se llama frente activo [20] (figura[T.10), este frente cubre

aproximadamente la misma area que el pliegue del caso anterior (figura[1.9).
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frente activo

Figura 1.10: Configuracién experimental para una doble fractura que esta siendo empujada por un objeto sin filo en

direccion perpendicular al plano

La energia liberada estd nuevamente dada por el trabajo del operador de acuerdo a
2Gtds = Fdz, con la simple relacién dscos = dx. Asi se llega a la misma ecuacion (1.16) para
p=m/2

F
G(F,0) = 2—tc059 (1.17)

De esta forma la tasa maxima de energia liberada para una configuracion de empuje ocurre
cuando 6 = 0 (equivalentemente la fuerza de tiro es minima). Al igual que en el caso de tiro, la
fractura se propaga en direccién perpendicular al pligue. Como regla general se puede concluir
que en una lamina inextensible una doble fractura se propaga perpendicularmente al frente de
empuje. Si se consideran los efectos de la elasticidad, en este experimento se aprecian pequefios
angulos de propagacién negativos (6 < 0), dando lugar a que las grietas se separen lentamente
[29]. Esto se explica porque en esta configuracion domina el estiramiento de la lamina por sobre
el doblamiento. Se puede demostrar que en ese caso la lamina libera energia elastica si el frente
activo crece en longitud, lo que equivale a que la separacion entre las grietas aumenta. Este

hecho fue descrito in extenso en [30].

Figura 1.11: Experimento de una doble fractura empujada por un objeto no puntiagudo que describe dos trayectorias

que se separan entre si [29].
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1.4.2. Fracturas Convergentes o Divergentes

A pesar de lo dificil que puede resultar el hecho de predecir la trayectoria de una
fractura, en algunos experimentos de fracturas oscilantes, a través del analisis de la geometria,
se han logrado identificar patrones cuando una lamina es cortada por un objeto en movimiento
[25, [31]. Lo mismo para configuraciones tipo trouse [26]. De todas formas, salvo algunas
excepciones, para tener un completo entendimiento del rasgado de laminas delgadas se deben
incluir efectos elasticos dados por el estiramiento y el doblamiento de la lamina. En experimentos
de rasgado en configuracion de peeling las trayectorias de las fracturas interactuantes
son extremadamente reproducibles y convergentes (6 > 0) [211[32]. Este comportamiento, al igual
que el caso de la concertina (figura[1.11), implica la necesidad de incluir los efectos elasticos en

el problema.

Si se considera que la energia elastica almacenada por el pliegue de la figura
es E.; # 0, se dice que esta energia en una configuracion estacionaria sujeta a las variales
(W, z, L) debe ser equivalente al trabajo mecanico necesario para llevar el borde de la tira desde
su plano natural hasta la posicién = (sin alterar la magnitud L). Por lo tanto la energia elastica
debe ser funcién de la posicidon de dicho borde respecto de la posicidon que tendria si estuviese
completamente doblada. Asi, considerando que el borde permanece recto y que ha rotado un
angulo de 180° respecto del plano natural, se concluye que la energia elastica es en realidad una
funcion definida por E.; = E (W, 2L — x).

La variacion con respecto a los pardmetros geométricos se escribe como,

o 8Eel 8Eel
SEu = (aw)w7L5W+<8L >J7W5L+2fyt($s (1.18)

2trouser: Palabra en inglés para pantalén. Se refiere a un ensayo de rasgado donde se favorece la propagacién de la
fractura en modo lll. La forma final de la Iamina es parecida a la de un pantalén.
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Figura 1.12: Referencia y fuerza de tiro en un experimento de rasgado.

La trayectoria natural del rasgado debe satisfacer la condicion de minimo local g—g =0y

de esta forma se establece la relacién

0=-2 (%%l)stin9+2Fcosﬁ+2’yt (1.19)

Donde sinf = —0W/2ds y cosf = §L/és. Utilizando el teorema del trabajo que posibilita la

representacion de la fuerza de tiro F' = (%E;l )L o pero debido a que E¢; = E. (W, 2L —x), se ha

aa%l)w,w =2 (agxcl)L,W

la fractura, segun el criterio de tasa maxima de liberacién de energia (TMEL), se requiere que la

escrito (

= 2F en la ecuacion precedente. Para encontrar el camino de

tira siga en la direccion en la cual se minimiza la fuerza, esto significa que (%—g) = 0, dado que

LW
la ecuacion contiene explicitamente a F', la derivada implicita de la misma ecuacién introduce la

condicién equivalente (-2 (2L = 0 que da una segunda relacion.
00 \ Ox LW

(iEel .
0= ( > cos + Fsind (1.20)

Despejando F de (1.20) y reemplazando en (1.19) se obtiene,

6-Eel .
= 1.21
( S )LL ~t sin 6 ( )

y utilizando este resultado en (1.20) se encuentra

F = ~tcosf (1.22)

Las ecuaciones (1.21) y (1.22) que son totalmente analogas a las (1.19) y (1.20), tienen un clara

interpretacién en términos de un equilibrio estatico de fuerzas que actlan sobre la fisura: la
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fuerza de fractura vt que se resiste en direccion tangente a la propagacion de la fisura, la fuerza

de tiro F'y el gradiente lateral de energia elastica (2 (%5)), , observandose claramente que

la referencia de angulo 6 involucra que las trayectorias seran convergentes si la energia elastica
es una funcion que crece con W (figura|1.13(a)).

(@) (b)

Figura 1.13: a) Descomposicién de fuerzas interactuantes en una cinta que esta siendo rasgada en geometria de
peeling. b) Lamina indentada por un objeto macizo cilindrico que produce la propagacion de una doble fractura [20].

Para el caso de un pliegue que esta siendo empujado se puede mirar la figura
la fuerza F' aplicada sobre el pliegue se traduce en una indentacion de una linea frontal por una
distancia d = § — [, donde [ corresponde a la posicién de la fisura. Es razonable asumir que la
energia elastica es una funcién del ancho w y de la distancia de indentacion E.; = E¢(w,l — 9).

Al igual que en el caso de tiro las relaciones obtenidas son muy parecidas,

F = 2~tcosd (1.23)
<8E6l> sinf = 2t (1.24)
ow ). 1

)

La propagacién hacia dentro es predicha, al igual que en el caso anterior, si la energia
elastica incrementa con la distancia entre las fisuras. Para este caso se supone que la mayor
parte de la energia esta relacionada con el estiramiento porque supuestamente la lamina es
infinitamente flexible. Una simple estimacién es considerar que la distancia de indentacion
d = 1 — 6 genera una deformacion del orden (d/w)? sobre un area de tamafio w? tal que la

energia elastica obedece al siguiente escalamiento E.; = etw?(d*/w?).
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Para pequefos angulos la ecuacién (1.23) se escribe F = 4¢td® /w? = ~t tal que la fisura
descrita por las ecuaciones (1.23) y (1.24) se propaga en direccién:

(@)

que es un angulo negativo donde I. = «y/¢< es la longitud del material que caracteriza la fractura.
La propagacién hacia fuera (¢ < 0) es en efecto predicha porque la energia elastica decrece
con la distancia entre las grietas w. El &ngulo de propagacion es independiente del espesor de la

lamina, pero decrece con el ancho w del frente activo o de empuije.

1.4.3. Espirales en rasgado

Supédngase que se tiene una lamina delgada con un corte recto. Si ahora se usa un
objeto sin filo y se empuja uno de los bordes de la fisura justamente en la mitad del corte, se
reduce al mismo problema que se estudié en la seccién anterior de un pliegue empujado entre
dos fracturas. Este problema que ya fue introducido tiene una solucién conocida con trayectorias
de fracturas divergentes [29, 27]. El problema se vuelve més interesante si en vez de empujar
en el centro del corte, se empuja cerca de uno de los extremos. En tal caso la tensién en uno
de los bordes es mayor con respecto al otro y es mas probable que el material ceda sélo en
el punto de mas tensién y no en los dos simultdneamente. Considérese ahora que el material
es inextensible (modelo de tela inextensible), de forma tal que el material no puede almacenar
energia elastica y todo el trabajo realizado debe ser aportado por la energia de fractura. En tal
caso la fisura mas cercana al punto de empuje avanza perpendicular al frente de fractura (que
corresponde a la linea recta que uno los extremos del corte inicial). De esta forma si se comienza
a empuijar el pliegue de modo que la punta de la fractura 7 avance perpendicular a la linea AB
(figura[1.14) la trayectoria descrita sera un circulo centrado en el punto fijo A. Después de superar
un desplazamiento angular « la punta de la fisura 7 ahora se centra en el punto fijo B trazando un
radio r alrededor de éste. El resultado se vuelve aun mas interesante al seguir desarrollandose
la fractura ya que en algin momento antes de recorrer un angulo 27 el punto en que se apoya
la fisura 7 deja de ser un punto fijo y pasa a ser un punto dentro de la misma curva ya descrita
(punto D). En adelante, al avanzar 7 el punto de tangencia también comienza a variar, situacion
que lleva a que la fractura ya no describa tramos circulares, sino que una trayectoria en forma de

espiral [30].
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A initial incision B
»

BT

Figura 1.14: Etapas de la formacién de una espiral en rasgado [30]

Los patrones en forma de espiral han sido observados en diferentes experimentos de
fractura, cuando el material se delamina desde un sustrato [33], o espirales divergentes en
fractura [34]. Sin embargo, en estos casos las espirales obtenidas corresponde a espirales de
Arquimedes. En el experimento de [30] las espirales obtenidas son logaritmicas de modo que el

radio de propagacién aumenta de forma exponencial.
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Figura 1.15: Fracturas divergentes en forma de espiral (lineas sélidas y cortadas), donde las fisuras se propagan en

solo un extremo de la inicision inicial AB como se muestra en la figura del extremo superior izquierdo [35].

El experimento de Romero et al. reportd que independientemente de la forma en que
se aplique la carga, ya sea empujando o tirando una pestafia de la lamina, la trayectoria de la
fractura converge a una espiral logaritmica de la forma () = roe "¢ donde tan ¢ corresponde
al paso de la espiral y 6 al angulo polar. La influencia de la elasticidad queda retratada en un
cambio en el paso de las espirales: una espiral generada en un proceso de tiro tiene un paso

més pequeno que el de una generada por empuije [30].
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Capitulo 2

Transicion de estados de un pliegue

asociado al rasgado sin adhesion

La trayectoria de una lamina en rasgado en geometria de peeling ha sido un punto de
amplia discusién en diferentes articulos [32] 28| [36]. El primer articulo enfocado en este tipo
de problemas fue conducido por Atkins [37], quien junto a su equipo estudiaron el rasgado
de laminas metalicas. Usando una configuracién de dos fracturas paralelas encontr6 que las
fracturas siempre convergen. Durante los Ultimos afios muchos experimentos de rasgado se han
realizado usando laminas fragiles de polimeros debido a que al ser fracturadas no presentan
signos de deformaciones permanentes. En estos materiales Hamm et al. estudiaron el rasgado
de peliculas en laminas adheridas a un sustrato. Una tira rectangular es traccionada en 180°
con respecto al plano en la que la lamina esté fija. El resultado muestra que la doble fractura
converge en un punto y la forma final es un tridngulo perfecto resultado de la combinacion de
efectos elasticos, de adhesion y energia de fractura. Los autores sugieren que el angulo en el
vértice del rasgado esta relacionado con las propiedades elasticas de la lamina y la adhesién
entre el sustrato solido y la pelicula [21]. Bayart et al. usando una configuracién inicial muy
similar, pero sin considerar adhesién, encontré trayectorias convergentes pero curvadas. El autor
sugiere que el avance de las fracturas, con respecto a la separacion inicial de entre éstas,
siguen leyes de potencia con exponentes caracteristicos: 3/4 para una configuracion de peeling

y 2/3 en una configuracién del tipo trouser, planteando ademas que la trayectoria de las fisuras
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son independientes de las propiedades del material [32, [38]. Este resultado todavia no ha sido
entendido completamente debido a que no hay un modelo teérico que justifique estos resultados.
Finalmente Brau (2014) [39] reporté un exponente de 8/11 justificando que el pliegue desarrollado
durante el rasgado es compatible con los pliegues estudiados en peliculas arrugadas [40, 41]. La
motivacion de este experimento es determinar la estructura de un pliegue (en configuracion de
peeling) que se forma durante el proceso de fractura, ya que ésta determina la forma como libera

energia para la creacion de superficies expuesta de una fractura.

Substrate

Peeling
Surface

Strip Tearing
Surface

Film

a) b)

Figura 2.1: a) Esquema de rasgado de peliculas delgadas en geometria de peeling con adhesién. La direccion
de propagacion de las fracturas, de acuerdo al criterio TMEL, es resultado de la interaccion de las distintas fuerzas
involucradas en el problema. b) La propagacion de las fracturas para diferentes anchos W convergen en un punto con un
mismo angulo 6. Ambas figuras fueron extraidas de [21].

Para estudiar experimentalmente la respuesta elastica del pliegue asociado al rasgado
sin adhesidén se propone observar las variaciones geométricas de éste relacionadas con un
cambio paulatino de una fuerza externa aplicada. Para ello se ha confeccionado un montaje,
basado en un estudio anterior [42], que impone las mismas condiciones de borde que la dinamica

de rasgado, pero en ausencia completa de fracturas.
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2.0.4. Condiciones de Borde

Las condiciones de borde del pliegue durante el rasgado (sin adhesién), se entienden
como una relajacién de la condicion de borde de un pliegue cilindrico. Supéngase que se tiene
una lamina rectangular de largo L y ancho . Sobre una de las caras de la lamina se dibuja una
linea de longitud L justo sobre el centro (linea 1), perpendicular a ésta se traza otra linea que
abarca la totalidad del ancho W (linea 2). Conjuntamente a esto se define una linea paralela a la

primera linea trazada que sirve de referencia para doblar el material (figura[2.2).

Linea 2

Linea 1

Figura 2.2: a) Lamina delgada de espesor ¢ << W, L. b) Condiciones de borde involucradas en un pliegue cilindrico
comparadas con las condiciones de borde del pliegue que aparecen en el rasgado sin adhesion. En la figura izquierda el
rectangulo abed permanece fijo (rasgado con adhesion), mientras que en la figura derecha sélo los segmentos ab y cd no
se deforman (rasgado sin adhesién)

Si se dobla la lamina respecto de ad con una fuerza F y se obliga al 4rea que se
encuentra dentro del rectangulo a permanecer fija se obtiene un pliegue cilindrico. Las lineas
trazadas no sufriran alargamiento y la curvatura gaussiana es cero. Si se libera la condicién del
rectangulo a permanecer fijo y se restringe solamente al segmento ab y cd, el sistema buscara
una configuracion energética mas baja que se traducird en un incremento de la energia elastica
almacenada en el pliegue. El pliegue adoptara una forma parecida a la de una silla de montar,

cuya cresta, al igual que la linea 1, experimentara un estiramiento. El resultado de esto es que la
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curvatura gaussiana en la la zona deformada necesariamente tendra un valor distinto de cero.

-

ﬂh
g h

Figura 2.3: Geometria y posicionamiento de una lamina delgada que permite aplicar las mismas condiciones de borde

presentes en el pliegue asociado al rasgado sin adhesién.

Para el caso cilindrico, la porcion material dentro del contorno abed no cambia en lo
absoluto y la condiciéon de borde se puede resumir diciendo que el segmento ad permanece
empotrado. Por otra parte, cuando solamente los lados ab y cd se mantienen fijos, la condicion
de borde se interpreta como un empotramiento en los puntos a y d. El pliegue que se quiere
estudiar obedece al segundo caso y se puede entender su construccion como el resultado
simple de combar una placa manteniendo dos puntos del borde empotrado. Se puede reproducir
experimentalmente estas condiciones en una lamina recortada. La idea es pegar los margenes
a un soporte, y asi, aplicando una fuerza vertical en el borde fe, se doblaré la tira fech respecto
de los puntos fijos a y d. Un estudio de la variacién geométrica del pliegue con el incremento de
la fuerza aplicada tendra sentido solamente si los puntos a y d permanecen estables en un rango

de fuerzas bastante mayor comparado con la fuerza critica de la fractura.
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2.1. Experimento

Todas las cintas usadas en los experimentos fueron recortadas desde laminas transpa-
rentes de polipropileno (BOPP Innovia) de diferentes espesores t = 30, 50, 90 um y de largo
L =1 m. Inicialmente las laminas vienen enrolladas en un tubo por lo que al cortarlas tienen una
curvatura inicial asociada a la direccion de enrollamiento con respecto al tubo, es por esta razén
que después de cortar las cintas se dejan reposar un dia antes de hacer el experimento. Los
materiales usados son bastante isotrdpicos, con diferencias en el valor del médulo de Young no
mayores a un 8 % entre sus ejes principales. Los mddulos de doblamiento de cada lamina son

B=0.6x10753x 1072y 15 x 10~° Nm para espesores t = 30, 50, 90 um respectivamente.

Las laminas son cortadas en cintas rectangulares de largo constante 1 m y de un ancho
W, los bordes inferiores de estas cintas se fijan sobre un marco usando scotch de doble faz, la
configuracién del montaje permite que el marco pueda desplazarse horizontalmente por lo que es
factible usar diferentes anchos W. Los valores de W usados abarcan un rango de valores entre
2cm < W < 20 cm para cada uno de los espesores. Las cintas son tiradas desde el extremo
superior en 180° con respecto al plano de la cinta con el cual estd alineado verticalmente para
controlar el efecto de la gravedad. El extremo superior de la cinta estd pegado a una espatula
que a su vez esta acoplada con un motor paso a paso que se mueve a velocidad constante de
0.01 mm/s. La fuerza es medida a través de un sensor FUTEK que también esta acoplado a la
espatula de tiro (figura[2.4).
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plataforma
movil

espatula

de tiro
sensor de fuerza

rieles

Motor paso a paso

Figura 2.4: Vista Frontal (izquierda) y lateral (derecha) del sistema de traccion. Las tiras son pegadas en la espéatula
de tiro (acoplada al sensor de fuerza) que puede moverse en direccion vertical debido a la plataforma movil.

El trabajo de fractura equivale a v = 1.7 x 10% [kg/s?] para los tres materiales, esto implica
que la fuerza de fractura necesaria ~t para fracturar el material es de aproximadamente 2 [N] en
el caso de la pelicula mas gruesa. En este experimento se quiere estudiar como se comporta
la geometria del pliegue a fuerzas mucho mayores, por lo que es necesario generar un método
para impedir la propagacion de las fracturas en la lamina. Al alcanzar el distinto umbral de fractura
dependiendo del espesor, el material con seguridad se rasgara en los puntos a y d (figura [2.3),
para impedir que la fractura avance, se elimina la grieta a través de pequerios agujeros circulares
de 2 mm de didmetro usando un cuchillo circular. Con este método se asegura que las tensiones
no se concentren en los puntos a y d distribuyéndose en las regiones cercanas a los circulos, de
esta forma el sistema no propagara fractura al menos hasta que la deformacién en los bordes
no sea importante. Ademas esta solucion no afecta la forma natural de las deformaciones del
pliegue. Naturalmente que mientras mas grande el valor de W menos afectara esta singularidad

en los bordes.

Para tomar fotografias se usa una camara que captura, en intervalos de cada 10
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segundos, la regién de la cinta donde se encuentra el pliegue en direccion perpendicular a la
de tiro. Para este efecto y su posterior andlisis esta regién es pintada con pintura blanca al
agua. Finalmente para caracterizar la evolucion del pliegue en la direccion de tiro se instala un
espejo a 45° con respecto a la direccion de tiro, de esta forma la fotografia es capaz de capturar
ambas curvaturas al mismo tiempo. Es importante sefialar que a pesar de que la lamina se deja
reposando unas cuantas horas antes del experimento es inevitable eliminar la curvatura inicial de
la cinta provocada por el enrollamiento, por esta razén para todos los casos se pega la cinta con

la curvatura inicial convexa hacia la camara.

Vista frontal

Vista inferior

Vista frontal

- .
Vista inferior /

Figura 2.5: Esquema del montaje experimental. La figura del extremo superior izquierdo indica la vista del espejo que

se encuentra a 45° del plano de la lamina.
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2.2. Modelo

La geometria de un pliegue por lo general es dificil de predecir, pero en este caso al
imponerse las condiciones de borde del problema y mediante observaciones experimentales se
puede sugerir que a bajas cargas el pliegue presenta una geometria cilindrica, mientras que en
altas ya no satisface este tipo de geometria debido al estiramiento involucrado pareciéndose a un
pliegue de Witten - Li [41].

2.2.1. Pliegue Cilindrico

Si se dobla una lamina rectangular de ancho W y largo L de forma que un lado
se ha empotrado completamente y en el otro se aplica una fuerza vertical F que produce
una deformacién fuera del plano natural de la lamina, el pliegue obtenido se conoce como
pliegue cilindrico debido a que su forma es parecida a la de un semicilindro. Si la lamina es
lo suficientemente delgada la deformacién corresponde casi a un doblamiento puro. Cada punto
de la lamina tiene asociada una curvatura x que es funcién de la coordenada intrinseca s. La
energia elastica acumulada en el pliegue se escribe

s=L
Bt = % /s:() % @1
La curvatura representa la tasa de cambio angular del vector unitario tangente § a la curva, el

radio de curvatura R = 1/k. La energia elastica del pliegue se escribe como
BW [*=F ..
E. = - / 62 (s)ds (2.2)
s=0

La energia potencial debido a fuerza constante vertical aplicada a la cinta es Ep = F, (L), tal que

el lagrangiano efectivo a minimizar es

B s=L
£= TW / dsf* + Fy(L) (2.3)
s=0
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Figura 2.6: Pliegue cilindrico.

El vector normal y tangente a la superficie puede escribirse como t = sin 6z + cos6y y

n = — cos 0% + sin 6y). Esto entrega las siguientes relaciones cinematicas
T =sinf
y = cosf

De esta forma el lagragiano se escribe

B s=L . s=L
£:—W/ d592—|—F/ dscosf
2 s=0 s=0

La minimizacion del Lagrangiano lleva a:

s=L s=L
5£=BW / dsfs0 — F / ds sin 666
s=0 s=0
. s=L
= BWOsO |5 — /

ds [Bwé + Fsin 9] 50
s=0

La ecuacion a resolver
BW# + Fsing =0

(2.6)



Las condiciones de borde se entienden de la siguiente forma, en el extremo donde se aplica la
fuerza F la cinta es plana por lo que (s = L) = 0, mientras que en el otro extremo el borde esta

empotrado 6(s = 0) = 0.

2.2.1.1. Integracion

Se nombra 6;, = 6(L) el angulo de deflecciéon al final de la cinta y si similarmente
llamamos z;, = z(L) = h e yr = y(L). Antes de resolver la ecuacion se puede estudiar
la expresion para obtener alguna relacién util. Usando las relaciones cinematicas se puede
reescribir la ecuacion

BWO + Fi=0— BWO+ Fz = BWl, + Fxy, (2.9)

Las condiciones de borde 6, = 0, por lo que se obtiene una conexién entre un desplazamiento

fuera del plano y la curvatura del pliegue. Evaluando en s = 0 se tiene
BW6, = Fh (2.10)

Donde 6, = (0). La primera integracién de (2.9)

BW

) BW .
792 — Fcosf = TWH% — Fcosfy, (2.11)

Una evaluacion en s = 0 y la condicion de borde transforma la relacion en

5 = F(1 —cosfy) (2.12)

Combinando (2.12) y (2.10) se obtiene una relacién entre los pardmetros geométricos del sistema
hfo = 2(1 — cos6z) (2.13)

En el extremo de la tira esta es plana por lo que 6, — 7 y hé, ~ 4. Finalmente en términos de

la fuerza se obtiene

. oF \ /2 ) Fo\ /2
= —_— - /2 ~ .
0o (BW) (1 —cosfy) 2 (BW) (2.14)
2B 1/2 B 1/2
h = (FW) (1 —cosfp)/? ~2 (g) = he (2.15)
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2.2.2. Pliegue de Witten - Li

Cuando se dobla una pelicula elastica, ya sea rasgandola o arrugandola se observan
regiones de gran curvatura que son precisamente las regiones donde se localiza la mayor parte
de la energia. Una importante cantidad de trabajos sobre el comportamiento de pliegues en
estructuras arrugadas han concluido que esta singularidades representan la mayor parte del
costo energético en este tipo de configuraciones que se caracterizan por ser una combinacién
entre doblamientos y estiramientos del material [16 141), 143, 44 145, 146] . Los pliegues obtenidos
en general corresponden a crestas con fuerte estiramiento, pero también es posible obtener
pliegues isométricos. Se han reportado experimentos en laminas traccionadas y/o torsionadas
que muestran crestas isométricas con estiramiento que conectan dos regiones planas sin
estiramiento [47, [48]. Witten muestra en [41] que redondear los extremos de un pliegue en una

estructura arrugada relaja su curvatura y el pliegue se vuelve mas isométrico. De esta forma, la

curvatura impuesta en los extremos domina la forma del pliegue (figura[2.7).

Figura 2.7: Transicién representada por un pliegue isométrico que conecta dos regiones planas sin estiramiento [41].

Supongase el mismo rectangulo pero ahora de dimensiones 2L x W como se muestra
en la figura[2.8] Si se dobla el material respecto de los puntos a y d de tal forma que estos dos
puntos sean puntos singulares en el pliegue donde la curvatura es infinita, el resultado sera que
lalinea 1y linea 2 dejaran de ser rectas y podran ser caracterizados con radios de curvaturas R;
y R, respectivamente. Como la curvatura gaussiana es diferente de cero implica necesariamente
que la lamina se ha estirado. La deformacién que presenta este pliegue se le denomina como
pliegue de Witten - Li que corresponde a una minimizacioén de la energia elastica a través de la

relajacion de la hipotética arista ad.
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Figura 2.8: Lamina doblada con respecto a los puntos singulares a y d. La aparicién de puntos singulares en el material
permite que el material minimice energia redondeando el borde del pliegue.

La energia total de este sistema involucra una energia de estiramiento Fs de manera que
la energia se puede escribir como F = Ep + Es + Ep. Para conocer la energia elastica que es
almacenada en un pliegue de Witten - Li se deben resolver las ecuaciones Fopp-von Karman, sin
embargo la extrema dificultad de este problema sugiere la idea de inferir a través de relaciones

de escalamiento informacion del pliegue y su energia.

Se determina primeramente una relacién de escala para la energia de estiramiento puro.
Se considera entonces que las deformaciones se distribuyen exclusivamente en la cima del
pliegue sobre un area del orden W x R, y suponiendo que el sistema se estira localmente solo
en la direccién tangente a las lineas paralelas a la linea 1, se puede utilizar el alargamiento de

dicha linea como una descripcion global del estiramiento de la superficie deformada.

El alargamiento relativo A de la linea 1 se puede escribir mediante una aproximacion

pitagérica en términos de un desplazamiento &.

o o 2 2 _ 2
A = T90imal = 0T 90umicial o VEXIIZ T 1y ( ; > -1 (2.16)

largoinicial
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Como se dijo anteriormente la energia de estiramiento es importante por lo que se debe
calcular directamente a través de (1.5).

Si A es el unico elemento no nulo del tensor de deformaciones se obtiene la siguiente
expresion para la energia de estiramiento donde W R, es el area caracteristica del pliegue,
4 4
_— (va) (WRs) ~ et 2 (%) (2.18)
La energia elastica almacenada por el pliegue se estima a través de la relacién obteniendo
que Eg ~ %. Ep y Es compiten en un equilibrio mecanico, en general sera mas facil realizar
un doblamiento que un estiramiento, por lo que el sistema comenzara a dilatarse cuando el costo
energético de ambos procesos sea comparable.

Eg tR% [ ¢ \*
=S o1 22 (S 2.1
5 (v 219

De la definicion del modulo de doblamiento se sabe que B ~ <t3. Reemplazando en la

expresion (2.19)
R3¢t
t12W4
La linea 2 no sufrira alargamientos y su longitud sera siempre de 2L. Si se observa la figura[2.9]

~1 (2.20)

se deduce que la parte curvada de la linea representa un arco de orden (27 — «a)Rs. De esta
forma si 2T" es la porcion recta, la longitud L se tomara como L = (7 — «/2) +T'. Comparando las

proyecciones con el eje vertical

/2
&= Lcos% — [F cos% +/ (Rs cos gb)dqﬁ] (2.21)
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Figura 2.9: Representacién lateral de un pliegue de Witten - Li.

Si se reemplaza L en (2.21) se obtiene,

£~ Ry [(77 — %) cos% + sin% - 1} (2.22)

La variacion geométrica debe ser del orden & ~ R,
Ry ~ tY/3W2/3 (2.23)

Por otra parte la curvatura 1/R; es muy pequefa y puede tomarse directamente como 1/R; ~
&/W? por lo que
Ry ~ t~13 WA/ (2.24)

Finalmente la curvatura gaussiana no escala con el espesor y s6lo depende de W

1
R Ry

~ W2 (2.25)
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2.3. Definicién de los Parametros geométricos relevantes y

Procesamiento de imagenes

Al momento de analizar las secuencias fotograficas obtenidas de los experimentos, se

deben definir parametros adecuados en la descripcidn de la evolucion geométrica del pliegue.

2.3.1. Parametros en la descripcion asintética del pliegue

Cuando la fuerza de tiro es pequena, el torque generado no es suficiente para deformar
el sector posterior abcd de la lamina, la traza formada por las posiciones de la maxima altura
del pliegue, se le denomina horizonte que correspondera a una recta paralela a la linea que une
los puntos fijos a y d, todas las curvaturas podran tomarse a lo largo de una misma direccion
y la curvatura gaussiana permanecera aproximadamente nula. Bajo estas condiciones se dice
que el pliegue debera presentar una geometria cilindrica y este puede ser caracterizado por un

pardmetro h que corresponderd al ancho de éste (figura[2.10) .
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Figura 2.10: Experimento de rasgado sin fractura a cargas bajas. El valor de h es constante a lo largo de todo el ancho
w.
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Cuando la magnitud de la fuerza es mas alta, el horizonte sera representando en general
por una linea curva y el sector posterior abcd permanecera notoriamente deformado. Debido al
empotramiento de los puntos a y d el pliegue mostrara mayor curvatura en los bordes af y de
(en los puntos fijos se generan reacciones a la fuerza de tiro, ocasionando en el entorno un
crecimiento del torque y de la flexién local). El trabajo realizado por el sistema sobre el pliegue
no debera ser, en absoluto, consecuencia de que el material se esté estirando en la direccion
de la fuerza F, pues entonces las tensiones involucradas estarian por sobre el régimen elastico

y las deformaciones llevarian a la fractura del material. De esta forma se concluye que en todo

momento los bordes af y de poseen la misma longitud.

P g

Figura 2.11: Experimento de rasgada sin fractura a cargas altas. El valor de h representa el maximo del ancho del

pliegue isométrico.

A medida que la fuerza aumenta, el horizonte se curvard més e ir4 desplazadndose al
limite en que los mismos puntos fijos sean parte del horizonte. En los puntos fijos las curvaturas
seran divergentes y el resto de los bordes permanecera practicamente rectos. En esta situacién
se supone que el pliegue no podra acumular mas doblamiento elastico y la geometria dejara de
cambiar con el aumento de la fuerza. Es de esperarse que el pardmetro h , definido en el caso

cilindrico deje de ser una constante asociada al sector plano del pliegue (figura [2.10), pero si
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se observa la vista inferior, a pesar de la deformacién del pliegue, se puede notar que la zona
central exhibe una geometria continua y simétrica, lo que obligara a redefinir el parametro » como
el ancho maximo del pliegue (figura[2.11). En general k correspondera a la suma de la proyeccién
frontal anterior h, y posterior h, tomando como referencia el plano de la ldmina sin deformar. De

esta forma la construccién de h es una competencia entre ambas proyecciones.

Figura 2.12: Representacion de parametros geométricos. Para cargas bajas (configuracion cilindrica) hy ~ 0y hq ~ h.

De la misma forma que el parametro h evoluciona a medida que aumenta la carga, el
horizonte del pliegue ad también va cambiando siendo posible capturar esta deformacién a través
de la medicion de un radio de curvatura frontal a la cdmara. Este parametro R frontal sera el

segundo pardmetro geométrico importante para caracterizar el pliegue.

centro de curvatura

Figura 2.13: Fotografia donde se aprecia el horizonte ad curvado debido a la aplicacién de altas cargas. La deformacién

del horizonte se captura trazando diferentes circulos de radio R.
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2.3.2. Medicion de R frontal

La medicion de R frontal se hace a través de un algoritmo que calcula la curvatura del

perfil frontal a la camara. El algoritmo funciona a través de los siguientes pasos,

e Primeramente se hace una deteccion de contornos del horizonte del pliegue usando un
umbral de blancos y negros. A través del software MATLAB se digitaliza este perfil en forma

de un vector.

e Para cada punto del arreglo vectorial que representa el horizonte del pliegue se ajustan
circulos tomando una vecindad finita de puntos (generalmente 100 puntos, 50 a la derecha
y 50 a la izquierda). El radio del circulo que estadisticamente ajuste con mas precision el
arreglo, sera el valor del radio de curvatura para el punto analizado. Se repite la operacion
con todos los puntos del arreglo. Es importante sefialar que en los bordes, en los primeros
y ultimos 50 puntos, el algoritmo no funciona bien porque la cantidad de puntos vecinos
hacia la izquierda no es la misma que hacia la derecha. De todas formas no es algo grave
ya que el andlisis de los datos se hara sobre el sector central del pliegue que es el que
presenta una deformacion mayor. Finalmente como para cada punto hay un radio asociado
se tiene entonces un vector que contiene toda la informacién sobre el radio de curvatura del

horizonte.

e Para cuantificar el error del algoritmo se toma este perfil de curvatura obtenido en el proceso
anterior y se integra numéricamente con el objeto de obtener el horizonte original. La
comparacion de ambos horizontes (el original y el integrado), nos indicara qué tan bien
funciona el algoritmo. El error tipico del software es de un 5% con respecto al valor de la

medida.

e Finalmente para calibrar el algoritmo se hicieron pruebas con cortes con geometrias

conocidas como circulos y se reescala para los valores obtenidos en el experimento.
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2.4. Resultados

2.4.1. Evoluciondeh

A través del andlisis de las fotografias tomadas se puede observar en la figura como
se comporta el paramentro h cuando se descompone en h, y hy,.

0.02—
p
(m) |3
B
m N
001 ¢
[
"
ey
h /24— = =8
o | My | ,

)

- k)

Figura 2.14: Curva experimental tipica para t=50 um y I = 10 cm que muestra la variacion de hq y hs, en funcién de
la fuerza F aplicada. A cargas altas ambas curvas convergen a un valor de hoo /2

o
n

Del grafico mostrado anteriormente se observa que a grandes regimenes de carga
ha ~ hy y convergen a un valor h., /2. De esta observacion notar que a fuerzas altas el pliegue
converge a un configuracion simétrica. Esta observacion es importante ya que en el analisis
vamos a considerar que a partir de la condicion de simetria (h, = h), el pliegue se encuentra en
un estado asintético. Analizando el pardmetro h = h,+h;, para el mismo experimento (figura[2.15),
se puede notar dos cosas: la primera es que la geometria cilindrica del pliegue se conserva sélo

en un pequefio intérvalo de carga, y lo segundo es que para fuerzas altas el tamafo del pliegue
ya no depende del incremento de ésta y converge a un valor de h..
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Figura 2.15: Curva experimental tipica para t=50 um y W = 10 cm donde el tamafio del pliegue h varia en funcién de
la fuerza F aplicada. En el extremo superior se adjuntan fotografias que muestran la evolucion de la vista frontal e inferior

del pliegue para valores especificos de carga

Las figuras [2.16| muestran las curvas experimentales obtenidas para ~ en funcion de
la fuerza aplicada F' con diferentes espesores en donde se varié el ancho W de la tira entre
2< W <20 cm. Se puede apreciar que en los tres casos a medida que aumenta W (curvas
oscuras), lo hace también el valor asintético de k.. Otra observacion interesante es que para las
laminas de 30 um y 50 um el valor de h converge mas rapidamente a un h., que para las mas

gruesas de 90 um.
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Figura 2.16: Curvas Experimentales de % en funcién de F para diferentes anchos del pliegue W desde 2 a 20 cm.

Los valores oscuros en la escala de grises corresponde a los anchos maximos de W). Las figuras estan divididas en

diferentes espesores a) 30 um, b) 50 um, c) 90 pm. 47



2.4.2. Evolucion de R frontal

Como se explico anteriormente, el radio de curvatura frontal a la camara también va
cambiando a medida que aumenta la fuerza de tiro. A cargas bajas, el horizonte del pliegue es
simplemente una linea recta por lo que no merece mayor analisis ya que el radio de curvatura es
infinito. Por otro lado, cuando la fuerza de tiro se incrementa, el material se comienza a estirar
y el horizonte empieza a curvarse lentamente. A partir de este punto se puede caracterizar el
perfil de curvatura y su evolucién. La figura [2.17] muestra la evolucion del perfil de curvatura de

un experimento tipico al incrementarse la carga.

0.31F :
W/R

023} f
|, 031 kef
> 0.16 kef

0.15 7 > (.12 kgf
—> 0.08 kgf

0.08 | f

0

1/5W  2/5W 3/5W 4/5 W
— coordenada z

Figura 2.17: Evolucién del perfil de curvatura frontal /R en funcién de la carga aplicada para una tira con t = 50um
y W = 10 cm. El gréafico tambiien muestro el cambio de curvatura a lo largo del ancho W ya que el eje horizontal indica
el desplazamiento en la coordenada z en fracciones de W (figura @ donde 0 y 1 corresponden a los extremos de la

cinta (puntos a y d respectivamente).
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Figura 2.18: Curva experimental tipica para t = 50um y W = 10 cm donde el valor del R frontal a la camara varia
en funcién de la fuerza F aplicada. En el extremo superior se adjuntan fotografias que muestran la evolucién de la vista

frontal e inferior del pliegue para valores especificos de carga

La figura[2.77)muestra que junto con el incremento de la carga, la zona central del pliegue
presenta una regidn de curvatura constante que corresponde aproximadamente a 2/5 del ancho
total W de la tira y que esta ubicada justo al centro de ésta. De la misma forma se puede apreciar
que en los bordes la curvatura va creciendo a medida que se le inyecta carga al sistema. Debido
a que se quiere estudiar el comportamiento asintotico del pliegue el andlisis se centrara en la
curvatura de la regién media, por lo que de ahora en adelante cuando nos referiramos a R, éste

serd el radio de curvatura asociado a la region central del pliegue. La figura muestra la
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variacion de la zona central de la curvatura 1/R en funcién de la carga aplicada. Como es de
esperarse a bajas cargas el radio de curvatura es infinito por lo que la curvatura es cero, mientras

que a altas cargas converge a un valor asintético R...

Observando los resultados experimentales podemos concluir no cabe duda que en el
desarrollo del pliegue tenemos dos comportamientos asintéticos, uno para regimenes de bajas
cargas y otro para cargas altas. De esta manera se dividira el andlisis de acuerdo a estos dos
estados y verificar si efectivamente en altas cargas se esta en presencia de un pliegue de Witten
- Li.

2.5. Pliegue Cilindrico

El pliegue cilindrico domina a regimenes de bajas cargas por lo que se espera que la
forma del pliegue pueda ser explicado por la elastica de Euler con los bordes fijosen s =0y
s = L para una una fuerza vertical aplicada Fj (figura[2.5). Si no se considera la gravedad el
andlisis es simple, el tamafio del pliegue estad dominado por (2.15), y éste decae a través de
h ~ F~1/2_ Sin embargo el tamafo del pliegue parece ser afectado por el efecto de gravedad
al inicio del experimento debido a que las fuerzas a la que es sometida la tira es comparable
al peso de ésta. De esta forma es conveniente usar pardmetros adimensionales que incluyan
la gravedad ¢ y el largo L de la cinta. Se define entonces una fuerza aplicada adimensional
como f = FL?/BW y una masa adimensional m = MgL?/BW donde M es la masa total de
la cinta, tal que el ancho del pliegue esta dado por una relacion adimensional h/L = TI(f, m).
Es interesante notar que la masa adimensional m no depende del ancho de la cinta W, de esta
forma el Unico parametro que varia durante el experimento es el espesor t¢. Inesperadamente, el
efecto de masa llega a ser mas importante para cintas mas delgadas dado que m ~ t~2 para
un material isotrépico donde B = Y't?/12(1 — v?), siendo Y es el modulo de Young del material
en dos dimensiones. La figura [2.19 muestra que las tiras més delgadas se escapan del valor de
la aproximacién cilindrica h = h¢o . De esta forma, para valores de f adimensionales, el ancho
del pliegue es mayor para cintas mas delgadas ya que el peso es mas relevante y contrarresta la

fuerza de tiro del experimento.
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Figura 2.19: Representacién log — log muetras a h en funcién de la fuerza aplicada para tres diferentes espesores,
La linea sélida corresponde a la aproximacion cilindrica ho /L = 2/+/f obtenidas para m = 0. La gran cantidad de datos
obtenidos para cada espesor corresponden a experimentos con diferentes valores del largo W incrementando desde 2

hasta 20 cm a intervalos de 1 cm. Los valores oscuros en la escala de grises corresponden a los anchos maximos de W

La figura [2.79 muestra que los datos se asocian en tres diferentes grupos donde cada
grupo esta asociado a los diferentes espesores usados. Sin embargo, el rango en los resultados
para pequerias fuerzas en cada grupo es mayor para cintas delgadas, mostrando que pequefas
variaciones en los valores de la masa adimensional m (como la pintura usada para aumentar
el contraste) pueden tener un importante efecto en los datos. Para corregir estas variaciones
se pesan las muestras después de cada experimento y se calculan sus masas adimensionales
m ~ 4.3 x10% 1.3 x 10%,4.7 x 10° respectivamente. Se espera que la primera correccién del efecto
del peso podria ser capturado por una traslacion f — f = (f —m) para pequefios valores de
m. Aqui, f es la fuerza de tiro efectiva, tal que la fuerza decrece con m. De acuerdo con esto,
el tamafio del pliegue esta dado por la férmula corregida he /L = 2/4/f. La figura muestra
que los datos pueden ser colapsados para pequefas fuerzas usando una fuerza efectiva f. La
variacion restante en los datos para fuerzas pequefias es explicada por un segundo régimen
observado cuando f ~ m. En ese caso, la fuerza de tiro es tan pequefa que esta balanceada
con la fuerza gravitatoria y el tamario del pliegue estd dominado por la longitud de elastogravedad

¢, = (BWL/Mg)'/3, donde los esfuerzos de flexion y la gravedad contribuyen de igual forma.
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Figura 2.20: Datos corregidos usando la masa adimensional medida en cada muestra. La linea sélida corresponde a
la aproximacion h¢ /L = 2/\/? donde f = f—m

Para fuerzas altas la prediccion obtenida por la elastica de Euler ya no es valida como
se muestra en la figura[2.20] el pliegue alcanza un estado asintético que no es capturado por la

aproximacion cilindrica que es una funcién decreciente con la fuerza.

2.5.1. Elastica

Como se ha visto al principio del experimento debido a que la fuerza de tiro es tan
pequeia, ésta es comparable con el peso de la cinta, por lo que se tiene una region de la curva
h — F en la que compiten los efectos gravitacionales y el trabajo hecho por el operador de tiro. De
esta forma, para usar la aproximacion de la Elastica se debe resolver las ecuaciones de equilibrio

introduciendo una diferencial de masa por unidad de area [5].

T+K=0 (2.26)
M+txT=0 (2.27)
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Donde K es la fuerza externa por unidad de la linea de la tira, T y M son la fuerza y
el momento en la seccién cruzada, y t es la tangente. Para el presente problema K = —cWgy
donde 0 = M/WL es la densidad de masa por unidad de area tal que una integracién de la
primera ecuacién da T = [F — cWg(L — s)]g — RZ. Aqui F' y R son las fuerzas aplicadas en el
extremo superior de la tira para mantenerla acoplada con la espatula. El sensor mide la fuerza

vertical aplicada al sistema que corresponde a la fuerza de tiro F.

Se usa la relacién Bernoulli - Euler entre momentos y curvaturas, M = BW¢z, y la

relacion cinematica t = sin ¢ — cos ¢y para obtener una ecuacién para el angulo ¢ (figura|2.21).
BWé + [F —oWg(L — s)]sing — Rcosp = 0 (2.28)

donde la posicion de las coordenadas (z, y) estan dadas por
T=sin¢p Y= —cos¢ (2.29)

Las ecuaciones y han sido extensivamente estudiadas en conexién con el problema
de la forma del cabello [49], tal que se limita el analisis resolviendo las ecuaciones numéricamente
para las condiciones de borde particulares usadas en el experimento. La tira del presente
experimento estd fija en ambos bordes, tal que las apropiadas condiciones de borde son
x =y = Pls=o = 0, z|s= = 0y ¢ls=, = m. Se tiene entonces 5 condiciones de borde, la

ecuacion diferencial ordinaria de cuarto orden entrega el valor de la fuerza desconocida R.

El escalamiento de las coordenadas vertical y horizontal mas la longitud de arco por la

longitud de elastogravedad ¢, entrega una ecuacion simplificada

$+U_szsin¢+§sin¢—kcos¢:0 (2.30)
m

Donde 5 = s/{, es una longitud de arco adimensional y k = RL?/BW el autovalor,
representa la fuerza horizontal desconocida. El escalamiento muestra que p = (f — m)/m?/3 es
un importante parametro adimensional. Sin embargo el extremo de traccidn esta en la posicion
5 = L/t, = 1/m'/3 que incluye un nuevo parametro adimensional al problema. Si ¢, es del
orden de los centimetros (0 menos) en las laminas estudiadas, se tiene L > ¢, 0 m'/3 > 1. Esto
ademas muestra que las condiciones de bordes exactas en la posicién de tiro, o equivalentemente
el parametro m en esta descripcion, no son muy importantes en la determinacién del tamafo del

pliegue por lo que se espera una relacion de la forma h/¢, = II(y).
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Figura 2.21: Simulacién numérica de ecuaciones (2.28) y {2-29). La figura en el extremo superior derecho muestra el
tamario del pliegue en las coordenadas f — h/L. Las lineas punteadas, punto-raya y de rayas discontinuas corresponde a

diferentes valores de m adimensional tal que m = 103, 10, 105 respectivamente que son del orden de los valores usados
en nuestros experimentos. La figura principal muestra el colapso de las curvas cuando usando coordendas p — h/¢g4. La
linea solida corresponde a la aproximacion cilindrica y h¢ /¢, = 2/,/p en ambas figuras. La figura inferior muestra un
dibujo de las variables usadas para describir el pliegue en la aproximacién cilindrica.

La figura insertada en el extremo superior derecho de[2.21]muestra el tamafio del pliegue
en las coordenadas f — h/L mostrando que el escalamiento he/L = 2/+/F funciona bien para
fuerzas grandes, pero no es correcto para f ~ 0. El tamano del pliegue converge en ese limite a
diferentes valores dependiendo del valor especifico de m. La figura ademas muestra que para el
rango m ~ 103 —10° se genera una region de cruce cuando la curva sélida en la que el tamario del
pliegue es dominado por h¢c se superpone con las curvas discontinuas dominadas por la longitud
de elastogravedad cuando el parametro f ~ 10° — 10*. Estos valores de f son los mas pequefios
usados en el experimento, de esta forma, se espera que los datos del lado izquierdo en la figura

[2.20] se encuentren en esta regién de cruce (regién de crossover).
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Figura 2.22: Los datos en las variables adimensionales 1 — h/l4. La linea punteada corresponde a la simulacién

numérica para m = 10° y la linea sélida a la aproximacion cilindrica

Las curvas numeéricas colapsan en una solo curva cuando se usa coordenadas p — h/¢,.
Esto muestra que el tamano del pliegue en la aproximacién elastica es controlada por el
parametro adimensional p para pequefas y grandes fuerzas. La figura muestra la curva
experimental cuando se usa p como parametro. El colapso es muy bueno para pequenas fuerzas
para las cintas de espesor t = 50,90 micrones, pero este no es el caso para cintas de 30
micrones. Estas laminas son mas sensibles a las variaciones en el modulo de doblamiento y a
una distribucion inhomogénea de masas debido al proceso de pintado de las peliculas. En efecto,
un incremento del mdédulo de doblamiento entre un 30 % —40 % hace que los datos experimentales
para las curvas de 30 micrones se acerquen a la curva numérica de la figura [2.22] para fuerzas
pequenas. En el caso de las peliculas de 50um y 90um la variacién del médulo de doblamiento

producto de la pintura es menor a un 10 %.
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2.6. Pliegue de Witten - Li

Ahora se analizara el comportamiento asint6tico obtenido para fuerzas grandes donde
domina el estiramiento. El principal resultado de este experimento como muestra en la figura[2.23]
es que la geometria del pliegue esta definida por dos radios de curvatura Rl y R+, longitudinal
y transversal al pliegue. Como se detallé anteriormente en para un pliegue de Witten -
Li Rl ~ ¢t~1/3W*3 y RL ~ ¢'/3W?2/3, Por otro lado la curvatura Gaussiana esta dada por
(RIRY) ~ W2, A través de los experimentos se tiene acceso a ambos radios de curvatura
debido a que R, ~ RIl y ademas que se espera que el ancho del pliegue sea proporcional a la
curvatura transversal, 0 ho, ~ 2R™*. La figura muestra valores de la curvatura transversal y

longitudinal en funcién del ancho W'y el espesor ¢.
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Figura 2.23: La curva log — log muestra los valores experimentales de ho (€je izquierdo) y R (eje derecho) como

funcién de W para tres espesores t=30 pm, t=50 pum, t=90 um . Estos valores son colapsados usando las leyes de
escalamiento de un pliegue de Witten - Li (2.23) y (2.24).
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Los radios de curvatura transversal y longitudinal pueden colapsar a través de las
siguientes relaciones hoo ~ 0.78t'/3W?2/3 y Ry, ~ 0.83t~1/3W*/3| y la inversa de la curvatura
gaussiana ajusta muy bien a la relacion predicha por la ley de escalamiento i, R, ~ 0.65W72.
Estas relaciones confirman que el sistema estudiado converge asintéticamente a un pliegue de
Witten - Li.

101 ‘ ‘
2 8 14 20

W (10~*m)

Figura 2.24: [Representacion log —log de la inversa de la curvatura Gaussiana para el estado asint6tico Ao Rec COMO
funcion del ancho W del pliegue.

Notar que el numero de von Karman W/t en nuestros experimentos cubren el rango
222 < W/t < 6666, esto incluye valores menores del rango 3000 < W/t que corresponde al
rango sugerido en simulaciones numéricas para él cual la ley de escalamiento debiera funcionar.
De esta forma los prefactores para los escalamientos descritos por la geometria del pliegue
en estiramiento no son universales. Se puede comparar los resultados experimentales con el
escalamiento numérico para la curvatura transversal dada por [45]. Para una cinta rectangular
doblada por fuerzas normales es obtenida W/R* ~ 0.4a*/3)X'/3, donde A = (B/Y)'/2/W. Aqui
7 —2ay v ~ 1/3, el escalamiento numérico predice una relacion h., ~ 1.8t/3W?/3 donde el

prefactor es mayor que el obtenido en los presentes experimentos.
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2.7. La Transicion

Como se ha visto y confirmado a lo largo de los experimentos el pliegue puede estar
en dos estados asintéticos (Pliegue cilindrico y pliegue de Witten - Li) . Sin embargo debe
existir una condicién en que el pliegue cilindrico se transforme en un pliegue de Witten -
Li, esa condicién todavia no es completamente entendida. En nuestro caso esperamos un
comportamiento parecido cuando el tamano del pliegue dado por la elastica sea del mismo orden
que el del pliegue de Witten - Li 0 h. ~ h. De esta forma, si el tamafo del pliegue dado por la
elastica h. es mayor que el pliegue de Witten - Li 1., €l pliegue va a preferir maximizar su tamafo
(y minimizar su curvatura) al valor dado por el estado isométrico. Por el contrario, si h. €s menor
que el valor de h.., €l pliegue permanecera en este ultimo estado (minimizando nuevamente su

curvatura). El balance entre h. ~ h, indica que existe una fuerza critica para esta transicién.

BW B
Fo=455 = b (2.31)

Donde F. es la fuerza de transicion efectiva y & ~ 6.6. Notar que este analisis es equivalente
a asumir un ajuste general de la curva experimental tal que h = [2L/\/f— hoo} eI 4 he,
con f, = F.L?/BW, que describe el comportamiento asintético en todo los rangos de fuerza.
Usando esta relacion de fuerza critica se obtiene que el ancho del pliegue esta dado por la
relacion h/ho = (2/vVZ —1)e */* + 1 donde z = (h% /L*)f. La figura muestra el ajuste
propuesto que relaciona ambos regimenes, a fuerzas bajas los datos se escapan de la tendencia
debido a que este trazo es dominado por la gravedad (mirar aproximacién de la elastica2.5.1), en
el otro extremo, para fuerzas altas, el parametro i no coincide completamente con la curva negra

debido a que todavia sigue disminuyendo aunque en pequenas cantidades.
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Figura 2.25: Representacion log — log de los datos de la figura en variables adimensionales sugeridas por
el comportamiento asintético para fuerzas pequefas y altas. La linea soélida corresponde al ajuste h/hoo = (2/\/x —
1)e~*/441, donde = = (h2,/L?)f.

2.8. Conclusiones

Con respecto a los resultados experimentales obtenidos para un pliegue asociado al
rasgado sin adhesion, podemos establecer las siguientes conclusiones. El aumento sostenido
de la fuerza aplicada al sistema genera que para algun valor especifico de F, de la fuerza,
dependiendo del espesor de la tira, el pliegue colapsa siendo posible describir su nuevo estado en
funcion de dos radios de curvatura R+ y Rl La estructura de saturacion del pliegue es compatible
con un pliegue de Witten - Li satisfaciendo las relaciones de escalamiento (2.23), (2.24), y (2.25)

. En el otro extremo, para un rango de fuerzas bajas el pliegue presenta un comportamiento

cilindrico pero sorpresivamente a cargas muy pequenas (cargas comparadas con el peso de la
tira), el tamafo del pliegue esta dominado por la longitud de elastogravedad ¢, (figura|2.22), esto
es indicativo de un régimen adicional dominado por la gravedad que es mas importante a medida

que el espesor disminuye.
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La relacidon de transicidon entre los dos estados asintéticos del pliegue nos entrega
un criterio para saber cuando una descripcion isométrica deja de ser valida. Aunque este criterio
es particular para el experimento estudiado (figura [2.13), nuestros resultados podrian aplicarse
en otras geometrias , si generalizamos el resultado principal de nuestro trabajo de que la
aproximacion isométrica cercana a un pliegue es valida si el radio de curvatura impuesto por
la condicién de borde, o fuerza, es mayor que el tamafno h., del pliegue de Witten - Li. De esta
forma, h,, una longitud dominada por la elasticidad, actia como una longitud de corte. Ya que
este largo aumenta con el tamario del sistema (h., ~ W?/3), 0 equivalentemente, la fuerza critica
decrece para valores grandes de W (F, ~ W~/3), es razonable asumir una solucién isométrica
para pequenos sistemas o pequenas fuerzas aplicadas en un experimento de desplazamiento

controlado o fuerza contralada respectivamente.

Nuestros resultados tienen el interés de que pueden ser aplicados a una situacién
donde la propagacion de grietas es permitida y asi predecir la trayectoria de las fracturas a
partir de saber cémo la energia es almacenada en el pliegue, como se dijo anteriormente. En
un experimento de peeling sin adhesion la tasa de energia liberada determina el angulo de
propagacion de las fracturas con respecto a la direccion de tiro. Para hacer el andlisis con fractura
basta con hacer F' ~ ~t, donde ~t es la energia de fractura del material. Nosotros esperamos
observar un pliegue isométrico para pequenas muestras durante el rasgado. Por otra parte, ya que
¢, = ~t/Y es similar a la longitud de elastocapilaridad [50] y esta en el orden ¢. =~ 1um para tipicas
peliculas de polimeros [21} [20], predecimos que la aproximacién isométrica sea vélida durante
el rasgado para un pliegue de largo menor que W. = t[pt/{.]* donde p = k/12(1 — v?) =~ 0.6.
Esto significa que W, = 1.3m! para una pelicula de 50 um. Es importante sefialar que W, es muy
sensible a las variaciones de /. por lo que para materiales distintos el comportamiento en rasgado
podria variar considerablemente. De esta forma, en peliculas de polimeros, el entendimiento del
rasgado de peliculas en aplicaciones practicas [17] debe ser hecho en el marco de peliculas con
deformaciones isométricas. Es por esta razén que estamos sorprendidos con trabajos recientes
que explican que el rasgado en laminas delgadas asumiendo un pliegue de Witten - Li para

calcular la distribucion de energia elastica durante la fractura [32, (38} [39].

Una aproximacién analitica que conecte estos dos estados asintéticos y que describa
la transiciéon en una configuraciéon equivalente o similar a la nuestra se hace muy necesaria.
Trabajos tedricos previos que estudian el pliegue de Witten - Li (o con estiramiento) se han

hecho en el contexto de aproximaciones de grandes deflexiones , pero con pequefias pendientes
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usando las ecuaciones de Fopp - von Karman. Sin embargo, en nuestro experimento tenemos
un ejemplo donde el marco tedrico que da cuenta de grandes desplazamientos acompafnados
de deformaciones isométricas necesita ser corregido por una teoria que incluya la aparicién de

pliegues con estiramiento.
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Capitulo 3

Fracturas en forma de espirales

Multiples

3.1. Fragmentacion

Una fractura es por esencia la divisién de una o méas partes de una estructura debido
a algun esfuerzo aplicado, cuando un cuerpo es fracturado en muchas partes se habla
de un problema de fragmentacién para diferenciarlo del estudio de fracturas aisladas. Un
ejemplo caracteristico de fragmentaciéon son los patrones de fractura radiales en una ventana
rota provocados por un objeto que impacta la superficie. Si el objeto va a una velocidad
lo suficientemente alta ademdas de romper el vidrio, puede generar grietas circunferenciales
secundarias alrededor del area de impacto. La perforacion de las placas de sélidos es de interés
para aplicaciones de seguridad. Se han reportado experimentos de fragmentacion al estudiar
la estabilidad de estructuras en capas de hielo [9], y también en andlisis forenses a través del
andlisis de los tamarios y patrones de fracturas en materiales fragiles [51]. Otro estudio report6
e hizo una estadistica de la cantidad de grietas que se generan en un proceso de fragmentacion
al perforar una lamina delgada con un objeto sélido a través de un pequefio agujero [52]. Sus
resultados muestran que debido al estiramiento generado las trayectorias de las fisuras divergen

en direccion radial. Estos resultados son similares al rasgado de una concertina (figura [1.11),
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sin embargo la direccion de propagacién en este caso es dictada por la simetria. Vermorel et
al. report6 que la lamina no se fragmenta en menos de 4 partes. De todas formas advierte que
para el caso de 4 fragmentos, en ocasiones, obtiene una propagacion donde la trayectoria de

las fracturas dejan de ser radiales y comienzan a curvarse de forma similar a las reportadas por

Romero et al. (figura[3.1(b)).

(@) (b)

Figura 3.1: a) Fotografia montaje experimental usado por Vermorel et al. para perforar laminas delgadas metélicas [52].
b)Trayectoria observada por Vermorel en algunos casos cuando se propagan cuatro fisuras. Imagen extraida de [53]

Esta observacion lleva a pensar en la factibilidad de la propagacién de multiples fisuras
en forma de espiral pero que a diferencia de la espiral autodesarrollada reportada en [30], estas

espirales deben satisfacer la condicion de tangencia con otra de las espirales interactuantes.
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RELEASED BY W

Figura 3.2: El estudio de los patrones de fractura en una lamina fragmentada permite entender y sugerir la forma en
que el material fall6. Una interesante aplicacion de este tipo de estudios es saber si para obtener una multifractura como
la de la figura basta con aplicar uno o unos cuantos cortes en el material. Es posible que la trayectoria de las fracturas
hechas por Porky al rasgar el pafo estén mal dibujadas y en vez de fracturas radiales estas deban ser reemplazadas por
espirales?

3.2. Experimento

Para los experimentos se usaron laminas transparentes de polipropileno (BOPP Innovia)
de 30 um de espesor, este material es fragil y bastante isotrépico. Las laminas fueron preparadas
con una serie de cortes iniciales de largo 7 mm + 1 que desarrollan la misma cantidad de
fracturas. De la misma forma, se observo que el material dificilmente desarrolla una fractura

sin la existencia de un corte previo.

En el presente experimento se usaron dos configuraciones experimentales, en la primera
se favorece la propagacién de las fracturas a través del empuje de la lamina por un objeto solido
sin filo, mientras que en el segundo se hace a través de un experimento de tiro donde la carga

aplicada es perpendicular al plano donde se fija la lamina.
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3.2.1. Experimento A (fracturas por empuje)

En este experimento las Idminas se fijan usando cinta adhesiva de doble faz en un marco
rigido de aluminio de tamafo 48 x 50 cm. Este marco esta acoplado en uno de sus lados a
un eje que permite que el sistema pueda desplazarse verticalmente. En la base del riel y justo
en el centro del marco se fija un cono de altura 29 cm y un radio basal de 12.5 cm. La idea
del experimento es que el cono, al momento de que el marco comience a descender en altura,
perfore el material justo en el lugar donde se preparé el corte inicial, al descender (el marco),
el cono empuja el material que esta fuera del plano de rasgado generando que las grietas
preexistentes comiencen a crecer. El marco desciende a una velocidad constante de 12.5 mm/s,
lo suficientemente rapido para no generar un relajamiento del material y lo suficientemente lento
para descartar efectos dinamicos. Del mismo modo, la lamina es lo suficientemente grande para

evitar los efectos de borde en el rasgado, al menos en las etapas iniciales.

Al finalizar el recorrido, o sea al llegar a la base del cono, se despega cuidadosamente el
material y se pinta con lapiz negro uno de los bordes de la trayectoria de la grieta para luego a

través de analisis de imagenes digitalizar estos datos.

o
s

€ y

Figura 3.3: Disefio experimental de rasgado por empuje

En el experimento se pueden observar patrones radiales de fractura (figura [3.8| patrones
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IV y V) cuando la lamina es preparada con n > 3 grietas iniciales, pero ocurre que paran < 4 se

obtienen trayectorias en forma de espirales como se muestran en la figura[3.7]

3.2.1.1. Dependencia con la geometria

El resultado de los experimentos llevé a pensar la posibilidad de que exista una
dependencia con la geometria del objeto que empuja la ldmina, por lo mismo en vez de fijar
un cono se hizo con una piramide maciza de 4 lados iguales, con la misma altura del cono. El
procedimiento experimental usado fue el mismo que en el caso interior, la piramide indenta la
lamina y comienza a empujar con el borde los pliegues que se generan en la perforacién. La
figura[3.4(a)l muestra la comparacién entre una espiral generada a través del empuje de un cono

y otra por una piramide de 4 lados.

2
\ 10
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(a) (b)

Figura 3.4: a) Comparacién entre una espiral provocada por el empuje de un cono regular (curva negra) con una hecha

con una piramide (curva azul). b) Representacién semi-log de trayectorias de espirales.

De la figura se observa que la espiral asociada al rasgado debido al empuje de
la piramide es levemente mas grande, esto puede ocurrir fundamentalmente por dos razones, la
primera es que el experimento es muy sensible al corte inicial, por lo que una pequena diferencia
en el tamano de la perforacion inicial podria generar una diferencia importante en el tamano de la

espiral. La segunda esté relacionada con el efecto de la geometria del objeto que va empujando
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el pliegue, la trayectoria de la espiral negra (circulo) es mas suave que la azul (piramide) lo que
es completamente esperable debido a que los vértices de la pirdmide generan una discontinuidad
en el avance de la fractura, estos saltos cambian abrupta y localmente la direccién de |la punta de
la fractura generando que en esos puntos especificos la trayectoria de la fractura diverga en un

porcentaje mayor.

El grafico de la figura muestra que ambas espirales tienen el mismo paso,
ademds ambas curvas muestran oscilaciones desfasadas en 7/2, esta periodicidad se debe
a la anisotropia que presenta el material estudiada detalladamente en [54]. El resultado de
este experimento indica que la geometria del objeto con que se empuja el pliegue no afecta

mayormente la direccion de propagacién de las fisuras.

3.2.1.2. Dependencia con el espesor de la lamina

Para tener una idea de cémo afecta la geometria en la propagaciéon de las fisura, se
estudia como cambian las trayectorias con las mismas condiciones iniciales, pero usando laminas
de diferentes espesores. La figura muestra espirales tipicas de dos ramas para diferentes
espesores. Se puede observar que la espiral de 90 um (la menos oscura) se desvia de las otras

dos. Este cambio podria ser efecto de la anisotropia del material o de algun efecto elastico.
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Figura 3.5: a) Espirales de dos ramos obtenidas en laminas de 30 xm, 50 um y 90 um. Las curvas mas oscuras
corresponden a los espesores mas delgados. b) Representacién semi-log de trayectorias por empuje para laminas de

diferente espesor.

La figura[3.5(b)] muestra el paso de cada espiral, las espirales obtenidas en los plasticos
mas delgados convergen al mismo valor tan ¢ = 0.49, mientras que la de 90 m, ademas de tener
oscilaciones mas pronunciadas, tiene un paso levemente mayor a las otras de 0.51. De todas
formas, las pequenas diferencias del paso acusan una débil dependencia de ¢ en la propagacién
de la fisura.

3.2.2. Experimento B (fracturas por rasgado)

En este caso se fijan las ldminas a una superficie horizontal afirmando los bordes con
scoth doble faz para evitar desplazamientos. A diferencia del caso anterior esta vez se modifican
las rectas iniciales por trazos mas curvos que permitan generar una pequefia area donde tirar
del material. En este experimento dependiendo de la cantidad de cortes iniciales se fija la

misma cantidad de hilos inextensibles en los extremos separados por cortes. Estos hilos de

68



aproximadamente 30 cm de largo se conectan en un nodo el cual se fija a un motor paso a paso
que permite el desplazamiento vertical del nodo. Mientras el nodo se desplaza verticalmente
hacia arriba, los hilos, conectados a la lamina a través de pequerios nudos préximos a las cortes

preparados, comienzan a tirar de ésta en direccion vertical al plano donde esta fija (figura[3.6).

Figura 3.6: Disefo de experimento de rasgado de maltiples fracturas por la accién de una fuerza de tiro perpendicular

al plano

A pesar de que en este experimento el rasgado es producido por una fuerza
perpendicular al plano donde se fija la Iamina, los resultados son similares a los obtenidos en el
experimento anterior donde la fuerza es aplicada en el mismo plano donde se propaga la fisura.
En ambas situaciones se generan trayectorias divergentes a lo largo de espirales para n < 3
(figura[3.7). Existe una excepcién en n = 4 para el experimento B en el que es posible observar
espirales y no sélo trayectorias radiales (figura[3.8). Estas espirales de 4 brazos corresponden a
un caso critico debido a que el desarrollo de éstas depende de la condicién inicial usada ya que
si se usan 4 rectas como en el experimento anterior, sélo se obtienen propagaciones radiales. Es
importante sefalar que la condicién inicial usada en este experimento (forma “S"), también fue

ensayada en el experimento A obteniendo siempre fracturas divergentes radiales.
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3.3. Analisis de datos

Resumiendo los resultados experimentales, éstos indican que para n > 4 en ambos
experimentos se observan patrones radiales de fractura que preservan la simetria de rotacién de
orden n, sino que también las reflexiones planas con respecto a cada una de las trayectorias de
las fracturas (simetria dihedrial grupo D,,). Sin embargo para n < 4 (y en algunos casos paran =4
en el experimento B), se desarrollan trayectorias en forma de espiral que rompen la simetria D,,
y solamente se tiene simetria rotacional C,, de orden n. En ambos experimentos las trayectorias
convergen prontamente en espirales logaritmicas r(6) = rq exp (6 tan ¢) donde r es el radio polar

expresado como funcién del angulo polar 8, ¢ el angulo de paso de la espiral y ro una constante.
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Figura 3.7: Patrones de trayectorias de fracturas obtenidos para tres diferentes condiciones iniciales. a) y b)
corresponden a los experimentos de rasgado por empuije y tiro respectivamente. Desde izquierda a derecha el nimero
de cortes iniciales va aumentando desde 1 hasta 3. Los cortes iniciales son radiales para el caso de la configuracion de
empuje y en forma de “S" para el caso de tiro. Las barras horizontales que acompanan a cada figura tiene un valor de 5

cm de largo.
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a)

Figura 3.8: Patrones de trayectorias de fracturas obtenidos para dos diferentes condiciones iniciales. a) y b)
corresponden a los experimentos de rasgado por empuije y tiro respectivamente. Desde izquierda a derecha el nimero
de cortes iniciales va aumentando desde 4 hasta 5. Los cortes iniciales son radiales para el caso de la configuracion de
empuije y en forma de “S" para el caso de tiro. Para el caso n = 4 en configuracién de tiro se usaron ambas condiciones

iniciales, la propagacion en espirales se presenta con una condicion tipo “S". Las barras horizontales que acompanan a

cada figura tiene un valor de 5 cm de largo.

La figura [3.9) muestra que si van aumentando la cantidad de brazos espirales el paso de
éstas va creciendo. Este resultado indica que para observar una rotacién completa del angulo
polar para una configuracién de 4 espirales brazos se necesita de una lamina de dimensiones

mucho mayores de las que se usaron en este trabajo (figura[3.9(b)).
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Figura 3.9: Representacion semi- log de trayectorias de fracturas por (a) empuje partiendo de 1, 2, y 3 cortes inciales;
y (b) tiro con 1, 2, 3, y 4 cortes iniciales.

Para entender el mecanismo responsable de la generacion de las trayectorias de estas
espirales, se comienza analizando el caso A suponiendo que la ldmina es infinitamente flexible
pero que la fractura se propaga ante cualquier perturbacion del plano de deformacién. Durante
el experimento, la superficie del material es dividido en n pedazos que son doblados por el
cono rigido (la figura muestra el caso para n = 3). Esto ocurre porque la lamina es
infinitamente flexible, la superficie de la ldmina que queda colgando es simplemente la envolvente
convexa asociada a la trayectorias de la fracturas. La perforacion del cono actta en el plano de
la lamina como un disco expandible de radio r¢. No se consideran deformaciones en el plano de
la ldmina siempre que el disco permanezca dentro de la trayectoria de la envolvente convexa.
En el presente modelo de laminas inextensibles, la fractura se propaga antes de que aparezca
cualquier deformacion. El disco siempre esta en contacto tangencial con el borde de la envolvente
convexa. Un aumento adicional del radio del circulo desencadena la propagacion inmediata de
la fractura de manera que ahora el disco esti envuelto en una envolvente convexa de mayor

tamano.
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(@) (o)

Figura 3.10: a) Fotografia de un cono rigido indentando una lamina delgada con una espiral de 3 brazos
desarrollandose. En el extremo inferior izquierdo de la imagen se indica la condicién inicial. Los colores y flechas
indican diferentes trayectorias de fracturas correspondientes a su respectivo corte inicial. Todo el tiempo las lineas de
plegado (lineas discontinuas) y la trayectoria de la fisura definen una curva convexa que encierra la envolvente convexa.
b) Secuencia de la propagacion de una grieta (linea amarilla): la fisura se mueve desde A hasta A’ mientras la linea
plegada (linea discontinua) permanece tangente a la trayectoria dejada por el fisura roja. El punto de tangencia se mueve
desde B hasta B’. Las fechas indican los puntos sucesivos donde el cono, a través de su disco expansible (linea negra

gruesa), empuja la linea de plegado.

Pero, en qué direccion se propaga la fractura?. El borde de la envolvente convexa (figura
esta compuesto de las porciones de cada trayectoria de las fracturas y las secciones
rectas que corresponden a lineas de plegado asociadas a los diferentes pedazos de cintas que
quedan colgando. Uno de estos segmentos esta marcado en la figura como la linea
punteada AB. A es la punta de la fractura (trayectoria de la fractura amarilla), B es el punto donde
el segmento termina tangencialmente a la trayectoria de la fractura vecina (rojo). Se puede ver
que la perforaciéon del disco es tangente a este segmento. Si el radio se expande por dp, estas
dos condiciones de tangencia determinan la nueva posicion B’ del punto B, y la linea recta en
que la nueva posicién de la punta de la grieta debe descansar para que la envolvente convexa
pueda abarcar el disco de perforacion. Si se llama F a la fuerza aplicada sobre la [amina en el
punto de contacto con el disco, suponiendo que no hay friccién, y porque se considera ademas

que la lamina es inextensible e infinitamente flexible, ésta no debe almacenar energia elastica, el
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trabajo del operador F' es completamente disipado por la energia de fractura.

nFdp = nG.tds (3.1)

Donde G. es la energia de fractura por unidad de superficie, t es el espesor y ds es la
distancia que se desplazan las fracturas. La cantidad de energia liberada es maxima (o el del
operador de fuerza es minimo) si la fractura avanza en la direccién donde dp/ds es minimo. De
acuerdo al criterio de la maxima tasa de energia liberada la propagacién se lleva a cabo en la

direccién perpendicular a la seccion AB.

El célculo de las trayectorias de las fisuras llega a ser un problema puramente geométrico.
De esta forma, de acuerdo a la figura cada grieta se propaga a lo largo de la involuta
de la trayectoria recorrida por la fisura que esta inmediatamente a su izquierda en el caso de
una propagacién anti-horario. Una involuta es una curva obtenida desde otra dada (curva de
referencia), ésta puede trazarse mediante el extremo de una cuerda no extensible que se enrolla
a lo largo de la curva de referencia de tal manera que en cada instante apunte en la direccion

tangente de la curva de referencia.
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Figura 3.11: Geometria de la trayectoria de la fisura. a) La trayectoria de una fractura como involuta (curva amarilla)
de la trayectoria de una fractura desarrollada (roja): Cuando la linea de plegado AB rota en un angulo dy, la fisura se
mueve desde A hasta A’, y el punto de tangencia desde B hasta B’ subtendiendo un angulo d@ = d. En todo instante
la direccién de propagacion de la fractura es perpendicular a la linea de plegado. R y R son los radios de curvatura local
en los puntos A y B. b) Tanvoluta: La generalizacion de la involuta, en que la linea tangente y la tangente a la tanvoluta
hace un angulo 3. La involuta es un caso particular donde dg = dp y 0 < 8 < 7/2 es constante en todo instante.

Cuales son las curvas producidas en este proceso?. Se define la curva de referencia
C'y su involuta C intrinsecamente por sus radios de curvaturas, R y R que son funcién de la
orientacién de la tangente a la curva (los angulos ¢ y ¢ con respecto a un eje de referencia
arbitrario). Una propiedad geométrica de una involuta es que el radio de curvatura de C en A es
igual a la longitud del segmento AB, e incrementa este largo por dR = Rd¢ cuando la fractura se

mueve desde A hasta A’ y el punto de tangencia desde B hasta B'.
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Figura 3.12: La construccién de una espiral corresponde a una curva que es involuta de si misma donde la tangente
en B intersecta al punto A satisfaciendo ¢ + 377‘ = .

Por simplicidad se analiza el caso n = 1, donde C = C (figura . En otras palabras,
cémo se puede definir una curva C qué es la involuta de si misma?. Las funciones R = R
coinciden y para este caso se encuentra la relacion geométrica ¢ = ¢ — 37” El retardo 37/2
corresponde al angulo por el cual la tangente a C rota cuando se dirige desde punto de tangencia
B ala fractura en A (figura[3.71(a)). Para el caso general de n espirales es equivalente a tener n
involutas recursivas. Si se supone simetria rotacional de orden n las involutas son todas iguales

y comparten el mismo radio R(.). De esta forma se puede demostrar que ¢ = ¢ — «,,, donde

oo
T on

(4—n) (3.2)

On

es el angulo de retardo entre el punto de tangencia adelante, y la punta de la fractura en cada
involuta. Es importante notar que en esta construccién el retardo debe ser siempre positivo a,, > 0
para asegurar que el punto B descanse en una parte de la curva que ya ha sido cortada por la

fractura de una espiral vecina (y no descanse en una futura trayectoria ain no trazada).

Si tenemos n curvas involutas iguales con dy = d¢ de modo que dR(p) = R(¢ — ay,)dp,

se obtiene una ecuacion diferencial con retardo

dR

do R(p — an). (3.3)

Las soluciones reales de (3.3) existen en forma de exponenciales,

R(p) = Se’?, donde o obedece oge®"? =1 (3.4)
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siendo S es un factor de escala arbitrario. El crecimiento exponencial del radio de curvatura define

una espiral exponencial con un paso o = tany y S = exp[cot (¢ — 7/2)]/ cos 1.

La solucion de esta ecuacion trascendental para o puede ser expresada en términos
de la funci6én de Lambert como o = W(«,)/ay. La funcidon W (z) toma valores reales solo
para x > —e~!, por lo tanto, para la construccion de la espiral se requiere que «,, > —%, que
corresponde a que n < 5 .Para el caso n = 5 las espirales existen matematicamente hablando,
pero no son fisicas dado que a5 < 0 tal que la linea de plegado podria ser tangente a una
hipotética curva que todavia no ha sido trazada por la fractura. El caso n = 4 muestra que
o = 1, pero es marginal porque ay = 0 que significa que en la figura [3.10] el punto B coincide

exactamente con la punta de la fractura vecina.

3.3.1. Fracturas en forma de espiral por empuje y rasgado

En la préactica el forzamiento de una lamina elastica, ya sea por empuje o rasgado,
introducird una deformacién en ésta. Como consecuencia de esto, en el caso de empuje la
fractura se propagara en un angulo 5 > =/2 relativo al borde, mientras que en la fractura por
rasgado la fractura se propaga en un angulo 5 < /2. Esto es consistente con el hecho de que
para el caso de empuje el borde se estira y libera energia por un incremento de su largo, mientras
que en el caso de rasgado la liberacién de energia ocurre por un decrecimiento del largo del
pliegue en el cual el doblamiento es claramente dominante. Se define entonces convenientemente
e = 3 — /2, tal que ¢ > 0 corresponde a una condicién de empuje y una condiciéon ¢ < 0 a una
de rasgado. Si se asume que ¢ = cte. (Que es una aproximacion valida [30]), la trayectoria de la
fractura corresponde a la tanvoluta de una curva [55]. Una tanvoluta es una curva que corta las
tangentes referenciadas a una curva en un angulo constante. La involuta corresponde al caso

particular cuando ese angulo es igual a /2.
En la figura [3.11(b)| se tienen los arcos AA y BB’ cuyos largos respectivos son ds y

Rdp = R(p — ay,)dy. En el limite donde ds y dy son extremadamente pequefios, se puede

pensar en el triangulo B’ AA’ cuyos lados tienen largos B’A = £(¢) + R(p — ay,)dp, AA" =ds ,y
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A'B" = £(p + dyp). Para este tridangulo se escribe la siguiente relacion:

ds B sin dp (3.5)
U(p) + R(p — an)dp sin(dy + 8)’ '
L+ dy) _ sin 3 . (3.6)
t(p) + R(p — an)dy sin(dy + )
La ecuacion se simplifica como
1 dp sinf
_dp_smfp 3.7
R ds ) &7
Mientras la ecuacion (3.6)
dl
12— Rl — an) — ) ot 5 (3.8)

Finalmente reemplazando (3.7) y e = 8 — 7/2 en (3.8), tenemos la ecuacién (3.9) que

corresponde a la generalizaciéon de la ecuacién con retardo obtenida en (3.3)

dhp) _ U=t |y ane, (3.9)
dy cos €

donde /() es el largo del borde. La ecuacion (3.9) tiene soluciones exponenciales de la forma

l(p) ~ %%, con

1 _ —(an—¢)tane
0. = w ((an c)e ) + tane. (3.10)
€

COSs €

Es interesante notar que esta ecuacion contiene el caso particular de la aproximacion
para un material inextensible, esto ocurre cuando ¢ = 0. En esta expresién la funcion W es
univaluada para «,, > € (se supone que |¢| < 1). De acuerdo a (3.2), esto pasa paran < 4 en
empuje y para n < 5 bajo condiciones de rasgado. De esta forma la propagacion de una rama de
cuatro espirales es posible en el caso del experimento de rasgado. En la figura[3.13|se compara
el paso medido en las espirales bajo las dos diferentes configuraciones, n = 1,2,3 en el caso
de empuje, y n = 1,2,3,4 en el caso de rasgado con los valores que predice para un n
continuo. De esta forma se puede ver, que las espirales generadas por un proceso de empuje
tiene un paso mas grande que las generadas por rasgado y las esperadas con el criterio de tela

inextensible.
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e=0.035
1}~ =Tela Inextensible (e=0) i
e=-0.070
® Esgpirales de tiro ¥
0.8| X Espirales de empuje 7
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N (nUmero de espirales)

Figura 3.13: Valores experimentales del paso de las espirales obtenidas en rasgado y tiro y comparacién con la
prediccién dada por la ecuacion (3.10) para n continuo. Valores de e corresponde a valores promedio de todos los

experimentos realizados.

Queda por responder una ultima pregunta, por qué las fracturas que inicialmente eran
radiales cambian de direccion hacia un comportamiento en forma de espiral? Para n > 4 se
sabe que no es posible obtener propagacion de fracturas en forma de espiral. Se prob6 que en
tales casos la propagacion radial coincide con el criterio de maxima tasa de liberacién de energia
(TMEL). Se considera inicialmente n grietas localizadas en los vértices de un poligono regular
de n lados. El poligono es en efecto el borde de la envolvente convexa cuyos bordes son n
lineas plegadas conectando las n fracturas. Se asume como el resultado de fuerzas radiales que
las fisuras experimentan un pequerio desplazamiento ds que preserva la simetria rotacional de
orden n. Definimos la direccion de propagacién ¢ de cada fisura, relativa al bisector pasando a
través del correspondiente vértice del poligono que tiene un angulo interno de 2¢,, = 7(1 — 2/n).
La ecuacion para el trabajo del operador y la energia de fractura es la misma (3.1), en que ds
y dp ahora satisfacen la condicién geométrica dp = [sin (¢, + @) + sin (¢,, — ¢)|ds/2 valida para

¢ < ¢n. La minimizacion de d¢/ds da ¢ = 0 por lo que la propagacién es radial. En contraste,
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el mecanismo para el cual n < 4 las fisuras espontdneamente rompen la simetria rotacional
de orden n y propagan a lo largo de espirales. Un analisis evaluando sobre cudl es la direccién
preferente de propagacion utilizando el criterio de méaxima tasa de liberacion de energia predice el
comportamiento observado para cualquier n pero s6lo localmente en el sentido que las funciones
de tasa de energia liberada para propagaciones radiales y en forma de espiral tienen un maximo
local en los angulos observados. Por esta misma razén, el mecanismo por el cual la fractura

selecciona un maximo en detrimento del otro es todavia una pregunta abierta.

3.4. Conclusiones

Hemos mostrado experimental y tedricamente la existencia de fracturas mdultiples en una
lamina delgada pueden propagarse a lo largo de trayectorias con forma de espirales logaritmicas
divergentes. Cada fractura se apoya de manera recursiva en la linea de fractura que va dejando la
fractura vecina. Las condiciones para la existencia de tales estructuras pueden ser establecidas
gracias a la descripcion de auto - involuta (una fisura) o involutas recursivas (varias fisuras). La
descripcién analitica de las involutas en forma intrinseca permite ademas determinar facilmente la
forma de las trayectorias espirales como la solucién de una ecuacién diferencial lineal con retardo
espacial. Las soluciones de esta ecuacion son, en efecto, exponenciales. El nimero maximo
permitido de brazos espirales es 3, pero si se incluyen los efectos elasticos, en el presente trabajo
se encontré que el nimero de espirales puede aumentar a 4 en configuraciones de tiro. Se hace
la observacién de que, en principio, el nimero de brazos espirales puede crecer sin limite si
6 — 0. El mecanismo exacto por el cual estas soluciones de multifracturas se estabilizan a lo

largo de trayectorias con simetria rotacional discreta sigue siendo una pregunta abierta.
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Capitulo 4

Conclusiones Generales y Trabajos

Futuros

En esta tesis se han presentado dos ejemplos donde la propagacion de dos o mas frac-
turas en una lamina elastica fragil se acoplan a la elasticidad por medio de la geometria en

configuraciones de desplazamientos fuertes fuera del plano.

En el primer experimento, el rasgado en simetria de peeling sin adhesién, se encontrd
que cuando la geometria del sistema es dominada por el trabajo del operador F, la estructura
del pliegue obtenido depende sélo de la geometria de la tira (del ancho W y del espesor
t), independiente de los efectos elasticos y gravitacionales presentes en nuestro problema. El
resultado de este experimento representa la primera corroboracion experimental del escalamiento
utilizado por Witten para calcular la energia de crestas de estiramiento que aparecen en papeles

arrugados.

En el caso del peeling sin adhesion el siguiente paso es estudiar que pasa cuando se
permite propagacion de las dos fracturas para la misma configuracion estudiada. Debido a que
se tiene completamente caracterizado el comportamiento del pliegue para diferentes cargas en

diferentes regimenes podemos entender cudl es la tasa energia liberada por la cinta al momento
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de fracturarse y observar el exponente asociado a la reduccién del ancho de la cinta en funcién

del avance de la fractura.

En el segundo experimento a través del concepto de involutas recursivas entre fracturas
interactuantes y usando la aproximacién de tela inextensible se logré generar un modelo que pre-
dice el paso de una espiral y que al mismo tiempo indica la cantidad maxima de brazos espirales
que pueden propagarse. Este resultado es interesante, porque al parecer el Ginico parametro re-
levante que se puede modificar es la forma en que preparamos la muestra para saber cuantas
espirales deseamos observar. Bajo estas condiciones, debido a las restricciones de la involuta,
no es posible generar mas de 4 espirales brazos. Al mismo tiempo se sabe que la elasticidad
puede modificar la trayectoria de una fractura que en este caso se traduce en un cambio en el
paso de la espiral (y al mismo tiempo un cambio en el angulo de propagacién 3) , si el 5 es lo
suficientemente pequefio se puede generar, en teoria, un nimero infinito de espirales. Un experi-
mento que puede ser estudiado es utilizar diferentes materiales y repetir el procedimiento con el

objeto de encontrar una relacién entre 5y las propiedades mecanicas del material.

Una aplicacién practica de este tipo de problemas esta asociado a la industria del
embajale y empaquetamiento. Romero patenté su configuracién de rasgado a lo largo de una
trayectoria de espiral para aplicaciones en apertura de envases. Se podria entonces analizar la
eficiencia del rasgado multiple reportado en los resultados presentados ya que el sistema genera
trayectorias divergentes que crecen exponencialmente, lo que significa una mayor area recorrida
en menor tiempo, y una fuerza acotada a valores de F' ~ ~t que resulta pequefna debido al

espesor de las laminas.
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