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RESUMEN

Soluciones de las Ecuaciones de Einstein para distribuciones de energia-impulso con
simetria axial, han sido ampliamente estudiadas en el pasado en diversos contextos. Por ejemplo,
en el estudio de cuerdas cdsmicas, la solucidon encontrada por Vilenkin [5,6], o bien la familia de
soluciones encontradas por Safko y Witten [10], para la métrica en presencia de un campo
magnético confinado en un cilindro infinitamente largo de paredes masivas. En ambos casos, se
verifica un déficit angular que tiene efecto en, por ejemplo, la propagacién de particulas de
pruebas en estos espacios.

El estudio de las geodésicas de estos espacios, asi como la propagacién de campos
bosdnicos y fermidnicos y, en algunos casos, la cuantizacion de campos en estos fondos curvos,
ha sido motivo de un amplio estudio cuyos resultados se encuentran profusamente en la
literatura especializada. Usualmente, estos trabajos presentan las soluciones exactas para la
dindamica de campos en algunas configuraciones particulares de materia-energia. Dichas
soluciones son, usualmente, series que convergen lentamente para valores pequefos del déficit
angulary, con el fin de estudiar posibles sefiales fenomenoldgicas (fendmenos de interferencia
o efectos de lentes gravitacionales, por mencionar algunos) las expresiones asintéticas de las
soluciones exactas son utilizadas por la mayoria de los autores. Sin embargo, para
configuraciones menos simétricas (y tal vez mas realistas) conviene resolver estos problemas
directamente con métodos asintéticos sin necesidad de conocer la solucién exacta.

Ante esto, en la presente tesis se estudia la propagacion de campos en estas métricas,
ocupando el método de “Matching asintdtico” en el cual, justamente, el detalle de la solucién
exacta no es necesario. Como prueba de concepto se estudia en primer lugar la aplicacion del
método para el caso conocido de cuerdas cdésmicas resuelto por Suyama et al. [14], donde las
soluciones exactas son conocidas. En una etapa posterior, se extiende este método al problema
de estructuras de diametro finito como las consideradas en Safko-Witten [11].
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Capitulo 1

1. Introduccion

El estudio de las soluciones de las ecuaciones de Einstein con simetria cilindrica ha
atraido considerable interés mas alla de una cuestidon puramente académica. Ya en 1919 Levi
Civita reportd una clase de soluciones (en el vacio) con dicha simetria [1] y, en 1937 Einstein y
Rosen [2], en su trabajo sobre ondas gravitacionales, incluyeron una discusién sobre éstas, para
el caso de simetria cilindrica [3].

El interés por este tipo de soluciones recobré fuerzas con la introduccion de la idea de
cuerdas césmicas [4][5][6][7], las que pudieron haberse formado en las transiciones de fase de
ruptura de simetria en el universo temprano —aungque los ultimos datos provenientes del estudio
del CMB [8] no favorece este escenario para la formacion de tales estructuras.  Audn asi, las
predicciones de teoria de cuerdas [9] sobre la existencia de super cuerdas césmicas [10] y su
potencial impacto en el espectro de ondas gravitacionales, han mantenido vigente el interés por
este tipo de soluciones.

Otro tipo de problemas con simetria cilindrica que son de interés en esta tesis dice
relacidn con la soluciones de particulares distribuciones de masa-energia. Por ejemplo, la familia
de soluciones encontradas por Safko y Witten [11] para la métrica en presencia de un campo
magnético confinado en un cilindro infinitamente largo de paredes masivas. Este caso es
interesante para el estudio, por ejemplo, del efecto Aharonov-Bohm en el caso gravitacional [12].

Desde el punto de vista fenomenoldgico, un problema que despierta interés es el de la
propagacion de particulas y campos en este tipo de métricas. El calculo de la seccidn eficaz para
problemas de dispersion (scattering) asi como el estudio de los patrones de interferencia y
difraccidn, son ejemplos de procesos que permiten extraer informacién de las fuentes que
producen esos efectos y, por tanto, su estudio es de particular importancia.

El problema de la propagacién de una onda plana incidente en el espacio-tiempo
deformado por una cuerda césmica fue estudio por Linet [13], en tanto Suyama et al. [14]
encuentran las soluciones exactas de la ecuacion de Klein-Gordon para particulas sin masa en
un espacio-tiempo en el que reside una cuerda césmica recta infinita. En general, la propagacién
de ondas en un espacio tiempo cénico (debido a la presencia de una cuerda césmica o defectos
topoldgicos similares) pueden tratarse de manera efectiva en el marco del problema de
difraccidn en el semiplano de Sommerfeld [15][16][17] como ha sido mostrado en [18] donde,
ademads, se muestra que una cuerda césmica puede identificarse a través del patrén de
difraccidn caracteristico en el espectro de energia de la sefial observada. En esta misma linea
de investigacidn, Umul [19] estudia la propagacidn de la onda en el espacio-tiempo cdnico en el
marco del fenédmeno de difraccién por una cuia con un angulo interno, que equivale al doble del
angulo de déficit.



Como se menciond ya, otro tipo de soluciones que seran de interés en esta investigacion,
corresponde a aquellas que describen distribuciones de masa con simetria cilindrica y que
admiten campos electromagnéticos. Esto es, soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell
con simetria cilindrica, en el caso de campos gravitatorios estdticos [20]. Las métricas
consideradas en estos trabajos describen tubos de materia con diferentes configuraciones de
campos magnéticos internos y externos (incluyendo distribuciones con campos internos
solamente, o sélo externos).

Al igual que en el caso de cuerdas césmicas, el problema de scattering en estas métricas
ha sido investigado por diversos autores. Particulas escalares y de spin % propagadndose en un
espacio-tiempo que describe un tubo de flujo magnético confinado ha sido estudiado en [21] en
el contexto del problema Aharonv-Bohm gravitacional, en tanto que el caso cuantico ha sido
estudiado en [22], siempre para el flujo confinado de campo magnético.

Con todo, y hasta nuestro conocimiento, el estudio de campos electromagnéticos
propagandose en tales métricas no ha sido abordado con el mismo detalle que los campos antes
mencionados. Es interesante, en este contexto, el estudio de, por ejemplo, la dependencia de
los patrones de interferencia y difraccién y las secciones eficaces, en la polarizacion de la seial
de entrada. El estudio de estos sistemas serd uno de los objetivos generales de la presente
tesis.

También, como ya lo mencionamos, los estudios que hemos revisado se centran en la
obtencidn de soluciones exactas cuyo significado fisico es estudiado en algun limite perturbativo.
Esto sugiere estudiar directamente las ecuaciones de movimiento de forma perturbativa
evitando, por tanto, el encontrar las soluciones exactas del problema, sino sdélo la solucién
perturbativa que, a fin de cuentas, sera la que se utilizard para extraer informacién en, por
ejemplo, un problema de scattering. Este enfoque tiene, ademds, otra ventaja que es la de
modificar (siempre en el enfoque perturbativo) la métrica de fondo del problema de suerte que
el centro de interaccion (un cilindro infinito de radio nulo, por ejemplo) sea mas real (un cilindro
de radio finito, por ejemplo).

En este contexto, nuestra tesis sostiene que el enfoque descrito en el parrafo anterior es
posible y para ello conviene utilizar el método llamado matching asintdtico. Para validar nuestra
afirmacion utilizaremos este método en el estudio de la propagacién de ondas escalares en una
métrica con simetria cilindrica y mostraremos que los resultados obtenidos usando matching
asintético son equivalentes a los resultados exactos, apropiadamente perturbados.

Aplicaremos, entonces, este enfoque, ala propagacidén de campos escalares en un fondo
con simetria cilindrica y estudiaremos también posibles modificaciones de las métricas
background de manera que representen sistemas mas reales para los cuales no se conocen
soluciones exactas.



1.1 Objetivos.

La presente Tesis tiene dos objetivos generales, los que se detallan a continuacién, junto con los
objetivos especificos asociados a cada uno de ellos.

A. Objetivo General 1:

Estudiar la aplicacién del método de matching asintdtico para campos en un fondo curvo con
simetria cilindrica.

Al: Examinar el caso del campo escalar en un fondo tipo cuerda y contrastar los resultados con
los resultados ya conocidos.

A2: Estudiar la propagacién de campos escalares en un fondo tipo cuerda cdsmica utilizando el
método de matching para incluir el diametro finito de la cuerda.

B. Objetivo General 2:

Estudiar la propagacion de campos en un fondo curvo tipo Safko-Witten (Einstein-Maxwell)
utilizando el método de Matching Asintdtico.

B1: Estudiar la propagacion de campos escalares y contrastar los resultados con los
reportados en la literatura para este tipo de campos.



Capitulo 2

2. Formulacién del problema.

La forma general de una métrica con simetria cilindrica puede ser expresada de la forma

[3]:
ds? = —e?Vdt? + e**dp? + e?¥dh? + e* dz?,
(2.1)

donde v,y y A1 son funciones que dependen sélo de p. El rango de coordenadas para estos
espacioses 0 < p < oo, 0 <0 <27, —00 <z < oo,

Para fijar ideas, consideremos una cuerda infinitamente larga y delgada (de radio interno
despreciable comparado con cualquier otra escala de longitud). En este caso, la métrica del
espacio tiempo esta dada por [5]

ds? = —dt? + dp? + (1 — A)?p?d6? + dz?,
(2.2)

donde 2mA =8 nt G u es el déficit angular alrededor de la cuerda cdsmica siendo G la constante
de Newtony y, la densidad de masa de la cuerda.

Consideremos ahora un campo escalar sin masa ¢, por simplicidad, propagdndose en esta
métrica de fondo. La ecuacidon de movimiento resulta ser a la ecuacién de Klein Gordon sin masa
en un fondo curvo, a saber

J_axlw_glk(p 0,

(2.3)

donde g;; es la métrica del espacio tiempo con {i, j} € {0,1,2,3}, g% es lamétricainversay g, el
determinante de la métrica. Esta ecuacidn, en el background (2.1) resulta®

%2¢ 10 aq) 1 0%¢
at?  pap (1 — A)p?\067?

(2.4)

1 Usamos siempre el sistema natural de unidades con c=1.



Esta ecuacién, dada la simetria, se puede resolver mediante la acostumbrada
factorizacidn por separacién de variables, a saber @(p,8,t) = ®(p,0)e !, con w una
frecuencia. Reemplazando esta expresion en (2.4), se obtiene

16( c’)CD)+ 1 0%d D=0
pop\Pap) T A —n)p?\a62 -
(2.5)

Nuevamente esta ecuacién admite una solucién por separacion de variables de manera
que, finalmente, la solucion exacta del problema queda dada por [13]:

. T
®(p,0) = Z i"e e ""21-A | n (kp)cosné,
-4
n=0

(2.6)

donde J,,(kp) es la funcién de Bessel de orden p y &, estd definido como gy =1 ye, =2 (n =

1).

Si bien esta es una expresion exacta para la propagacién de un campo escalar en el
espacio tiempo de una cuerda cdsmica infinitamente delgada, debido a la forma en series de la
solucidn, la interpretacidn fisica de esta solucidn no es facil. También hay que destacar que para
valores pequefios de A, la serie converge muy lentamente.

Entonces, realizando un andlisis asintdtico de la solucidon exacta (2.6), Suyama et al. [14]
encuentran las siguientes aproximaciones para grandes distancias

q)kp>>1(p;9 =0)

~ 2 [eikp cos(e)
e 21+ erf (314 08 Rp) [ exp (3 8% )|

(2.7)
lo que conduce a

1/2
2 1 nA)’kp w
|| =2[1- |- cos<( ) p+_> ,

(2.8)

en este limite, para 8 = 0.



La Figura 2.1 muestra la comparacidn entre la solucién asintética (2.8) y la solucién exacta dada
por la ecuacioén (2.6) para la funcion |®(p, 8 = 0)|, se puede ver que la aproximacién funciona
bastante bien para valores grandes del pardmetro adimensional £ = kp (£ > 500 en el presente
caso).

200 1000 1500 2000

Figura 2.1. Comparacidn entre la solucion asintoética (2.8) (linea segmentada) y la solucién exacta dada
por la ecuacion (2.6) (linea continua) para la funcidn |®(p,9=0)| (Figura de referencia [13]).

Los mismos autores también muestran que para distancias muy grandes, el campo puede
aproximarse por la siguiente expresion:

d =~ eikpcos(@—rtA) +eikp cos(B8+mA)
(2.9)

Lo que conduce a:

|®| = 2 cos(mAkpB)
(2.10)

La ecuacion (2.10) representa el clasico diagrama de difraccidn e interferencia producido
por dos rendijas puntuales. La Figura 2.2 (de la referencia [17]) muestra la comparacion entre
la solucidn asintética (2.10) y la solucion exacta dada por la ecuacion (2.6) para la funcién
|®P(p, 0)|, se puede ver que la aproximacion funciona bastante bien y muestra claramente la
aparicion del fendmeno de interferencia y difraccion.

10
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Figura 2.2. Comparacién entre la solucion asintética (10) y la solucidn exacta dada por la ecuacion (6)
para la funcién |®(p, 8)|. (Figura de referencia [17])

Estos resultados muestran la presencia del fendmeno de difraccién en la propagacion del
campo escalar en esta métrica. De hecho, se puede demostrar [17] que el problema antes

examinado es equivalente a la difraccidn de luz por una cuia perfectamente conductora (Ver
Fig. 2.3).

2A

T

(a) (b)

Figura 2.3. Interpretacion geométrica de la propagacién de un campo escalar en la métrica de una
cuerda cémica (Figura de referencia [18])

La tesis que motiva nuestro trabajo, en este caso particular, afirma que el andlisis asintdtico
antes descrito, puede ser encontrado sin necesidad de conocer la solucidn exacta del problema,
utilizando métodos asintéticos. Por ejemplo, mediante el método llamado “Matched Asymptotic
Expansions”. Actualmente, y a modo de prueba de concepto, hemos logrado mostrar que los
limites anteriores pueden ser reproducidos usando dicho método.

11



Lo anterior hace pensar que un buen laboratorio para aplicar estos métodos, son los problemas
donde el background es mas complejo, como por ejemplo el caso de una cuerda cdsmica con
estructura interna [6] y métricas como la de Safko — Witten [11].

Para finalizar, permitasenos presentar cémo funciona este método de matching asintético, con
un ejemplo.

Método de Matching asintético.

El método de Matching asintdtico es un método de perturbaciones que se utiliza para resolver
ecuaciones diferenciales. Por lo general el dominio es dividido en dos regiones donde se
resuelven las ecuaciones aproximadas en cada dominio. Puesto que cada solucion es valida
solamente en el dominio en que se resolvid, se asume que existe una regidn intermedia donde
ambas soluciones son validas y por ende deben solaparse, es decir debe haber un matching, de
esta forma es posible relacionar las las constantes asociadas a cada solucién. Como ejemplo, se
presenta el problema del scattering de Rutherford para altas energias ocupando este método.

Consideremos la ecuaciéon de Schrodinger para una particula de masa m en un campo
Coulombiano con constante de acoplo a

Vzl/) + (k2 —g)zp =0,
(2.11)
con = Z;Zay k? = ZZ;E , siendo E la energia de la particula. Si se asume que la onda incidente
proviene desde la direccidn z, es bien conocido que la solucién de (2.11) puede ser escrita en la

forma: 1 = e*?F(r — z) donde la funcién F satisface

nF" + (1 — ikn)F' — 2gF =0,
(2.12)

donde 7 =r — z.Haciendo el cambio de variable & = kn, la ecuacién (2.12) es transformada
en

EF" + (1— i§)F —€F = 0,
(2.13)

ma . . . . .z . sar
con € = ﬁ' el parametro adimensional que se usara en la expansion asintotica y que se asume

pequeiio.

Ahora bien, en las regiones en las que £~0(1) (regidn interna), se puede asumir que la solucién
de (2.13) esta dada por una serie de potencias en €, es decir: F(§) = Fy(§) + €F; (&) + -+, se
verifica que las ecuaciones siguientes son equivalentes a (2.13), a cada 6rden en €

12



EFy" + (1 —i&)Fy =0,

(2.14)
EF + (1 —iF = F,
(2.15)
La solucién de (2.14) se puede encontrar por simple integracion
Fo(§) = c1 + ¢ Ei(i§)
(2.16)

k
Donde Ei(z) = Zk=1% + In(z) + y es la integral exponencial.

Como la funcidn de onda i debe ser finitaen & = 0, debe ser ¢, = 0 en (2.16) y porlo tanto la
ecuacion (2.15) es

fF1” +(1-idF =¢

(2.17)
cuya solucion es
Fi(§) =c; +c; Ei(ié) + icyIn(é).
(2.18)
Nuevamente, la condicidn de regularidad en el origen imponen c¢; = —icy, con lo cual
Fi (&) = ¢} +ic, (In& — Ei(i©)).
(2.19)
Finalmente se tiene la siguiente expresién para F(§):
F(()=c, +¢€ (c{ +ic, (lnf — Ei(if))) +
(2.20)

Consideremos ahora las soluciones de (2.13) para grandes valor de &, esto es & > 1 o region
externa). Para esto podemos suponer una solucién de la forma F = e5©) y resolver la ecuacion
diferencial para S(¢) donde se asume que S”" < 52, lo que se puede verificar a posteriori. Esto
conduce a la siguiente ecuacién diferencial para S(¢)

3
(2.21)

Resolviendo esta ecuacién (con & > 1) se tienen dos posibles soluciones linealmente
independientes para S, esto es:

13



S(E) = {—(1 +ii£el)nl‘rg’€ + ¢,
(2.22)
de manera que la solucion F (&) (en el campo lejano) se lee
e . .
F() = 51?5_‘6 + 68
(2.23)

con ¢; y ¢, constantes. Estas se encuentran imponiendo el matching con la solucién (2.10) en
la regidén interna.

Para esto se asume que existe una regidn intermedia para la coordenada ¢ donde ambas
soluciones son vélidas. Esta region esta definida por 1 <K £ < 1/e.

Entonces, la soluciéon (2.10) para grandes valores de £ toma la forma

i§
F(&)~ci+e€|c+ic <ln€—(ei—€)—in> + e

(2.24)

Por otro lado, la solucién (2.23) toma 8la siguiente forma para valores grandes de ¢ pero mucho
menores que 1/¢

i§

e
F(&) = c‘l?(l —iené&) + c,(1 + ie lné)
(2.25)
La condicién de matching impone ¢; = ¢, y ¢; = —€cy, con lo se obtiene la siguiente expresidon
para F en el campo lejano
. el
ORI PR
(2.26)
Finalmente, la funcién de onda (en coordenadas esféricas) es
. € 1 .
7,11 — el(kz+elnk(r—z)) _ _el(kr—elnk(r—z))
k(1 —-cosO)r
(2.27)

Donde se ha escogido ¢; = 1 para recuperar la solucién e?*# de la onda incidente. Esta solucién
permite identificar la amplitud de scattering f(6) como sigue

14



f() =-

2

2ksin2(9)

Si comparamos con la expresidn exacta [22] f(0) =

iT(—i€) 2ksin2(9)

e—is ln(sin2 (g))

(2.28)

[(1+i€) 1 —ie ln(SinZ(g)) vemos que
7

2,

o o s . mao . .
ambas coinciden en el limite € = e « 1. Cabe mencionar que ambas soluciones entregan la

misma seccién eficaz.

15



Capitulo 3

3. Descripcion asintotica de la propagacion de campos escalares en el espacio-tiempo
de una cuerda coésmica

En este capitulo se estudiara la propagacidon de ondas en el espacio-tiempo de una cuerda
cosmica delgada mediante el método de Matching asintético.

Como un primer paso para entender la fenomenologia, se analizara las trayectorias geodésicas

en la métrica producida por una cuerda césmica de espesor despreciable. Como ya se menciond
en el capitulo anterior, esta métrica esta dada por [2]:

ds? = —dt? + dp? + (1 — A)?p?d¢p? + dz?,
(3.1)

donde (p, ¢, z) son las coordenadas cilindricas (0 < ¢ < 2m) y 2nA = 8nGu es el déficit angular
en torno de la cuerda cdsmica.

3.1 Geodésicas

Para el entendimiento del efecto sobre la trayectoria de un fotdn que se mueve en el espacio
tiempo de una cuerda césmica, estudiaremos las curvas geodésicas de un fotén en esa métrica.

Las ecuaciones correspondientes a las geodésicas estan dada por:
t” — O
0" + E@'T' =
r
r"—(1-A)>?%*r0%=0

(3.2)

Las primas denotan la derivada respecto del parametro afin A. Las soluciones de estas
ecuaciones estan dadas por:

t=ul+t0
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A
tan((1—A)0 — 6,) = D
r2 = )2+ D?
(3.3)

Donde u, ty, 8y y D son constantes de integracidn. Escogiendo un sistema coordenado tal que
el fotdn incidente proviene desde la direccidn x y por la izquierda, se tiene que las condiciones
iniciales estan dadas por:

(-8 (-m) =0 = -

Con lo que se obtiene: 8, = —g + Am. La ecuacion de la trayectoria estd dada por:

tan((1—A)0 — 6,) = %

r2 =%+ D?
Cuando el fotdn ya ha pasado por la regién cercana a la cuerda césmica y se aleja de ésta, el
angulo de deflexién estara dado por:

Vi

(3.4)
A
1-A"°
muestra que el efecto de la cuerda césmica sobre las trayectorias geodésicas es el de desviar los

Con lo que se obtiene el siguiente valor para el angulo de deflexién: 8, = Este resultado

, A . T
fotones en un angulo 8, = T respecto de la direccidn incidente. Como veremos en la

siguiente seccidn, este efecto también ocurre para la propagaciéon de campos en el espacio-
tiempo de una cuerda césmica.

3.2 Ecuacion de ondas

La ecuacién de ondas para un campo escalar en una métrica arbitraria es equivalente a la
ecuacion de Klein Gordon considerando la masa de la particula igual a cero, esto es:
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\/_axl (\/_glk ('0

(3.5)

Considerando la métrica (3.1) y reemplazando en la ecuacién anterior conduce a la siguiente
ecuacion de ondas, donde se ha considerado la notaciéonc = 1.

% 10 / 0¢ 1 0%
__+__(p ) = O
at?  padp (1—-A)p%2\062

Esta ecuacion es resuelta mediante la acostumbrada factorizacién por separacién de variables:
o(r,¢,t) = D(p, p)e 't Introduciendo esta expresidn (3.6), se obtiene la siguiente ecuacion:

2¢+1a(a¢)+ 1 0%d — 0
T \Pop) Ta—mp?\aez) T

(3.6)

(3.7)
Solucion exacta

A continuacién se procedera a resolver de forma exacta la ecuacidn (3.7), esta solucidn estd
basada en el método clasico de separacién de variable, ademas, para efectos de comparacién
con resultados posteriores, se asume en principio que el parametro A es arbitrario,
posteriormente en el proceso de comparacién se tomard como pequefio, es decir: A < 1.
Aplicando separacién de variables a la ecuacidn (3.7), se obtiene:

oo

?(p,0) = Z <an J n (kp) + by NLU‘P)) cosnd,
— 1-A 1-A
(3.8)
La solucién exacta de la ecuacidn se puede expandir en series de la forma:
@(p,0) = Z anJ_n _(kp)cosnf,
= 1-A
(3.9)

donde los coeficientes b,, son escogidos tal que b,, = 0, esto para que la solucién (3.9) sea
finita en el origen.  La condiciéon de radiacién en el campo lejano de esta ecuacidn estd dada

por:
lim \/—<— — ik® )

p—oo

(3.10)
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Donde @, es la funcion de onda scattereada, es decir:

q)(p; e) = q)O(pi e) + q)s(pr e)
(3.11)

Con @y (p,0) = ekP s que representa una onda plana que incide desde la direccién x por la
izquierda. Imponiendo la condicién de radiacidn, se tiene que:

lim ,/p (a(q)a—_p%) — ik (D — q>0)> -

p—)OO

(3.12)

Expandiendo la onda incidente en funcidn de ondas parciales, se tiene:

®y(p,0) = etkpcost — Z i" ™, (kp) cos nb
n=1

(3.13)

Haciendo uso de la expansion asintdtica para la funcion de Bessel:

art T
Jo ()~ —cos (x -5 Z)
Se tiene que:
® 2 Z [ (k nm n) non (k nm )] 0
— Oy~ |— a, cos —————|—i"e"cos ————])|cos
o7 fmp LI\ T ATy ") T P=7 m

(3.14)

Con lo que se obtiene:

lim \/—( Lde
p—oo
Z[ 1C -3)
In €XP LR = T T A)2 A)2 4
k nm T[)] P
i"e™exp l D > " cosm

(3.15)

Reordenando (3.15), se obtiene la siguiente expresion

_ nmw i - ‘ nm nmw
eXp_‘(kp_u—A)z_Z)[a”_l ¢ eXp‘(_(1—A)2+7>] =0

Lo que conduce al siguiente valor para los coeficientes a,, de la solucidn (3.13):
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_in®_A_
MeNe M7 124

a, =i"e"e
(3.16)
Entonces la solucién exacta del problema queda dada por:
o _am A
®(p,0) = Z i"e"e "21-A | n (kp) cosmB
= 1-A
(3.17)

Que corresponde a la solucién (2.6) encontrada por [14]. Si bien esta es una expresidn exacta
para la propagacion de un campo escalar en el espacio tiempo de una cuerda césmica
infinitamente delgada, debido a la forma en series de la solucién, la interpretacion fisica de esta
solucién no es facil. También hay que destacar que para valores pequefos de €, la serie converge
muy lentamente.

3.3 Solucion asintética

Como ya se menciond en la presentacién del problema, este problema puede ser interpretado
como la propagacion de un campo escalar en un espacio plano con un déficit angular, ademas,
por la simetria del problema, este se puede reducir a estudiar la difraccion de luz por una cuia
que es solamente iluminada tangencialmente por una onda plana por un solo lado (ver Figura
3.1) y posteriormente superponer los campos de ambas caras de la cuiia. En este capitulo se
definird € = mA « 1 para el desarrollo asintético.

II

Figura 3.1. Esquema de propagacién de ondas paralela a una cuiia.
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El problema es divido en dos regiones, la regidon | representa la zona iluminada por la onda plana
incidente y la region Il representa la zona de sombra, se analizaran soluciones asintéticas en
ambas regiones y seran empalmadas mediante matching.

Region |

En esta region el campo puede ser expresado por la superposicién del campo incidente y una
correccion:

q)l — eikp cos(6-¢€) + @,
(3.18)

donde el campo @ satisface la ecuacién de Helmholtz

2¢+1a(acb)+ 1 R “o
T \Pap) Ta=n)zp2\a62 ) T

(3.19)

Las condiciones de borde para la funcién ®(p, 8) estan dadas por el matching con la solucién en
la region ll, la derivada normal del campo sobre la cuiia debe anularse y la condicion de radiacién
en el campo lejano, esto es: ®(p,0)~1/,/p cuando p — oo. Buscamos soluciones de la forma:

®(p, 0) = e*PG(p, ), introduciendo esta ltima expresion en (3.19), se obtiene:

aZG+1<aG+_kG)+2_kaG+ 1 0%6\ _
a0 " pl\ap "' Yo T - 0)2p2\a62) ~
(3.20)

Consideremos las nuevas escalas de campo lejano dadas por p’ = €?py 8’ = €716, con esto
la ecuacion (3.20) es transformada en:

2626+1<266+'kc)+2'kac+ 1 0%\ _,
“o T \" 5Tt o T —m2p%\007) ~

(3.21)
Buscando una solucién en la forma de series de potencia en € :

G(plfel) = GO(p,'BI) + 62 Gl(pllel) + e* GZ(pllel) +
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(3.22)
Introduciendo (3.22) en (3.21), se obtiene la siguiente ecuacidn a primer orden:
! (Z'k 9% | kg )+ L (9%Go) _ 0
p/ (99 ap/ l 0 plz 69’2 -
(3.23)

Esta ecuacidn tiene una solucién de auto semejanza en el campo lejano, considerando la variable

de semejanza ¢ = \/% \/F (1—-6") y la funcién f,(§) = Gy(p',0") , se obtiene la siguiente

ecuacion diferencial para fj :

d*fo . . dfo . .
iz + lﬂfd—€+ info =0
(3.24)
La solucién general de la ecuacidn (3.24) esta dada por:
fo(&) = ¢y exp (—%infz) erfi (%(1 + DV f) + ¢, exp (—%infz)
(3.25)

Las constantes de integracidon de esta ecuacidn deben ser determinadas mediante el matching
con la solucion de la region 1.
Region Il
Consideremos el Sistema coordenado (x’,y") , con el eje x’ paralelo a lo largo de la superficie
cufia, mientras que el eje y' es perpendicular a esta. En este nuevo Sistema, la ecuacién de
Helmholtz queda inalterada de su forma original, ademds las ecuaciones que ligan los dos
sistemas de ecuaciones estan dadas por:

x' =xcose+ ysine = pcos(8 —€)

y' =ycose —xsine = psin(f — €)

(3.26)

La ecuacion de Helmholtz en el Sistema de coordenadas (x',y") esta dada por:
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ox'? ~ dy'?

+ qu)” == 0
(3.27)

Para resolver (3.26) buscamos soluciones de la forma: d>,,(x’,y’)=eikx'F(x’,y’) ,
introduciendo esta expresion en (3.26), se obtiene:

0°F O°F . OF
0x'?2 ~ dy'? oox T
(3.28)

Consideremos las nuevas escalas de campo lejano dadas por ¥’ = €?x y y' = € y, la ecuacién
(16) es transformada en:
) 0°F 0°F  OF
+—>+ 2ik =

=0
© ox2 " ay2 0%

(3.29)
Buscando una solucién en la forma de series de potencias en € :

F(X’,y’) = FO(X’,_')/’) + EZ Fl(xl'yl) + 64 FZ(x,ryI) +

(3.30)
Introduciendo (3.30) en (3.29), se obtiene la siguiente ecuacidn in the leader order:

0°Fy i 2o g
ay'z T 9x T
(3.31)

02F, _ 9F,  0%F_,

a5z T aw T T oxe

(3.32)

Esta ecuacion tiene una solucién de auto semejanza en el campo lejano, considerando la variable

de semejanzan = —\/% % , se obtiene la siguiente ecuacién diferencial para Fj :
d’F, . dF, 0
— i =
dn? K dn

(3.33)
La solucién de esta ecuacion esta dada por:
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1
Fo(n) = Cf exp (%inuz) du

(3.34)
La ecuacién (3.34) puede ser escrita en la forma:
TT
e 't (1
Fo(n) = Cf[ﬂ CO +1i (5 + S(n))]
(3.35)

Donde C(n) = fon cos(Zmu?)du and S(n) = fon sin(Zmu?) du son las integrales coseno y seno
de Fresnel respectivamente. La constante de integracién C de esta ecuacién debe ser
determinada mediante el matching con la solucién de la region I.

Matching

Las soluciones en las regiones | y Il pueden ser escritas como:

@, = elkpcos(-me) | oikp [c1 exp (—%infz) erfi (%(1 + iWm f) + ¢, exp (—%infz)]

(3.36)
roaN  ikx! e_iz 1 (1
@ul,y) = ' [+ + i (3 + 50
(3.37)

En la region € K60 K1 and kp > 1, ambas soluciones deben ser vdlidas, entones las
soluciones (3.36) y (3.37) deben hacer matching en esta region.

Para la preparacion del matching entre (3.36) y (3.37), se debe considerar que en la regién € <
0 < 1,elangulo 8 — o, ademas, considerando el rango de alta frecuencia kp > 1, conduce

a que en la regiéon de matching, § = Jkp'/m (1—-60)> -0 y n=-— %f—f'_,—)oo ,

. , . T i1 o 1 1
considerando ademas las relaciones asintéticas: C(n) >+ o sm(Emy ) +0 (n3) ,S(m) 5
2

i 1 2 i . i ii . L .
p— cos(znn )+0(n3) and erfi(z) L+\/7_t — , se obtienen las siguientes expresiones

asintéticas para los campos en esta regién:
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_ aikp(1-2(0-me)?) ikp ‘1 ; 1. z2
d,~e 2 +e l§(1+i)7rf + (icy + ¢3) exp( me )
(3.38)
iz 1
 oikp(1-2(6-1€)?) _e__ 1. 2
D;~e 2 cl1 N exp (Zmn ) +
(3.39)

- G et
El matching entre (3.38) y (3.39) conducea C =1, Tun - V3

se obtiene ¢; = —2i and ¢, = —>. Conlo que se obtiene:

and icqy + ¢, = 0, resolviendo

O, = eikpcos(—€) _ gikp [% [1 + erf (%(—1 + Vm E)] exp (—%infz)]

(3.40)
e_i%
i - 1 (1
e EYLORH CEO))]
(3.41)
Por el principio de superposicion, la solucién para el campo total esta dada por:
q)lnner = CDI(,D' 9) + CDI(P' _9)
Doyter = Ppg (,0, 9) + etkp cos(6-+e)
(3.42)

El campo en la linea de observacidn esta dado por @;,,.-(p, 8 = 0) = D, es decir:

i ito [1 1 , 1,
O, =2 [e”‘p cos(€) _ gikp [E [1 + erf (E(_l +i)e w/kp)] exp (—El ezkp)”
(3.43)
Esta expresién puede ser escrita como:

. 1 . —im/4
— ikpcos(e) __ _ nikp (e ) (_l 2 )
D, Z[e € erfc 5 € kp)exp i€ kp
(3.44)
Expandiendo en series de potencias de €, se obtiene:
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. 1 —im/4
— 9aikp(1-2(6-€)?) [ = e ]
d, = 2e 2 1 > erfc( 5 e,/kp)
(3.45)
Tomando el valor absoluto, se tiene

1 e—in:/4 ei”/4
| Dy =2l1—§<erfc( 5 e,/kp)+erfc(fe,/kp)>l
(3.46)

. ., " 1 e .
Haciendo uso de la expansion asintética erfc(z)~ AL valida para grandes valores de z, se

tiene finalmente después de una manipulacidn algebraica, el siguiente valor para el mdédulo del

campo en el eje:
1/2
2 1 e?kp w
|Pl =211— [— cos +—
(3.47)

Esta es la misma expresion asintdtica obtenida por [13] mediante la solucidn exacta (3.17).

Otro resultado interesante de recalcar es considerar la solucion @;,,,,. en el limite p — oo, esto
conduce a la siguiente expresion:

cDInner(p — 00, 9) = CDI(,D - O, 9) + q)l(p - O, _0)

q)lnner(p - oo, 9)~eikp cos(6—€) + elkp cos(6+¢€) + 0(%)
p

Si ahora se calcula |®|? = ®0r Plnners S€ Obtiene el siguiente resultado:
|q)|2~(eikp cos(6—¢) + elkp cos(9+e))(e—ikp cos(6—¢) + e~ ikp cos(9+6))

|CD|2~2 + eikp(cos(B—e)—cos(9+e)) + eikp(cos(6+e)—cos(9—e))

De la identidad trigonométrica 2 sin 8 sina = cos(6 — a) — cos(6 + a), se obtiene que |P|?
puede ser expresado como:

|¢|2~2 + eZLkpSLnHSlne +e—21kpsm95me

|®|?~2 + 2 cos(2kp sin O sin€)

|®|?~4 cos?(kp sin @ sin €)
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Recordando que en esta aproximacién tanto la variable angular como el parametro € son muy
pequefios, tal que sin@ ~0 y sin e ~¢, finalmente se obtiene la siguiente expresién para |®|?:

|®|~2 cos(kpbe)
(3.48)
Esta ecuacion es la misma ya mencionada en la ecuacién (2.10) del capitulo 2, que representa el
limite p = oo de la solucién | Py, S€ puede ver que esta solucién corresponde al diagrama
de interferencia del campo en el limite de la dptica geométrica, que es encontrado de forma
natural con el método de matching.

Para el calculo de la amplitud de scattering se deben consideran los términos de orden O(J—lz)

para la funcién @, .- (0 = ,0) , esto es:

lkp
CDInner(p - oo, 9)~eikp cos(8—¢€) + eikp cos(f+€) _ € 4

\/_6\/_\/_ [(6—9) (€+9)]
(3.49)

El tercer término de la ecuacién (3.49) representa la onda divergente, con lo que se obtiene que
la amplitud de scattering queda dada por:

LTT
e's 1 2

f(0) = vzr vk (2 — 62)

(3.50)

La ecuacion (3.50) coincide con la amplitud de scattering reportado por Safko et al [11] para una
cuerda cosmica delgada en el limite de pequefios angulos (6 < 1) de scattering. Este resultado
era de esperar, puesto que en el analisis desarrollado en este capitulo la solucién interna es
valida para pequefios angulos.

Como conclusion de este capitulo se puede afirmar que todos los resultados asintdticos
obtenidos aqui confirman la hipdtesis de que el método de matching asintético funciona muy
bien para este tipo de problemas, reproduciendo los resultados asintdticos encontrados en la
literatura de forma elegante y simple.

Es importante recalcar que los resultados asintdticos obtenidos en la referencia [13], fueron
obtenidos a partir de la solucién exacta dada por la serie (3.17), en cambio, las soluciones
asintoéticas encontradas en este capitulo fueron obtenidas sin conocer la solucién exacta a priori,
esto permite concluir que este método puede ser aplicado a problemas mdas complejos donde
no se conoce o no tienen solucién exacta.
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Capitulo 4

4. Descripcion asintética de la propagacion de campos escalares en el espacio-tiempo
de una cuerda cosmica de diametro finito e impenetrable

En este capitulo se analizard la propagacién de ondas en el espacio tiempo de una cuerda césmica
de didmetro finito e impenetrable, para llevar a cabo este andlisis, primeramente se buscaran
soluciones exactas al problema, posteriormente se analizardn soluciones asintdticas, para
finalmente hacer una comparacién entre ellas y analizar la estructura del campo encontrado.

Solucion exacta

Partiendo con la ecuacidn de Klein-Gordon para capos escalares no masivos, se tiene que:

k2®+16(6d>)+ 1 0%d “o
pop\"ap) T —nyzpz\a6%) T
(4.1)

La solucidén por separacién de variables, conduce a la siguiente ecuacion para la parte radial:

d?R 1dR 2
+ —+<k2—y—>R=0,

dp? " pdp p?
(4.2)
cuya solucion estd dada por:
R(p) = an ]y(kp) + by Ny(kp)'
(4.3)
con y =nv = % . Con esto se tiene que el campo puede ser expresado como:
@(p,0) = z [an]L(kp) + by N _n (kp)|cosnf.
—= 1-A 1-A
(4.4)

En este caso a diferencia que en capitulo (3), para los coeficientes b,, no se puede imponer la
condicion b,, = 0 para que la solucién sea finita en origen, ya que ahora el campo no es evaluado
en el origen. La condicién de borde de impenetrabilidad estd dada por:

®(a,0) =0.

(4.5)
Imponiendo (4.5) en (4.4), se obtiene la siguiente ecuacién:
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an Jy(ka) + by Ny, (ka) = 0.

(4.6)
Esta condicién impone la siguiente relacién entre los coeficientes a, y by, :
(ka
b, =—a, Jy (ka) .
N, (ka)
(4.7)

La condicion de radiacion en el campo lejano esta dada por: lim \/;(% — iktbs) = 0, donde
p—)OO

@, es la funcidn de onda scattereada, es decir:

CD(.DJ 9) = ‘Do(p' 9) + CDS(.D' 0)!

(4.8)
donde ®y(p,0) = e*P 0P  esta ecuacién representa una onda plana que incide desde la
direccion x por la izquierda. Imponiendo la condicidn de radiacién (4.7) y ocupando (4.4), se
tiene que:

dp
(4.9)
Expandiendo la onda incidente en funcidn de ondas parciales, se tiene:
®y(p,0) = etkpcost — Z i" &, J,,(kp) cosné.
n=1
(4.10)
Haciendo uso de la expansion asintdtica de las funciones de Bessel, es decir:
2 amr T
Jo ()~ ’acos (x -5~ Z)
(4.11)
’ 2 amr w
Na(X)N aSln (.X - 7 - Z)
(4.12)

Haciendo uso de estas expresiones, se obtiene:

O, = d—b Z k i 7T)+b '(k n ”)
- 0 [ancos P —n2 a) S\ T a2 ",

nmw m
—i"¢, cos kp—7—z)]cosn9.

(4.13)
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A partir de (4.13), se obtiene la siguiente expresion para la condicién de radiacion:
ad
lim \/p ( - ikCDS)

p— ap
K 2 i [ ) (k nm n) ) (k nm n)
I ISP = T T2 " 3) TS \P T A2 T

n b Z;l nm T[) b . (k nm T[)
nCOS\P T Ty ") TSP T T o2 T
+ i"¢, sin (k o E) +ii"e, cos (k _nr z)] cosnf
(4.14)
Después de un poco de algebra, la ecuacién anterior se puede expresar como
ad
li (—s — ik® )
pl—{?o‘/g ap He®s
. 2 i ) '(k nm n)
— " |k L N e T v R
n=1
+b ] (k n ”)
n P\ T T T2 T .
+ii"e, ex —i(k —E—E) cosnf
(4.15)
Igualando a cero esta expresidn, se obtiene la siguiente ecuacidn para los coeficientes
—ia, + b, + ii"¢e, ex i(_n—n_l_n_n)] =0
n T On nPU T a2 T2 )T
a, +ib "e, e ( _r +n7r) 0
— X —_ —_ = 0.
(4.16)

A partir de la ecuacién (4.16) y la ecuacién (4.7), se pueden obtener los coeficientes a, y by, .

ka nem
a, —iay, Jy (ka) —i"e, exp (—i—) =0,

N, (ka) (1-A)2 o)
4.17
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]y(ka) nAm
(1 - Ny(ka)> ~ e eXp( a- A)Z)

Donde finalmente se obtiene el siguiente valor para los coeficientes a,, :

—ink-4_
e 21-A

(1= {vyy((kkaa)))l

a, =i"e,

(4.18)

De esta forma, la expresidon para el campo queda dada por:

Jy(ka)
N, (ka)

®(p,0) = 2 a, []%(kp) — N%A(kp)] cosnd.
n=0

Reemplazando (4.18) en la ecuacidn anterior se obtiene la siguiente expresion para el campo:

® i Zﬁ ] n (ka)
D(p,0) = Z i"e, ]L(ka) ] n (kp) (k )N n (kp)|cosné.
n=0 g e - S—
N_n (ka)
1_
(4.19)
Es facil ver que cuando el radio "a" de la cuerda tiende a cero, se tiene que:
Jo(ka) 1
Ny(ka) ) ka = 0.
0 2 (1p 24
T (ln 2 T y)
(4.20)

Lo que conduce a la solucion encontrada en el capitulo anterior para la cuerda césmica delgada.

El valor del campo estard para 8 = 0 queda dado por:

0 T_A
-y 14

B _ Jy(ka)
®(p,0 = 0) = ZOL en<1 - ]y(ka))[ n(kp) y(ka)zv%(km .
B N, (ka)
(4.21)
Haciendo uso de las relaciones asintéticas
r 2\Y
n o~ ()
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1 Y
]ﬂ@~r@+rxa

Validas para x < 1, la ecuacion (4.21) puede ser escrita como:

n=m _in® A
D(p,0=0)= Y Mgy [1 n () - 225Dy )
' ~ "(1__l ly(ka)> A&(ka) =
- N, (ka)
in —inZ T
+ i"epe "21=€ | n (kp)
n=m+1 1=4
(4.22)
Haciendo un poco de algebra, se tiene:
n=m inT A
P(p,6=0)= Y i"ey—o [/n(p)—jy(k)zvn(k)
~ (1—1‘ ]y(ka)> 1A N, (ka) 1-a
- N, (ka)
m [o0]
N e iy ng gminEily
("epe "21-8 | n (kp)+ ) i"epe 218 ] n (kp)
n=0 =4 n=0 1=

Esta expresidon puede ser también escrita como:

T A
n2 1-A ]y(ka)

O(p, 6 = 0) = Z nHlg ( ]y(ka)) N, (ka)
2

[1 n (kp)+iN n (kp)]
1-A 1-A
N, (ka)

‘ing 1i]A
e J.n (kp)
1-A

Ocupando las relaciones asintéticas:

Jo(ka) - 1
Ml® 2 (15 +7)
1 ka
Jaka)  T(a+1) 2)
No(ka) ™ M(A)“
m \ka
Ja(ka)

ka\?
N, (ka) [(a)F(a—Fl)(??)
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Se obtiene la siguiente expresion para el campo para8 = 0, en el caso ka < 1.

4

®(p, 0 = 0) = UoCkp) +i NoGkp)] + ) ey ™"z 72 J n_(kp)
n=0

i
w(ng+7)
(4.23)
Se puede ver que para valores de onda larga, la contribucién del radio de la cuerda cdsmica al
campo de difraccidén es realmente pequefia.

Solucion asintética

Para construir una solucién asintética para el problema anterior, primero se estudiara el
comportamiento asintdtico para la difraccién de una onda plana por un cilindro impenetrable en
un espacio tiempo Euclideano, La Figura (1) muestra un esquema para la difraccién de una onda
plana por un cilindro macizo impenetrable, en el caso cuando la frecuencia del campo incidente
es grande, tal que ka > 1, el campo difractado puede dividirse en varias regiones bien definidas,
estas regiones son:

Regién iluminada: Esta region esta definida como la regidon del espacio donde el campo incidente
llega de forma directa a los puntos de esta regidn.

Region de sombra: Esta regién estd definida como la regién del espacio donde el campo
incidente no llega de forma directa a los puntos de esta region, produciéndose una sombra en
esta region.

Region de transicion “Boundary layer”: Esta es la region que separa las dos regiones definidas
anteriormente, por lo general es una capa delgada la que separa estas dos regiones y da origen
al fendmeno de difraccidn e interferencia.

eikpcose

“Boundary layer”

Zona de sombra

X

- s =R “Boundary layer”

Zona iluminada

Figura 4.1. Esquema de difraccién de ondas por un cilindro impenetrable.
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La Figura 4.1 muestra la distribucién espacial de las diferentes regiones que se forman en el
patrén de difraccién de una onda por un cilindro impenetrable. Se puede apreciar que es
esperable que aparezcan dos zonas de transicidn, una superior y una inferior.

Para la “boundary layer” inferior consideremos el Sistema coordenado (x',y") , coneleje x" alo
largo de la horizontal y paralelo a la “boundary layer” mientras que el eje y’ es perpendicular a
esta. En este nuevo Sistema, la ecuacion de Helmholtz queda inalterada de su forma original,
entonces se tiene que:

dx'? ay,z +k*®, = 0.

(4.24)
Para la ecuacién (4.24) se buscan soluciones de la forma: &, (x',y") = eikx'F(x’,y’) ,
introduciendo esta expresion en (4.23), se obtiene:

0°F 4 0°F + ik JoF 0
—t — ik — =0.
ox'? ~ 0y'? ox'

(4.25)

Consideremos las nuevas escalas de campo lejano dadas por X' =€“x y y' =€y, donde
denota un parametro pequefio en el régimen de alta frecuencia, la ecuacién (4.25) es

transformada en:

2

262F+62F+2'k oF —0
oz "oy My T
(4.26)
Buscando una solucién en la forma de series de potencias en € :
F(x',y) =Fo(x",y) + €2 Fi(x',y") + €* F(x',y") + -
(4.27)
Introduciendo (4.27) en (4.26), se obtienen las siguientes ecuaciones:
0%F, . 0F,
a}_/,z 2ik F = 0,
(4.28)
0%F; oF; 0%F;_
o+ 20k o =
oy 0x 0x'?
(4.29)

La ecuacion (4.28) acepta una solucion de auto semejanza en el campo lejano, considerando la
k yr

=7 0 Se obtiene la siguiente ecuacion diferencial para Fj :

variable de semejanzan = —
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d?F, dF,

—1 = 0.
dn? e dn
(4.30)
La solucién de la ecuacién (4.30) esta dada por:
K 1
Fom) =ci+cy f exp (Einuz) du.
0
(4.31)

Las condiciones de borde estan dadas por el matching con la regién de sombra y con la regién

iluminada, esto es:
' kY Fo(n) - 1
— —00 =— |- — 00 -
RN N

(4.32)

y o oo, n=- ;ﬁ—’—ooy Fo(m) - 0.

(4.33)
Imponiendo las condiciones de borde (4.32) y (4.33) a la solucidon (4.31) conduce a las siguientes
ecuaciones:

1=c + CZJ exp Ginuz) du
0

(4.34)
0=c, — CZJ exp Ginuz) du
0
(4.35)
0 im/4
Al resolver el sistema (4.33) y (4.34) y recordando la identidad: [~ exp(3imu?) du = eﬁ , se
obtiene los siguientes valores para las constantes:
1 e—iﬂ/4
€ = E C, = \/E )
(4.36)
Con lo que se obtiene la siguiente solucién para la funcién Fy(n) :
1 e—in’/4 n ) X
Fo(n) ==+ exp (—inu ) du.
27 VT b o
(4.37)

Para expresar lo soluciéon (4.37) en coordenadas polares centradas en el eje del cilindro, se tiene
la siguiente relacion:
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ky+a k psinf +a kp /. a
nN=—|-—F=—=— |- —F/—~— —(sm9+—>.
T x T \/pcos6 T p

Para analizar la “boundary layer” superior, se tendra una solucién similar a la ecuacion (4.31):

(4.38)

n

Fom) =c¢1+cy f exp (%inuz) du .
0

Pero las condiciones de borde en este caso estan dadas por:

! k¥ Fo(n) = 0
— —00, = — [— — —> oo, -
y n T \/F on
(4.39)
! k¥ Fo(n) » 1
— 00, = — |- - —00, -
y n T V7 Y
(4.40)
Lo que conduce a las siguientes ecuaciones:
(o]
0=c, +c f exp (%inuz) du,
0
(4.41)
[ee]
1=c¢, — czf exp (%inuz) du,
0
(4.42)
obteniéndose en este caso:
1 e—iTL’/4
1 = E Cy = — 7z
(4.43)
Lo que conduce a la siguiente solucidn para la “boundary layer” superior:
i .
1 e 4 1
F, =—— ex (—inuz) du.
i =3- | ew(}
(4.44)

Pasando a coordenadas polares centradas en el eje del cilindro, se tiene:
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ky—a k psinf —a kp (. a
nN=—|-—F=—=— |- —F/—~~— —(sm@——).
T x T /pcos@ 7T p

(4.45)
Finalmente, el campo en la regién de sombra queda dado por:
it/4 rn i n
_ ) o 7 ) )
Fo(m) =1+ f exp (5imu? ) du — f exp (sinu? ) du,
0 NS (2 ) V2 J, (2 )
(4.46)

donde 771=—\/k;p(sin9+%) y r]2=—\/k;p(sin0—%).

Para obtener una expresién mas compacta de la solucion (4.46), es conveniente reescribir (4.46)
de la siguiente forma:

i

—in/4 —a-B . o4 [-atB )
— 02 _ 1.2
Fo(p) =1+ N fo exp (Emu )du 7 L exp (Zmu )du,
(4.47)
donde a=\/%sin9 y B = I;—p%. Entonces, reordenando (46), se tiene que:
e—irr/4 - 1 e—irr/4 -
— T 1. 2
Fb(n) =1+ N s exp (Emu )du+ \/Z f_a exp (Elnu )du
_imo g
e 4 1. o e f 1. 2
— exp (zimu“ ) du — exp | zimu“ )du,
7, erlme)au-" | ew(ime)
(4.48)
lo que puede ser escrito de la forma:
i
e~ im/4 =B 1 e 4 (B 1
Fo(n) =1+ exp (zimu? ) du — f exp (=imu? ) du.
o] N p(z ) vz ), p(z )
(4.49)
Es facil ver que si se invierte la primera integral, se obtiene:
_in (P 1
Fo(p) =1-— V2 e f exp (Einuz) du,
-B
(4.50)

lo que conduce a la siguiente expresion:
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it (B
LT
Fo)=1-2V2 e_Tf exp (%inuz) du.
0
(4.51)

., o . o /k ,
La ecuacién (4.51) muestra que para pequefios valores del angulo 8, el término a = fsm@

. . . kp a

es irrelevante frente al término 8 = ;p rx

Para obtener las correcciones a la propagacién del campo debido a los efectos de métrica del
espacio-tiempo producida por la cuerda césmica, procederemos como en el capitulo anterior, es
decir, consideraremos el espacio como cdénico, que es equivalente a considerar el plano con un
déficit angular y superpuesto a este plano, una circunferencia de radio a e impenetrable.

La Figura 4.2 muestra un esquema del espacio plano con el déficit angular, donde se pueden

definir las “boundary layers” asociadas al paso de la onda incidente tangente a la superficie del
cilindro impenetrable.

Zona iluminada

J

S Boundary layer

Zona iluminada

Figura 4.2. Esquema de difraccion de ondas por un cilindro impenetrable en un espacio cénico.

El procedimiento para la “Boundary layer” inferior es similar al realizado anteriormente, con la
diferencia que ahora la capa de transiciéon que separa la zona iluminada de la zona de sombra
esta inclinada respecto de la horizontal en un angulo igual al déficit angular, esto implica que la
relacién entre las coordenadas (x,y) definidas anteriormente y el sistema (x',y") que estd
inclinado con la coordenada x' sobre la “Boundary layer” estd dada por las ecuaciones:

x' =xcose+ ysine = pcos(f — ¢),
(4.52)
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y' =ycose —xsine = psin(6 — €).
(4.53)

Es claro que la ecuacion de Helmholtz quedard inalterada de su forma original en este nuevo
sistema de coordenadas, por lo tanto la solucidn para la regidn de transicién estara dada por:

1 e—iT[/4- n

Fo(n) = 5T 7z

exp (%inuz) du,
(4.54)

con la diferencia que en este caso cuando se pase a coordenadas polares centradas en el eje
del cilindro, la relacién estd dada por:

B k psin(0 —€) +a

n :
! T /pcos(6 —e)

(4.55)
De la misma forma, para la “boundary layer” superior se tendra una solucion:
_im
Fol) = > “fn Limu?) d
n)==—— exp(—mu ) u.
TN ), TP
(4.56)
Pasando a coordenadas polares centradas en el eje del cilindro, se tiene:
ky—a k psin(0+¢€)—a
M= |-—F7=—|= .
T +x T \/pcos(6 + ¢€)
(4.57)
Finalmente, el campo en la regidén de sombra queda dado por:
ik (9 ) 1 e_iﬂ:/4' M1 1 )
F, = eltpcosii—e) | + ex (—inu )du
o(m) [2 Z Js P\3
—in/4 N2
+ gikpcos(8+e) ll _ ¢ exp (ll'T[uZ) dul
27 V7 b TN
(4.58)

Esta expresién puede ser escrita como:
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i

. 1 e 4
F, — pikpcos(6—e) | Z 1
oM =e > + NG (C(Ul) + 15(711))

—in/4
+ eikp cos(B+¢€) 1 _ €

22

(Cn) +iS()|,

(4.59)
donde C(n) = fon cos(%nuz) du and S(n) = fon sin(%nuz) du son las integrales coseno y seno
de Fresnel respectivamente.

La Figura 4.3 muestra la distribucidén angular de |®(p, 8)| y la comparacién entre la solucion
exacta (4.19) y la solucidn asintotica (4.59) con los valores de los praametros: ka = 20, ¢ = 0.03
y p = 100. Donde la curva continua representa la solucién exacta y la curva segmentada color
rojo representa la solucidn asintdtica, se puede apreciar una muy buena concordancia entre las
dos soluciones.

|[D(p, 6)] ]

0.5 1 I 1 1 1 )
0

Figura 4.3. Distribucién angular de |®(p, 8)| y comparacion entre la solucion exacta (4.19) y la
solucion asintética (4.59) con los valores de los parametros: ka = 20, € = 0.03 y p = 100.
Curva continua representa la solucién exacta y la curva segmentada color rojo representa la
solucidn asintdtica, se puede apreciar una muy buena concordancia entre las dos soluciones.

La Figura 4.4 muestra la distribucién angular de |®(p,8)| y la comparacién entre la solucién
exacta (4.19) y la solucion asintotica (4.59) con los valores de los praametros: ka = 30, € = 0.03
y p = 100. Donde la curva continua representa la solucién exacta y la curva segmentada color
rojo representa la solucién asintotica, se puede apreciar una muy buena concordancia entre las
dos soluciones.
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|cb(p,9)| 24r

Figura 4.4. Distribucidn angular de |®(p, 8)| y comparacion entre la solucion exacta (4.19) y la
solucion asintética (4.59) con los valores de los parametros: ka =30, € = 0.03 y p =100

Curva continua representa la solucidon exacta y la curva segmentada color rojo representa la
solucidn asintética, se puede apreciar una muy buena concordancia entre las dos soluciones.

|D(p, 0)] |

0.51 ”

Figura 4.5. Distribucidn angular de |®(p, 8)| y comparacion entre la solucion exacta (4.19) y la
solucién asintética (4.59) con los valores de los parametros: ka = 40, € = 0.03 y p = 100.

Curva continua representa la solucidén exacta y la curva segmentada color rojo representa la
solucidn asintdtica, se puede apreciar una muy buena concordancia entre las dos soluciones.
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|D(p,0)] |

0.9

08

0.7
0

Figura 4.6. Distribucidn angular de |®(p, )| y comparacion entre la solucion exacta (4.19) y la
solucion asintética (4.59) con los valores de los parametros: ka = 20, € = 0.01 y p = 100.
Curva continua representa la solucidon exacta y la curva segmentada color rojo representa la
solucidn asintética, se puede apreciar una muy buena concordancia entre las dos soluciones.

| (p, )]

0.9

0.8

07
0

Figura 4.7. Distribucidn angular de |®(p, 8)| y comparacion entre la solucién exacta (4.19) y la
solucién asintética (4.59) con los valores de los pardmetros: ka =30, € = 0.01 y p = 100.
Curva continua representa la solucidén exacta y la curva segmentada color rojo representa la
solucidn asintdtica, se puede apreciar una muy buena concordancia entre las dos soluciones.
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|[P(p,0)]
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Figura 4.8. Distribucién angular de |®(p, 8)| y comparacion entre la solucidén exacta (4.19) y la
solucién asintdtica (4.59) con los valores de los pardmetros: ka =40, € = 0.01 y p = 100.
Curva continua representa la solucién exacta y la curva segmentada color rojo representa la
solucidn asintdtica, se puede apreciar una muy buena concordancia entre las dos soluciones

1®(p,0)|

0.5

i F\\Jf\ ,f FATAATI A
i i« AT
.;‘HVJ ’)’ \ MM ,\J\/ ;

Figura 4.9. Distribucién angular de |®(p, 8)| y comparacion entre la solucién exacta (4.19) y la
solucion asintética (4.59) con los valores de los parametros: ka = 40, € = 0.05 y p = 100.
Curva continua representa la solucién exacta y la curva segmentada color rojo representa la
solucidn asintdtica, se puede apreciar una muy buena concordancia entre las dos soluciones
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Figura 4.10. Distribucién angular de |®(p,0)| y comparacidn entre la solucion exacta (4.19) y la
solucidn asintdtica (4.59) con los valores de los parametros: ka=40 , €=0.001 y p=100. Curva
continua representa la solucion exacta y la curva segmentada color rojo representa la solucién
asintética, se puede apreciar una muy buena concordancia entre las dos soluciones.

Se puede apreciar que la aproximacién funciona mejor a medida que aumenta el parametro ka

, lo cual es esperable, pues la aproximacién usada es valida para longitudes de onda cortas, es
decir ka > 1.

Considerando ademas las relaciones asintoticas: C(n)~% + %sin(innz) +0 (n%) , S(n)~% —

1 1 . . . . sae
Ecos(%nnz) + O(n_3) , se obtienen las siguientes expresiones asintdticas para los campos en
esta region:

i

. 1 e 4(/1 1 1 1
F, — pikpcos(8—e) | Z (_ —— cin(} 2 > i <_ S 1 2 )
o(m) =e 5 + 77\ + — sin (27'[771 ) +i 2 " cos (th )

+ eikp cos(6+¢€) 1
2
e~ im/4 1 1 1 1 1
_ R TR 2 N 1 2
\/7 ( > + — sin (Znnz )) + 1 ( 2 " m, Ccos (Znnz ))

(4.60)
Reordenando la Ultima ecuacién se obtiene:
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_im

. e 4/ 1 1
F. — pikpcos(B—¢) 1 (_ (1 2) 1 2 )
om=e + 77 \ams sin (th ) i — cos (27”71 )

+ eikp cos(6+€) [1 _ e/ (i sin (171;7]22) - iiCOS (lﬂnzz)ﬂ
V2 \mm,\2 Ty o\

escrito en forma mdas compacta se tiene:

i

Fo(n) = etkpcos@-e) 11 4 -~ (Sin (%”7712) —icos (%”7712))

V2
(sin (%myzz) —icos Gm]zz))l.

e—in/4-

7'”72‘/E

+ eikp cos(B+¢€) [1 _

Finalmente se tiene:

i .
. et 1, . e"im/v
FO(U) — elkp cos(B—¢€) 1—i ela™” | 4 elkp cos(6+¢€) 14i elz™2" |
7'”]1\/E ”772\/2
(4.61)
Evaluando esta expresidn en el eje 8 = 0 se tiene que:
—in/4 —im/4
Fo(n) = etkpeos@ 1 — ;= ei%”’“zl + efipcost® ll il e‘%""zzl_
7'”]1\/E 7'”)2\/E
(4.62)
Las expresiones paran,y 1, en 8 = 0 estan dadas por:
k a
M =- i <—€+—>,
T p
__[ke (e-%)=-
N2 - P M1,
con lo que se obtiene:
e—irr/4 ]
Fo(m) = 2etkpcose ll —1 elfmhzl,
V2
ein/4 1 .
Fg(n) — Ze—ikp COS € [1 +i e_limh l’
V2
(4.63)

esto conduce al siguiente valor de FZ :
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in/4 1 5 e—iTL’/4 ] 5
Fé(n) =4 ll +i e Z"T — e’z l
V2 V2
(4.64)
Reordenando esta Ultima expresion, se tiene:
, in/2 1 2 in/a e—iﬂ/z 1 2 yin/a
Fs(m) =4 Il +i e e R =L l
7'”71‘/E 7'”71‘/E
Lo que finalmente conduce a:
Fé(m) =4 ll __ 2 cos (1717712 + E)l
7TTI1\/§ 2 4
(4.65)

Se puede ver que la ecuacion (4.65) tiene la misma forma que la ecuacién (3.47), donde el
efecto del radio de la cuerda esta contenido en la variable

kp a
m=T T (‘E*;)'

donde en el limite a — 0 se recupera el valor encontrado en el capitulo 3.

1/2
2 1 ekp m
|Pyl =21 — |- cos + -
e kp 2 4

Al igual que en el capitulo anterior, para el calculo de la amplitud de scattering se deben

1

75

i

consideran los términos de orden 0( ) para la funcién Fy(n) , esto es:

e—in/4

. e
F. (n) = elkp cos(6-¢) [ —i
° V2

ei%mhz + elkp cos(6+¢€) [1 +i eiinnzzl_

7T772\/E

Reordenando esta expresion, se tiene que:

_in

e 4

Fo(ﬂ) = elkp cos(6-¢) + elkp cos(6+€) _

.1 2 1 2
137N L5712
i eikp cos(6—¢€) ez _ eikp cos(6+¢€) ez
M N2

7"]1\/2
(4.66)

Al desarrollar el ultimo término de la ecuacion (4.66) para grandes valores de la coordenada
radial y después de un poco de algebra, se obtiene:
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Fo(n) = eikpcos(6—€) 4 pikpcos(6+e)
in in . ] '
e 2 ez elkp elka(6—e) e~ ika(8+e€)

_n-nl\/fl\/ml \/E (sin(9—€)+%)_ (sin(9+€)_%) .

(4.67)

.. . . . . . , . a
Para poder definir una amplitud de scattering es necesario prescindir del término P en la

ecuacion (4.67), esto conduce a:

in
- Likp ika(6—¢) —ika(6+¢€)
Fy(n) = elkpeos®=e) 4 gikpcos(e+e) 4 & © ( e . )

\ 21k \/E sin(0 — €) B sin(0 + ¢€)
(4.68)

Finalmente, a partir de (4.68) se obtiene la siguiente expresion para la amplitud de scattering:

fO) =i

e_izn eika(@—e) e—ika(6+e)
27k ( sin(0—e) sin(6+ 6))'

gue también puede ser expresada como:

i

e 4 . . (2i0sinkad + 2€ cos kab
f(0) =i—e lae( 2 2 )
V2mk (6% —€?)
(4.69)
A partir de la ecuacion (4.69) se obtiene que la seccidn eficaz de scattering esta dada por:
462 sin?(kaf) + 4€? cos?(kah)
OIS L .
(6% —€?)
(4.70)

La seccidn eficaz muestra que tiene dos componentes que aportan al diagrama de interferencia,
por ejemplo en el caso € — 0, la ecuacidn (4.70) toma la siguiente forma:

sin?(kab)

O~ —;

(4.71)
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La ecuacion (4.71) muestra que el diagrama de interferencia tendra valores minimos para valores
del angulo 6, = % , estos minimos para la intensidad pueden ser visualizados en el set de figuras
(4.4-4.8). Por otro lado, si hacemos el limite a — 0 en la ecuacién (4.70), esta se transforma en:

2

€
O~ ez

que coincide con los resultados del capitulo anterior.

Como conclusién de este capitulo, se puede declarar que el método asintdtico usado en este
problema a parte de reproducir los resultados exactos con bastante precisién, el método permite
interpretar los resultados de mejor forma dando un mejor entendimiento al fendmeno
estudiado.
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Capitulo 5

5. Scattering de un campo escalar por un cilindro en la Métrica de Safko-Witten

En este capitulo se abordara el problema de la propagacién de campos escalares en un espacio
con una métrica del tipo Safko-Witten [11], este tipo de métrica es bastante general y considera
diferentes combinaciones de una distribucién de masa tubular y campos magnéticos confinados
en el interior del tubo y campos magnéticos exteriores, la propagacion de campos en estas
métricas, como se vera, tienen cierta similitud con la propagacién de campos en el espacio
tiempo de una cuerda césmica.

Un tipo particular de métrica que se obtiene a partir de la general de Safko-Witten [11], consiste
en una combinacion de una distribucidn de masa tubular contenida entre los radios p; y p,, ¥
ademas en el interior del cilindro de radio p; se encuentra contenido un campo magnético B, ,
paralelo al eje del tubo. Entonces, si se considera la métrica producida por un campo magnético
confinado en el interior de un cilindro, se tiene que la métrica en la region externa al cilindro esta
dada por la solucién de Safko-Witten [11]:

ds? = —v2(dt? — dp?) + p?dp? + dz?,

(5.1)
donde v = e% es un parametro constante dado por:
4kipy p2 — p1
a=In(1+kp?)?+— ,
(1 +kipt) 1+kp? y+1
(5.2)

p1 Y p definen el radio interior y exterior del cilindro respectivamente, k; es el parametro que
esta relacionado con el campo magnético mediante la relacion:
5 2(1 + &)k, *en
T o+ o)1+ ki(p + po)2* 202

en el caso particular de este estudio, los pardmetros § y py son escogidos con el valor 0. Con
esto, el campo B, en el interior del tubo queda dado por:

B - Zkil/zea
2T (A + kp?)?’

Notar que el campo no es constante en el interior del tubo.

La corriente superficial I en p = p; que genera el campo magnético interior esta dada por:

49



El tensor métrico queda dado por:

0 0 p?
(5.3)
La métrica en la regién interna al cilindro esta dada por [11]:
ds? = —(1+ k;p?)(dt? —dp?) + p?(1 + k;p?)~2dp? + (1 + k;p?)?dz?,
(5.4)
El tensor métrico queda dado por:
—(1+k,p?)? 0 0
gyv = 0 (1+k|p2)2 0 !
0 0 piL+kp®)?
(5.5)
g=-Q+kp*)*p?, (5.6)
Solucion externa
Para la métrica externa esta ecuacidn queda:
E)zgo 0 op
tt ¢¢ ) —m?p = 0.
9 5z /—axp (V 99* axp) 9x® (g ax®) "™ ?
(5.7)

Asumiendo una solucién de la forma: @ (p, ¢,t) = R(p)e~Fte™®, la ecuacidn para la parte
radial queda dada por:

R 1dR (o v\,
ap? " pdp  \" -
(5.8)
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dondey =vn y k2 = E2 —v?m?.  Notar que esta métrica es similar a la producida por una

cuerda cosmica delgada, por lo tanto es de esperarse que los efectos producidos por esta métrica
sobre los campos incidentes sean similares a los producidos por una cuerda cdsmica.

La solucién de la ecuacién (5.8) estd dada por:

R(p) = an]y(Kp) + by Ny(Kp)-
(5.9)
La solucién general sera una superposicion de las funciones radiales anteriores, esto conduce a:

[oe]

(0,0) = ) [anSuy (60 + by Ny (0] cOS 0.
n=0
(5.10)
Las constantes a,, y b,, deben ser determinadas con el empalme con la solucidn interna.

Solucion interna

Para la métrica interna, la ecuacion de Klein-Gordon queda dada por:

2 2 214
d7|§+(1+kip )i( P > )(d*R)'F(EZ—wnZR—(]A kipZ)ZmZ)R:O.
do p  dpo A+kp®) dp P

(5.11)

Haciendo la aproximacion k; p= <<1, la ecuacién anterior puede ser notablemente simplificada,

quedando:

d’R 1dR ) ) I
d—p2+;%+ Kk —4k;n® — 2k;m“p —ﬁ R =0.

(5.12)

La solucidén general de la ecuacion (5.12) esta dada por:
1
_ -52kimp? _n 1( x?—4kn? _ 5
Rn(p)—Cle 2 p U Z W+2n+2 ,Tl+1, Zkme
1
+ce 2 Zkimpzpn Lﬁz_ucinz o 1 (v 2kimp?),

42kgm 2 2
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donde U(a,b,c) es la funcidn hipergeométrica confluente y L% (z) son los polinomios de
Laguerre, dado que R,,(p) debe ser finita en el origen, la funcidn anterior puede ser expresada
en términos de la funcion de Whittaker, es decir:

1 Cn k?—4kn? N 2
Rn(p) - ;Mv,y(z) - ;M (m;z; Zkimp );
(5.13)
donde u = g, z=2kimp?, v = ":'::f:lz y M, ,(2) esla funcion de Whittaker. ~ Sise asume

que el cilindro es de pared delgada, es decir p, = p; = po , entonces, las condiciones de borde
para el empalme entre la solucién interna y externa estan dadas por:

Rout (Po) = Rin(po),

R,out (Po) = R’in (Po)-

(5.14)
Estas condiciones de borde conducen a los siguientes valores para las constantes Ay B:
_ N);(KPO)Rin(pO) - Ny(K.DO)R,in(pO)
Nlj (Kpo)]y(Kpo) - N, (K.DO)],)/ (kpo)’
(5.15)
_ ]y(KpO)R,in(pO) _])’/(KPO)Rin(pO)
Ny, (xpo)Jy (kpo) — Ny, (kpo)]'y (kpo)
(5.16)

En principio, este analisis contempla la solucién general para el scattering de particulas con masa
que son regidas por la ecuacion de Klein-Gordon en la métrica de Safko-Witten (5.1) y (5.4).
Analisis asintético

En este capitulo se analizara el scattering en el caso asintdtico para grandes longitudes de onda
para el campo incidente, es decir, ka < 1, en este caso, el problema se puede reducir
notablemente, entregando interesantes conclusiones respecto a la estructura de la onda
scattereada.
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Solucion asintética region interna al cilindro (p < a).

En esta region es conveniente definir la variable interna & = g, de esta forma, la ecuacién en la

region interna (12) queda dada por:

d’R 1dR n?
2(,.2 2 2,0,272 _
d_fz+gd_f+a <K —4ki7’l —Zkl-amf —a2—52>R—0
(5.17)
Despreciando el término 2k;a?m?&?, se obtiene:
d’R 1dR n?
2,.2 2,2 —
d—€_2+gd—€_+<ak —4kian —?>R—
(5.18)
Definiendo el pardmetro pequefio € = ka < 1, la ecuacion (18) se escribe como:
d2R+1dR+ 2(1 4ki 2) n? R =0
gz " gdg "\ k) TE)t T
(5.19)

La solucidn de la ecuacion (5.19) que es regular en el origen esta dada por: R(§) = a,J,(k¢),

_ ki 2\Y/2 . _ .
donde k = € (1 - 4K—;n2) , Cabe destacar que el parametro ik depende del numero entero

1/2

. . , _ k;

n, por lo que es mas apropiado expresar este parametro como k,, = € (1 — 4K—;n2) , de esta
forma se tiene que la solucién interna esta dada por:

[oe]

Pi,0) = D anJn(nf) 0510 = aoJo(566) + @)y (516 €030 + @z o (526) c05 20 + -
n=0

(5.20)

Solucion asintética region externa al cilindro

En la region externa al cilindro ( p > a ), la ecuacién que rige la propagacion de ondas esta
dada por:

d2R+1dR+ , vin? R =0
—+-—+|e“———]R=0.
dé§?  §d¢ §?

(5.21)
En el limite € — 0, para la solucidon de la ecuacién anterior se pueden definir 2 regiones, una

region interna (“inner region”) caracterizada por distancias 1 < ¢ « ~ muy cercanas al borde
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exterior del cilindro que contiene al campo magnético, en esta regidn se puede prescindir de €
en la ecuacién (5.21), lo que conduce a la siguiente solucidn:

b0+C0lnE n=20

R(§) = ¢
©) {bnf"" tam n=1,

(5.22)
con esto, la funcién de onda en la regién externa préxima a la superficie del cilindro queda dada

por:

o ) cosnb.

Wenner = bo + co()In§ + > (bn(e)em +
" (5.23)

El empalme de las funciones ¥; y Yinner Se obtiene con las condiciones de borde (5.14), lo que
en esta nueva escala se reduce a:

Y1(1,0) = Yinner(1,0),

(5.24 a)

alpl _ al/}inner
3 1,0) = o (1,0).

(5.24 b)

Al imponer las condiciones de borde (5.24) en las ecuaciones (5.20) y (5.22), conduce a las
siguientes ecuaciones:

aoJo(€) = by,
(5.25 a)
ao)'o(€) = co(€),
(5.25 b)
an]n(’zn) = bn(e) + Cn(e)'
(5.25¢)
an)'n (k) = vnby(€) — vncy(6).
(5.25d)

1/2

. S _ k; . _
Considerando que de la definicion de k, = 6(1 —4K—;n2) , se tiene que K, < 1, esto
permite ocupar la aproximacion de las funciones de Bessel para pequefios valores de su

argumento, es decir: J,, (K, &)~ (i, €)™, entonces, haciendo uso de esta aproximacion en

1
r(n+1)
las ecuaciones (5.25 c) y (5.25 d), se obtiene:

anmfﬁ = by (€) + c,(e),

(5.26a)
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anm}c{l‘ = vb, () —vc, ().
(5.26b)

Finalmente a partir de las ecuaciones (5.26) se tiene que los coeficientes b, y ¢, se pueden
expresar en funcion de los coeficientes a,, de la siguiente forma:

Kp 1+v
b(e) =t
() = T D
(5.27)
(© = Ky v—1
= Ty D
(5.28)

Las ecuaciones (5.27) y (5.28) son de practica utilidad, ya que permiten expresar los coeficientes
de la soluciéon externa cercana al cilindro (“inner region”) como funciéon de los coeficientes de la
solucién dentro del cilindro. En el caso de n=0, la relacidon entre los coeficientes de la solucién
dentro del cilindro y la solucidn exterior esta dada directamente por las ecuaciones (5.25 a) y
(5.25b).

Outer solution

En la region lejos de la superficie del cilindro, es conveniente definir la escala dada por la variable
1N = Kkp , entonces, la ecuacién (5.21) en esta nueva escala, queda dada por:

d?R 1dR v2n?
+ +11-— R =0,

dn? "mdn n?
(5.29)
cuya solucion esta dada por:
R(U) =an Jvn (77) + Bn Nyn (77)
(5.30)
Esto conduce a la siguiente funcién de onda:
Youter(, 0) = ag Jo(n) + BO No(m) + z (C_ln Jon(m) + En an(ﬂ)) cosnb
n=1
(5.31)

Los coeficientes a,, y l_)n deben ser determinados a partir de la condicién de matching con la
zona cercana al cilindro.
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Matching entre la interna y externa:

Para realizar el matching entre la solucidn interna y la externa, se plantea que existe una regidn
intermedia en la que ambas soluciones, la “inner” y la “outer” son vélidas y ambas deben hacer
matching, esta region estd dada por a < p < a/e, lo que expresado en la variable interna se
traduce en:

1«5«1
6 )
(5.32)
Escribiendo la “outer solution” (ec. 5.31) en funcién de la variable interna, se tiene:
lpouter = aO ]0(65) + EO NO(Eg) + Z (C_ln]vn(ef) + Bn an(E€)) cosn@.
n=1
(5.33)
Enlaregién & K 1/€, la “outer solution” (5.33) se escribe aproximadamente como:
2 e v 1 e\ _ I'(vn) 2\
WYouter ~ o + by E(ln (7) + )/) + Z n r(vn+1) (7) =~ bn s (6_§> cosné.
n=
(5.34)
Al comparar la ecuacidn (5.34) con la “inner solution” (ec. 5.23):
N e, Cn(©)
Yinner~bo + co(€) In& + Z b,(e)&V™ + 57 cosng,
n=1
se obtienen las siguientes ecuaciones para los coeficientes:
Bo = = co()
o= Col€),
(5.35a)
_ - 2 €
Ao + bo E(ln (5) + y) = bO!
(5.35 b)
1 €\V"
i~ (5 —p ’
& ron ) = 0O
(5.35¢)
_ T'(vn) ;2\""
~bn T (E) = cn(©):
(5.35d)

Ademas, a la solucién externa (5.33) se le debe imponer la condicion de radiacién en el campo
lejano, esta condicidn esta dada por:
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lim \/p ( ikCDS) =0
p—)OO
(5.36)
Donde @ es la funcion de onda scattereada, es decir:
@(p,0) = Py(p,0) + Ps(p, 0)
(5.37)

Con @,y (p, 0) = e*P 9 que representa una onda plana que incide desde la direccién x por la
izquierda. Imponiendo la condicién de radiacidn, se tiene que:

llm\/_(a((b o) —ik(® — <I>0)>

p—00
(5.38)
Expandiendo la onda incidente en funcidn de ondas parciales, se tiene:
Do (p,0) = ekPcost = Z (" &n Jn(kp) cosmo
n=0
(5.39)
Haciendo uso de la expansién asintética para la funcion de Bessel:
2 amr T
Ja ()~ ’Ecos (x -5~ Z)
(5.40)
2 amr w
Ny (x)~ ’E sin (x -5~ Z)
(5.41)
Se tiene que la onda scattereada se puede expresar de la siguiente forma:
O, =0-09 Z a cos k _nv_n_z)_l_b sm(k _nv_n_z)
—i" encos kp ———Z)]cosne
(5.42)

. Lo .. . oD ,
Con lo que se obtiene la siguiente ecuacién para lim /p ( : — lkCDS) :
p—o or
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=k\/% N [—ansin(kp—mz/—n—%)—iancos(kp—mz/—n—%)
n

+ b, cos kp—m/—n—z)—ibnsin(kp—mz/—n—z)

2 4 4
+ i"e, sin (kp - n7n - %) + ii"¢, cos (kp - nz_n - %)] cosnf

(5.43)

Después de un poco de algebra, se obtiene:

. 0P .
lim p( —lkCDs>

p—0 ap
—k Zi ) '(k nvm n) b '(k nvm n)
=K 0—lanexp —i p_T_Z +b,exp| —1 p_T_Z
n=

+ ii"e, exp <—i (kp — nz_n — %))

cosnb.

(5.44)

Al imponer la condicién de radiacion (5.44), se obtiene la siguiente expresion que deben
satisfacer los coeficientesa, y b,, :

_ = (1 —v)nm
a, +ib, —i"e, exp lT =0.

(5.45)

La manera mds eficiente de encontrar los coeficientes que conforman la soluciéon en las
diferentes regiones definidas anteriormente, consiste en a partir de las ecuaciones (5.25 a), (5.25
b), (5.35 a), (5.35 b) dejar todos los coeficientes de la regidén externa en funciéon de los
coeficientes de la solucidén interna al cilindro, esto es:

a, = (1—%52 (—ln(g)—y+%)>a0,

By = — =2
= ——€"Aay.
0 4 0

(5.46)

A partir de las ecuaciones (5.46) y reemplazando en la ecuacién (5.45) para n=0, se obtienen las
siguientes soluciones para los coeficientes para n=0:
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Solucidn interna al cilindro

’ 22 (5.47)
“Inner solution”, solucion externa al cilindro pero cercana a su superficie:
by = 1—%62(ln(§)+y—%ﬂ— 1),
(5.48)
0= 1t (in (%): - 17"”; 1).
(n(z)+r-7)
(5.49)
“Outer solution”, solucién lejos del cilindro:
i@ r=5-1)
tomE)r-32)
' (5.50)
o _re (@) er-5-1)
fom@)r-2)
(5.51)

Para encontrar los coeficientes para n > 0 se procede en forma similar al caso n=0, pero
considerando ahora las ecuaciones (5.27)y (5.28), (5.35c) y (5.35d), esto conduce a:

2 = I( +1)(2)"”;€,’{ 1+v
Gn =10V e/ 2vIi(n+1) s
(5.52)

_ T e\NVPEE v—1
ho= - ("B YL
r'vn)\2/ 2vIi(n+1)

(5.53)

Las ecuaciones (5.52) y (5.53) pueden ser introducidas en la ecuacion (5.45), esto entrega una
ecuacion para los coeficientes a,, esto es:

re +1)(2>"n K™ 1+v _ /s (6)21’”12” v—1
v € 2v1"(n+1)an lF(vn)F(vn+1) 2 2vl“(n+1)an

,n <,(1—v)n7r>
= Mepexp | i——"—),
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despejando a,, , se obtiene:

2v F(n+1) (€\V" (1 _ V)TlT[
a, = knr(vn+1)(2) ingn exp <l 5 )

2vn —_
<1_i1"(vn)lzr(vn+1)(%) (11/+11/)>
(5.54)

Introduciendo (5.54) en (5.27) y (5.28) se obtienen los coeficientes en la regidn externa cercana
al cilindro, esto es:

2v_14v (E\" 1—vnr
bn(E) — KnF(Vn+1)(2) Py insn exp (l( 5 ) )’
. s € V-
(1_1I(vn)r(vn+l)(§) (T??))
(5.55)
_v-1 (€ vn 1—v)nm
Cn(E) — F(vn+1)(2) . inEn exp <l( > ) )
. 114 €)%V ry—
<1_1F(vn)1"(vn+1)(§) (m))
(5.56)
Finalmente los coeficientes de la solucién en el campo lejano @,, y b,, quedan dados por:
_ i"ey (1 —v)nm
a, = : - o P 1—2 ,
<1_ll"(vn)1"(vn+1)(§) (m))
(5.57)
b3 €\2V v—1
b = — F(vn)l"(vn+1)(§) (m) ine exp i(l_ﬂ .
" <1_i+(£)2””(ﬂ)> " 2
r(vn)r(vn+1)\2 1+v
(5.58)

El set de soluciones (5.54-5.58) entrega los valores de los coeficientes para las soluciones del
campo en las diferentes regiones del espacio.

Es interesante analizar algunos casos limites para los resultados encontrados, el primer caso

obvio para analizar es el caso en que el campo magnético es cero, a partir de la ecuacién
1
2kZe®
2 (+kp?)?’
cuando el parametro k; = 0. En este caso se obtiene que el pardmetrov = 1.  Introduciendo

este valor de v en las ecuaciones (5.57) y (5.58) se obtienen las siguientes expresiones para los

coeficientes a,, y b, para n>0:

se hace evidente que el campo magnético encerrado en el cilindro se hace nulo

a, =i"e,
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(5.59)

Para n=0, se debe notar que los coeficientes @, y by no dependen de v y por lo tanto su valor
estd dado por las ecuaciones (5.50) y (5.51). A partir de estos resultados, se puede concluir
gue el campo lejano en estas condiciones esta dado por:

me? me? - .
lpouter(n: O~|1+i— ]0(77) - No(n) + t gn]n(n) cosnb.
4 4
n=1
(5.60)
Esta ecuacidn puede ser re-escrita como:
me? me? - .
Youter (M, 0)~ i— Jo(m) ——— No(n) + i"e, Jn(m) cosnb.
4 4
n=0
(5.61)

Notar que el término Y22, i™¢,, J, (1) cosn® = e corresponde a la onda plana incidente,
por lo tanto Y, yter (1, ) representa aproximadamente la onda dispersada por un cilindro en un
espacio plano. Esto es evidente, pues el caso v = 1 representa un espacio plano al exterior del
cilindro y con déficit angular nulo, por lo que es un espacio euclidiano normal.

Otro caso limite interesante de analizar es considerar v > 1y € — 0, es decir que el radio del
tubo que contiene al campo magnético tiene a cero o que la longitud de onda del campo es
extremadamente larga, tomando este limite en las ecuaciones (5.57) y (5.58) se obtienen las
siguientes expresiones para los coeficientes a,, y l_)n :

: " i(l—v)mt
a, =i"e,e 2

(5.62)

Las ecuaciones anteriores también consideran el caso n=0, Comparando con la ecuacion (2.6) del
capitulo 2, se puede ver que son similares, es decir, la ecuacion (5.62) tiene la misma forma que
un campo dispersado por una cuerda cdsmica infinitamente delgada, con la diferencia que en
este caso la cuerda no tiene masa, sino que es una linea de campo magnético. En ese sentido
se puede concluir que los efectos gravitacionales producidos por ambos son idénticos, en el caso
de una cuerda césmica, como ya se menciond, el déficit angular estd dado por 2nA = 8nGu, en
el caso del campo magnético confinado, el déficit angular estd dado por 2mA = 4mk;a?,

1/2 . o
recordando que BZ~ki/ , se deduce que A~B2Z, esto se puede interpretar en términos de
energia, es decir el campo magnético confinado tiene una energia asociada proporcional a B2 y
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esta energia es la encargada de deformar la métrica tal que genera un espacio cdnico con un el
déficit angular mencionado anteriormente.

En el caso general, las ecuaciones (5.57) y (5.58) muestran que para valores de € < 1, los
coeficientes a,, y b, quedan dados a segundo orden en € por las siguientes expresiones:

_ ] T e\ v — 1\ (1-v)nm
In = <1 T e ron+ 1) (E) (1 + v))l En €XP <l 2 )

_ T €\2V1 v — 1\ (1 =-v)nm
b, = — (—) ( )lné‘ exp|i—————).
" rvn)r(vn+ 1) \2 1+v/) ™ 2
(5.63)
De esta forma, la funcién de onda se puede expresar como:
= . l.(l—v)nn:
VYouter (M, 0)~ F(,0) + Z i"ey e 2 Joy(m) cosné.
n=0
(5.64)

El segundo término del lado derecho de la ecuacion (5.64) representa el campo dispersado por
una linea de campo magnético de diametro infinitamente delgado y la funcion F(n,0) es la
correccion al campo producida por el diametro finito del filamento de campo magnético, donde:

TTEZ . .
F(n,0) = Tl(]o(n) +iNo(m))

T N2V v—1\ ;,-wm '
_ZW(E) (1—+V)e 2 (Jy() + iN, () cos 6,

(5.65)

considerando la relacién hg) M) =J,(m) +iNy(m), en el campo lejanon > 1, F(n, #) queda
dado por:
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ne? |2m s e\ZVv—1\ ,A-wr 2 ,, vr T
F(n,0)~ —l 761(" ”/4)—2—(—) (—)elT —el(" 2 )0059.

rWMriv+1)\2 1+v n
(5.66)
Es conveniente representar la ecuacién (5.66) en forma factorizada, esto es:
me? 2w 1 2(v-1) 1y — 1\ .(1-2v)m
F(n,0 ——l(""/4)1+2—— ( )12 6.
(n,6)~ ==t |5 e ‘Torv + 0 (2) 1+v/° cos

Se puede ver que el segundo término de la ecuacion (5.66) es de orden menor que el primero
debido al factor (v — 1), ya que el pardmetro v puede ser considerado muy cercano a 1, esto

lleva a concluir que el factor dominante es solamente el término —l / ” el-m/4) g puede

concluir que para longitudes de onda larga ka < 1, el efecto del didametro del tubo magnético
es muy poco apreciable y el campo es practicamente indistinguible de la estructura del campo
dispersado por un tubo de campo magnético delgado.

A partir de (5.65) se puede calcular el campo para 8 = 0, es decir el campo en la linea coincidente
con la direccién del campo y en una linea con el filamento de campo magnético, considerando el
campo lejano, es decir, n = kp > 1, se tiene:

(n,8 =0) we? 2w im-m/4) (1 4 i 1 (E)z(v—l) (v— 1) i@
Youter(n, 0 = 4 l ne l]"(V)F(V+1) 2 1+v e
p i
+2 ikp(l_lAz) 1 1 \/zeln/4e§A2kp
e 3 1 v2e™ ez T
23m a\kp

(5.67)

Como ya se menciond anteriormente, despreuaremos el término proporuonal a ( ) por ser

de segundo orden, esto conduce a:

i
in/4 ,50%n
Do (1,0 = 0= i [PE i) § goin(i-tary | _ L V2T he2 T
4 n 2Vr A Jky

(5.68)

Tomando el valor complejo conjugado de la expresion anterior y posteriormente calculando
CD(Z) = Ilpouter(n: 0 = O)IZI se obtiene:
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(5.69)

En la expresion (5.69) se han despreciados los términos del orden ~(%) y superiores.

Posteriormente reordenando esta ecuacion se obtiene la siguiente expresion:

2 r) T
CDZ — 2 |Z= —_ _
G e , sm( —+ 4)
(5.70)
Reordenando se obtiene:
2 1 (mA)?n w\ Amn?e? (mA)?*n «
Pf=4[1- |- +— )+ j —— 1]l
0 l \/;An ﬁ(cos< > 2 2 sin > 2
(5.71)
Finalmente se obtiene la siguiente expresion:
5 1/2
2(1-25%) (@«
Oy=2[1—- [— -
T 1A n 2 4
(5.72)

Se puede ver que esta expresién es muy similar a la ecuacidn (3.47) para una cuerda césmica

Am2e?

delgada, con la diferencia del factor (1 ) este factor es practicamente la unidad, ya que

el factor Ar?e? es de orden mas pequefio €2, ya que AK 1.

Es conveniente mencionar, que en el caso de un campo escalar sin masa, se puede obtener una
solucién exacta al problema mucho mas cémoda de utilizar que las ecuaciones (5-13-5.16). En
efecto, a partir de las soluciones exactas de las ecuaciones (5.17) y (5.21), y posteriormente
imponiendo las condiciones de borde en la interface p = a, después de bastante algebra, se
obtienen las siguientes expresiones para los coeficientes a,, y l_)n:

1 n i(l—v)nrr
= i"e, e 2,
"o1+iG,
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donde

(5.73)
G _ FZ(IEI K, a)
"R (i Kk, a)

Fy(%,1,@) = (& (Jn-1(R@) = Jn1 (R0)) Ny (2) — Jpn(Ba)1c (Nyn1 (1) = Nyp.1 () ),

Fo (% 16,@) = (R (Jno1 (R0) = Jrs RD))yn (k@) = Jn (@)1 (Jyn— (1€@) = Jyma (k@))).

(5.74)
La Figura 5.1 muestra la distribucion angular de |®(p, 8)| y la comparacién entre la solucién
exacta (5.72) y la solucién asintética (5.64) con los valores de los pardmetros: € = ka = 0.2,

k; =10 yp = 100. Se puede apreciar que las dos soluciones son indistinguibles, corroborando
lo anticipado analizando la solucion asintética (5.64).

1.251
|D(p, )|
121
115}

14k

1.05

0.95F

0.9

10 12

6

Figura 5.1. Comparacion para distribucién angular de |®(p, 8)| entre la solucién exacta (5.72) y la
solucidn asintética (5.64) con los valores de los parametros: € = ka = 0.2, k; = 10 y p = 100.

En la medida que se incrementa el valor de ka, comienzan a hacerse presente los efectos del
didmetro finito del tubo magnético, esto se puede apreciar en la Figura 5.2, donde se muestra la
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comparacién para la distribucién angular |®(p, 8)| entre la solucion exacta (5.72) y la solucion
asintdtica (5.64). Los valores de los pardmetros estan dados por: € = ka = 20, k; = 0.01 yp =
100. La linea azul muestra la solucidén exacta y la linea roja la solucién para una cuerda
infinitamente delgada. Se puede apreciar que en la regién central, las dos soluciones son
practicamente indistinguibles, sin embargo para angulos de apertura mayores a 10°, la solucién
exacta (linea azul) muestra diferencias bastante notorias con respecto a la solucién de un tubo
delgado (Ec. 5.64).

25¢
|®(p, )]
)
i
‘1.5I ~ F
| IH |\ A
' v
1F | ” \ H\ ‘ :—{l}'w\‘\/uf f\,Tp ﬂ‘\'\ .,\AFH\{UT"M\J L‘fvu,‘ n\',.
|
0.5+ '
00 é 1JO 1L5 210 6 25

Figura 5.2. Comparacion para distribucion angular de |®(p, 8)| entre la solucidn exacta (5.72) denotada
con linea color azul y la solucion asintdtica (5.64), denotada con color rojo con los valores de los
pardmetros: € = ka = 20, k; = 0.01 y p = 100.

Como conclusion de este capitulo se puede destacar que tanto los resultados numéricos de las
ecuaciones exactas, como también los resultados asintdticos muestran que la propagacién de
campos escalares en el espacio tiempo de un tubo de campo magnético de didmetro finito,
difiere poco de la propagacién de campos en la métrica de un tubo de campo magnético de
didmetro muy pequeiio, tal que ka < 1, segun los resultados numéricos, esto es valido incluso
para valores de ka~1. Ademas, se aprecia que en el caso que el radio del campo magnético
tiende a cero, la linea de campo magnético se comporta como una cuerda césmica para efectos
de la propagacion de campos escalares en la métrica producida por el campo magnético.
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Conclusiones

La principal conclusién de este estudio es que se muestra que el método de matching
asintético es una efectiva herramienta para analizar la propagacidon de campos escalares en
métricas con simetria cilindrica. En particular en el capitulo Ill se re-obtienen de una forma
eficiente y elegante todos los resultados para la propagacidon de campos escalares en torno del
espacio-tiempo de una cuerda césmica, mostrando las estructura del campo y entregando una
visidn clara de los efectos de la métrica en la propagacion de los campos.

En el capitulo IV se generaliza el estudio al caso de la métrica producida por una cuerda
cosmica de didmetro finito e impenetrable, ademas se comparan los resultados analiticos
exactos con las soluciones asintéticas, mostrando un muy buen acuerdo entre los resultados. Se
puede apreciar que el efecto sobre la propagacion de los campos consta de dos partes, primero
un efecto netamente producido por el didmetro finito de la cuerda y un segundo efecto
producido netamente por la métrica.

En el capitulo V se estudia la propagacion de campos escalares en la métrica de Safko-Witten en
el caso de longitudes de onda larga, esto es ka « 1, se aprecia que en el caso que el radio del
campo magnético tiende a cero, la linea de campo magnético se comporta como una cuerda
cdsmica para efectos de la propagacion de campos escalares en la métrica producida por el
campo magnético.

Las extensiones posibles de este trabajo son variadas, como por ejemplo aplicar esta
metodologia a la propagacion de campos fermidnicos en este tipo de métricas como también a
la propagacion de ondas electromagnéticas. Otras aplicaciones posibles son la aplicacién del
método de matching directamente a la resolucién de las ecuaciones de campo de Einstein, por
ejemplo, la métrica producida por la presencia de mas de una cuerda cdsmica es un problema
complejo de resolver, sin embargo es posible resolverlo bajo la aproximacién de matching
asintético, y posteriormente, estudiar la propagacidon de campos sobre la métrica encontrada.
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