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PREFACIO

Esta tesis se basa en los trabajos que el autor ha realizado durante sus estu-
dios doctorales. El primer trabajo corresponde a un articulo sobre el movimiento de
particulas y fotones en agujeros negros publicado en Classical and Quantum Gravi-
ty [9]. El estudio del movimiento en bajas dimensiones fue inspirado en un articulo
publicado en General Relativity an Gravitation [24]. El trabajo sobre particulas car-
gadas corresponde a un articulo que se encuentra en referato en Physical Review [25].
A través de este trabajo serd considerado un sistema de unidades en el cual la ve-

locidad de la luz y la constante de Gravitacién universal toman los valores ¢ = 1y

G = (8m)"L



XII

RESUMEN

En esta tesis, se obtienen trayectorias exactas para particulas de prueba con
masa y carga eléctrica en la regién exterior de un agujero negro del tipo Reissner-
Nordstrom (Anti)-de Sitter. Mediante el formalismo de Hamilton-Jacobi se estudian
las trayectorias radiales y angulares, con lo cual se obtienen soluciones nuevas para
las ecuaciones de movimiento, en términos del tiempo propio, del tiempo coordenado
y de las coordenadas angulares, los resultados del estudio del movimiento se aplican
a las pruebas de la relatividad general en el Sistema Solar. También se estudia el
movimiento de la luz en el campo de agujeros negros cargados con constante cos-
moldgica y encontramos la solucion exacta a las geodésicas nulas de un agujero negro
de Reissner-Nordstrom (Anti)-de Sitter. Por medio de un detallado anélisis de los
potenciales efectivos para fotones, se encuentran todos los posibles movimientos que
estan permitidos. La defleccién de la luz y el retardo en las senales de radar son dos
de las pruebas de la relatividad asociadas con el movimiento de fotones calculados en
este trabajo. Las dérbitas son graficadas para establecer una visualizacion directa de
los diferentes tipos de trayectorias. Se demuestra que la estructura geodésica nula de
este agujero negro presenta nuevos tipos de movimientos los cuales no se encuentran
en el espaciotiempo de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom. Finalmente se realiza
un estudio en gravedad de bajas dimensiones, calculando trayectorias exactas para
particulas de prueba con y sin masa en la region exterior del agujero negro de Lifshitz

en tres dimensiones.



Capitulo 1

Introduccion

El estudio del movimiento de particulas en la vecindad de agujeros negros es un
fenémeno interesante de la gravedad clasica, principalmente porque permite hacer
pruebas de la relatividad como la precesion de perihelio, la defleccion de la luz y el
retardo del tiempo en las senales de radar. Con respecto a esto hay varios estudios
sobre trayectorias de particulas en campos gravitacionales o geodésicas en las prox-
imidades de un agujero negro. Por ejemplo, la estructura geodésica de Schwarzschild,
Reissner-Nordstrom y los agujeros negros de Kerr, los cuales fueron estudiados en
detalle por Chandrasekhar [1] utilizando el lagrangiano y el formalismo de Hamilton-
Jacobi.

La presencia de una constante cosmoldégica A es de gran importancia en la as-
trofisica moderna ya que esta nos permite explicar el modelo de la expansién acel-
erada del universo y ademas nos permite la existencia de espaciotiempos asintética-
mente curvos [2]|. La solucién a esto tltimo se obtiene imponiendo R,, = Ag,, en
las ecuaciones de campo, donde R, es el tensor de Ricci y g, es el tensor métri-
co . Llamaremos soluciones de Schwarzschild de Sitter (SdS) cuando la constante
cosmolégica es considerada positiva A > 0 y Schwarzschild Anti-de Sitter (SAdS)

cuando la constante cosmoldgica es considerada negativa A < 0, la cual es de gran



importancia desde el punto de vista moderno debido a la conjetura AdS-CFT. La es-
tructura geodésica completa del agujero negro SAdS fue desarrollada en el trabajo de
referencia [9], el cual aporta importantes propiedades a la teoria de la gravitacion y
de los agujeros negros, como nuevos movimientos de particulas y fotones no encontra-
dos en espaciotiempos asintéticamente planos. Trabajos posteriores han contribuido
con otras caracteristicas del movimiento geodésico en estos agujeros negros [22,23].

Al definir el espaciotiempo de Reissner Nordstrom consideramos un agujero negro
con carga eléctrica distinta de cero. Los estudios realizados por otros autores para
las geodésicas asociadas con este tipo de agujeros negros consideran particulas de
prueba neutras. En este trabajo se aportan célculos de trayectorias para particulas
de prueba en espaciotiempos de Reissner Nordstrom pero asocidandole a estas carga
eléctrica. Este es uno de los principales aportes que entrega este trabajo.

El estudio comienza considerando el espaciotiempo exterior de los agujeros negros
de Einstein, los cuales se caracterizan por tener una simetria esférica y ser estaticos.
La métrica es analizada en el tercer capitulo y se estudian los horizontes para los
casos RNdS y RNAdS. Luego, mediante el formalismo de Hamilton-Jacobi, se de-
terminan la ecuaciones de movimiento para particulas de prueba con masa, carga y
momentum angular, encontrando la soluciéon exacta para dichas ecuaciones mediante
integrales elipticas de Jacobi y Weiestrass. Una de las trayectorias mas importantes
encontradas es la 6rbita planetaria para el caso RNAdS. Orbitas planetarias también
son entregadas en el llamado limite de Reissner Nordstrom que se obtiene al hacer
cero la constante cosmoldgica, calculando la primera prueba de la relatividad general,
la llamada precesién de perihelio para este caso. También se entregan otras trayecto-
rias permitidas como trayectorias circulares y trayectorias criticas que se aproximan

asintoticamente a las dérbitas circulares. Determinamos el movimiento de particulas



que se precipitan a los horizontes de eventos y también al horizonte cosmolégico para
el caso RNdS. El céalculo se realiza para particulas con movimiento radial, es decir,
sin momentum angular y movimiento con momentum angular no nulo.

El estudio continua con el movimiento de fotones en la geometria RNdS y RNAdS
para los cuales se define un potencial efectivo cuyo andlisis cualitativo nos entrega
fisicamente todos los movimientos posibles de la luz en el campo gravitatorio de estos
agujeros negros. Las soluciones son entregadas mediante funciones de Weiestrass
donde destaca la prueba de la relatividad denominada defleccion de la luz. También
el estudio del movimiento de fotones nos permite calcular la tercera prueba de la
relatividad tratada en este trabajo denominada retardo del tiempo en las senales de
radar.

Finalmente se hace un estudio de movimiento en gravedad de bajas dimensiones,
donde se calcula la estructura geodésica del agujero negro de Lifshitz en tres dimen-

siones.



Capitulo 2

La métrica

La métrica para un espaciotiempo estatico, esféricamente simétrico con masa M,
carga eléctrica () y constante cosmélogica positiva A corresponde al campo gravitato-
rio del agujero negro de Reissner-Nordstrom de Sitter (RNdS). En el caso que la con-
stante cosmologica sea negativa el espaciotiempo se denomina Reissner-Nordstrom
Anti-de Sitter (RNAdS). En las coordenadas habituales de Schwarzschild (¢,7, 6, ¢),

la métrica es

dr?

f(r)

donde f(r) es la funcién lapsus, la cual estd dada por

ds? = = f(r)df? + 5~ + r2(d6° + sin*0dc?), 21)

fry=1—- —+ = — —, (2.2)
y las coordenadas cumplen las relaciones: —oo <t < oo, r > 0,0 <0 <7y
0 < ¢ < 27. La coordenada r es definida tal que r = %, donde Agpj es el area del
agujero negro. La singularidad fisica que indetermina los invariantes de curvatura se
encuentra en r = 0. Los horizontes son definidos por f(r) = 0y no son singularidades
fisicas, porque son removibles utilizando un sistema de coordenadas apropiado. Sin

embargo, la hipersuperficie r = r, tal que f(r;) = 0, llamado horizonte de eventos,

4



divide el espaciotiempo en dos partes: externa (r > r,), zona donde ¢ y r tienen
cardcter de coordenadas tipo-tiempo y tipo-espacio respectivamente, e interna (r <
r4), zona donde t y r tienen cardcter de coordenadas tipo-espacio y tipo-tiempo
respectivamente. Fisicamente una particula que se precipita al horizonte de eventos

emite una senal que se pierde por un corrimiento infinito hacia el rojo.

2.1. Caso RNdS

Consideramos el espacio tiempo RNdS. Las soluciones que nos interesa estudiar
son la que poseen cuatro raices reales, que nos permiten identificar un horizonte
de eventos y uno cosmoldgico, para resolver las trayectorias permitidas entre ellos.

Escribimos la funcién lapsus f(r) = —AA,/3r? y los horizontes son definidos por

Ajx = 0, donde

Ay =t — %(ﬂ _oMr+ QY. (2.3)

El movimiento de las particulas de prueba esta confinado a la zona comprendida
entre 7y < r < ryy, donde: 7 es el horizonte cosmolégico y r el horizonte de
eventos, r_ el horizonte de Cauchy y r4 la raiz negativa de la ecuacion de cuarto grado.

A partir de » > r,, la métrica vuelve a cambiar de signatura. Respectivamente

3 3M
ryp = Ryy + \/ﬂ - R, - AR, (2.4)

3 3M
T+:R++_\/ﬁ_R3—+_M’ (25)



donde R, se define

1/2
R 1 Q? 1, [18AM? —1—12AQ? 1 / (2.6)
—— — —— (oS | = cos — .
A 402 A 3 [1 — 4AQ2]3/2 2A
El horizonte de Cauchy, r_, y la raiz negativa,r,, quedan dadas por
3 ) 3M
I - _ 2.
T R+++\/2A R-H— QAR_H_’ ( 7)
y
3 3M
=—R,, —|— 2 2.8
T4 ++ \/2A +++2AR++ (28)

r- Ry r Ri+ A r

Figura 2.1: Funciéon lapsus para el agujero negro RN-dS.

2.1.1. Caso Q=M

Estudiamos el caso particular donde la masa del agujero es M = (). En ausen-
cia de constante comoldgica , esta igualdad daria lugar a un agujero llamado ex-

tremo. Para determinar los horizontes del agujero negro determinamos los ceros de



la ecuacién de cuarto grado r* — 2(r? — 2Mr + M?) = r* — 3(r — M)* = 0, cuyas

raices son:

13 ( s ) | 29
r_ = %ﬁ (1 + \/4M ) : (2.10)
ry % % (1 - 4M\/7+ 1) (2.11)

1 /3 /A
=—\/—11 —AMy\/ =—+1]. 2.12
Tyt 5 A + \/ 3 + ( )

Las soluciones cumplen la desigualdad r4 < 0 < r_ < ry < ry4. Cuando son
iguales el horizonte de eventos y el cosmologico, el agujero negro se denomina agujero

extremo. Este caso ocurre cuando se cumple 4M = %, donde

1 /3
Ty =Ty = 5 K = 2M7 (213)

y el horizonte coincide con el radio de Schwarzschild.

2.2. Caso RNAdAS

Al estudiar el espaciotiempo con constante cosmoldgica negativa es conveniente
escribirla A/3 = —1/¢%, entonces la ecuacién que nos permite determinar los hori-
zontes queda mejor escrita en la forma A, = r* + (2(r?> — 2Mr + Q?). Este espaci-
otiempo tiene la posibilidad de no tener horizontes, si las raices de la ecuacién de

cuarto grado son todas complejas, caso correspondiente a la singularidad desnuda.



Si dos son complejas y dos reales distintas existe un horizonte de eventos r, y un
horizonte de Cauchy r_. Sin embargo, cabe la posibilidad de un agujero extremo,
donde las raices reales son iguales, y representan un horizonte de eventos R, . Este
horizonte se obtiene considerando las condiciones A, = 0 y 9A;/0r = 0, en cuyo

caso se obtiene explicitamente

1/2
1 Q2 1 1 [(0[BAM? — 36Q% + (7] 1
Sy Y . A - —Zl . 214
R, @[ 36+3€2605h{3cosh < T 12 5 (2.14)

Si el agujero tiene dos horizontes distintos, las soluciones corresponden a

r+:R++€\/%—ZE—§F—%, (2.15)
r:RJr—f\/%—};—i—%, (2.16)

rs=—R, +il %—F%—F%, (2.17)

Ty =T} (2.18)

Si el valor del discriminante de la rafz es 4 — L < 0 entonces el espaci-

2Ry 2 2

otiempo no representa un agujero negro y se denomina singularidad desnuda.



Figura 2.2: Funcion lapsus para el agujero negro RN-AdS. La curva superior corre-
sponde a la singularidad desnuda.



Capitulo 3

Ecuaciones de movimiento

Consideremos una particula de prueba con masa en reposo m y carga eléctrica ¢
moviéndose en el campo exterior de un agujero negro. Sin carga, la particula se mueve
a lo largo de una geodésica. Sin embargo, la aparicién de carga eléctrica produce
una fuerza de Lorentz en la particula, entonces podemos escribir las ecuaciones de

Hamilton en términos de la posicién z# y el momentum generalizado ,:

et _OH - dm _ OH
d\ — om,’ d\ Oz’

donde X es el parametro afin a la trayectoria y ‘H es el Hamiltoniano, que en términos

(3.1)

de los coeficientes métricos de la ubicacién de la particula, g, (z®), toma la forma

1
H = 59”" (7, — qA,) (my, — qA,), (3.2)

y esta expresion es para una particula de prueba en cualquier campo electromagnético
en un espaciotiempo curvo. El tetra-momentum es calculado con la primera ecuacion
de Hamilton p* = dx*/d\ = 7 — gA*. Con el tetra-momentum la fuerza de Lorentz
queda expresada en la forma dp*/d\ + Fgﬁpo‘pﬂ = qF"p,. El parametro afin es
A = 7/m y el tensor campo electromagnético es F,, = A,, — A4,,, donde A,

son las componentes del potencial vector. El campo asociado con esta solucién es

10
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F;, = —Q/r*. Mediante el formalismo hamiltoniano podemos determinar inmedi-
atamente dos constantes de movimiento, porque las componentes A, del potencial
vector y las componentes ¢ de la métrica son independientes de ¢t y de ¢, es de-
cir, el campo electromagnético y la geometria del espaciotiempo son estacionarios
y axialmente simétricos. Consecuentemente, el Hamiltoniano es independiente de ¢
y de ¢ y por consiguiente la ecuacién de Hamilton, dm,/d\ = —OH /0x", garantiza
que 7, y Ty son constantes de movimiento. La interpretacion fisica de las constantes
de movimiento se realiza en el caso limite donde desaparece el potencial vector y la
constante cosmoldgica, por lo tanto la métrica se comporta como una espacio plano.
Entonces las constantes de movimiento llegan a ser 7, = —E y my = J, siendo F
la energia y J el momentum angular (componente axial del momentum angular).
La tercera constante de movimiento es la masa residual de la particula de prueba
m = /=" Puby-
Para encontrar las ecuaciones de movimiento utilizaremos el formalismo de Hamilton-

Jacobi, donde el momentun generalizado es obtenido como el gradiente de una funcién
7, = 05/0z*. Consideramos una particula de prueba con masa m y carga ¢ en un

campo gravitacional. La ecuacién de Hamilton-Jacobi es dada por

S S oS
_9ZP _ [ 22 _
28)\ g (8:6“ Au) (8:1;” qA,,) , (3.3)

donde g, es la geometria de fondo. La componente del potencial vector electro-

magnético que no desaparece es la componente temporal A; = —%, y S es la funcién
caracteristica de Hamilton. Para nuestra métrica esférica la forma explicita de la

ecuacion de Hamilton-Jacobi corresponde a:
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1 (9S  qQ\? as\* 1 (as\* 1 [8S\* 0SS
5 (7 + %) 0 (3) + (5) e (35) +255 =0 00

Para resolver la ecuacion diferencial se propone el Ansatz siguiente

1
Szém%—lﬁ+3ﬂﬂ+5x®+J¢ (3.5)

lo que nos permite una facil separacién de variables y E y J son identificados como
la energia y el momentum angular de la particula. La sustitucién de este Ansatz

en las ecuaciones previas nos permite calcular las constantes del movimiento de la

siguiente forma: 0S/0X = —H, 0S/0t = m, y 0S/0¢ = m,, esto es,

s 1, 95 G5

_—_m,
2

ox

Reemplazando (3.6) en (3.4)obtenemos la siguiente ecuacién

1 9Q\’ 8S1\* 1 [0S\® = J? -

y recordando que f(r) = A,/r?, escribimos la ecuacién (3.7) de la siguiente manera

rt qQ ’ 95, ’ 95y ’ 2 002 2,2
X (E_T> +AT(W> —i—(%) + Jesct0 + r*m* = 0, (3.8)

Ahora introducimos la constante de Carter K, una cuarta constante de movimien-
to, que nos permite naturalmente la separacion de variables. Considerando que

05/00 = 1y = py, la constante de Carter es definida como

K = p} + J?cot* 0, (3.9)
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y también es definida otra constante L? > 0, de gran utilidad, como

L* =K+ J? (3.10)

de modo que encontramos las soluciones para las acciones radiales y angulares S; y

S

VR
Si(r) = ¢ drrr, (3.11)

S5(0) = e/d@\/@, (3.12)

donde € = £. Las funciones R y © son definidas por
R = (Er* — qQr)* — A.(m*r* + L?), (3.13)

O =K - J*cot?0 = L* — J*csc® 6. (3.14)

Para determinar la trayectoria de la particula por el método de Hamilton-Jacobi

consideramos

03 tant tant tant tant
—— = constante; —— = constante; —— = constante; — = constante,
0L? om?2 o oJ

(3.15)
donde la constante, sin pérdida de generalidad, puede ser considerada cero. Entonces

las ecuaciones obtenidas a partir de la accion resultan ser

asgm+asxm L, 95:(r)

oz "oz % Mo

851 (T’)
oF

05,(0)
aJ

=05 —t+

+6 =0,
(3.16)
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y obtenemos a partir de estas ecuaciones las siguientes cuadraturas para las érbitas

de las particulas de prueba

do dr

5=/ 7 (3.17)

A= /drﬁ’ (3.18)

_ [ g E =@
_/d TV (3.19)

Jesc?l
gb:/d@ -1 (3.20)

Estas son las ecuaciones béasicas del movimiento.

3.1. Ecuaciones de movimiento en el plano ecua-
torial

En el siguiente capitulo vamos a considerar el movimiento de particulas de prueba
en el plano ecuatorial definido por § = 7/2. Cuando restringimos el movimiento al
plano invariante, obtenemos inmediatamente que d¢ = Jdy y ademas la constante
L coincide con el momentum angular L = J. Las propiedades de las érbitas estan

dadas por la funciéon R y asi podemos establecer dos ecuaciones de movimiento

dr VR

dr AR

prinl e} (3.22)
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Los puntos de retorno de la particula cumplen la condicién % = 0, por lo tanto

desde la ecuacion (3.22) necesariamente

0= (E - §)2 — f(r) <m2 + f—j) : (3.23)

resolviendo para la energia encontramos el potencial efectivo, para una particula

cargada con momentum angular, definido como una funcién explicita de r

Vir) = g +/ f(r)y/m? + f—j (3.24)

Para el movimiento radial (L = 0), el potencial efectivo toma la forma

V(r)=—4+m\/f(r), (3.25)

Los gréaficos muestran los potenciales efectivos para particulas cargadas, tanto
para el agujero de RNdS como para el agujero RNAdS. En ambos casos la curva
inferior es para valores pequenos del momentum angular y las otras curvas corre-
sponden a valores positivos crecientes de L, con valores fijos de las otras constantes

de movimiento (m,q) , como también para valores fijos de los pardmetros de la

métrica (M, Q, A).

Figura 3.1: Potencial efectivo para particulas cargadas. El primero corresponde al
agujero negro de RNAdS y el segundo al caso RNdS.



Capitulo 4

Orbitas circulares

Nos centramos en el estudio de las o6rbitas circulares estables e inestables en
torno a los agujeros negros. Las érbitas circulares son determinadas por los valores
extremos del potencial efectivo V(r). Para determinar el valor de r, es decir, del
radio para el cual la orbita tiene una energia de valor extremo, es necesario calcular

la solucién de la ecuacién

v (r)
dr

~0. (4.1)

Por simplicidad definiremos el potencial efectivo de la siguiente manera

V(r)=h+/fj, (4.2)

definiendo las funciones h = #, f=fr)yj=m’+ f—j Asi, la ecuacién (4.1) queda

escrita en la forma

-1, .
W Fi+ 55+ 157 =0, (4.3)
donde las primas son derivadas respecto del radio. La ecuacién (4.3) resulta ser de

grado doce para la variable radial r, por lo que su solucién queda restringida al plano

16
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numeérico. Sin embargo, algunas raices reales tendran interpretacion fisica mediante
un analisis del potencial efectivo y observaremos que existe una érbita circular estable
y una inestable para el caso RNAdS y dos circulares inestables y una estable para el
caso RNdS. Es posible determinar también los periodos de revolucién de las orbitas
circulares tanto estables como inestables respecto del tiempo propio y coordenado.

A partir de la ecuacién (4.3) se obtiene una expresiéon para L

/ / / 2
L? <f:;2) +m?fh? = {%4@2 (i—i)} , (4.4)

2r2 3
y la solucién fisica de esta ecuacion de segundo grado representa el momentum an-
gular de las 6rbitas circulares estables e inestables. Escribimos la ecuacién (4.4) en

la forma

a+bL* = [c+ dL*)?, (4.5)

donde las constantes son definidas como

20702, _fhlg, _me" _f, f
a—mfh’, b= 2 CcC = 5 d—2—r2—ﬁ, (46)
1/2
b — 2cd — \/b% + 4d(da — be) /
L= — , (4.7)

1/2
b — 2cd — \/b? + 4d(da — be)
E=h 2 : 4.8
De modo que, teniendo las expresiones exactas para la energia y el momentum
angular, como constantes determinadas con el radio de la érbita circular, vamos a

ocupar estas ecuaciones para calcular los periodos de estas érbitas. A partir de la
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ecuacion del momentum angular podemos calcular el periodo de revolucién de la

orbita respecto del tiempo propio T, = 272"2, donde la solucién exacta para una

particula cargada en 6rbita circular es

b—2cd — /It 4d(da —bo)|

_ 9 | 0— 2ca — + a — bc

T, = 2 [ o ] , (4.9)
y el periodo de revolucién de la érbita en el tiempo coordenado es T; = 22;2 (E—h),

de modo que

7]l
T, = TT\/;, (4.10)

1/2
m2+b—2cd—\/b2+4d(da—bc)] / |

y explicitamente

17
Tt: f—

% (4.11)

2d2r?

Particulas neutras. Considerando el movimiento circular de particulas sin carga
eléctrica (¢ = 0), en las ecuaciones anteriores desaparece el término coulombiano, es
decir, h = 0. Esta condicién produce que los términos a y b sean nulos. Entonces el

momentum angular y la energia se reducen a los siguientes términos, respectivamente

Mr — Q% — Art/3
L, = 412
m"’\/ 2 — 3Mr + 2Q° (1.12)

2 _ 2 _ A
B - m (r* =2Mr 4+ Q* — Ar'/3) (4.13)
r \/r2—3M7“+2Q2

Los periodos para las orbitas circulares de particulas neutras son
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2r | r?2 —3Mr + 2Q)?
T — , 4.14
m \/M?”—QQ—AT’4/3 (4.14)
y
2 2 A4 1/2
T, — T, [r*—=2Mr+Q*— Ar*/3 , (4.15)
Vi r2 — 3Mr + 20Q)?

y estas expresiones coinciden con los periodos de las érbitas circulares de Schwarzschild

cuando la carga y la constante cosmoldgica son nulas.



Capitulo 5

Movimiento de particulas cargadas

en el agujero negro de
Reissner-Nordstrom Anti-de Sitter

Para realizar un estudio detallado del movimiento de particulas cargadas en el
agujero negro de Reissner-Nordstrom Anti-de Sitter, es muy importante analizar el
potencial efectivo. El grafico siguiente ilustra los niveles de energia que vamos a con-
siderar, donde estan explicitas las distancias fisicas correspondientes a las trayectorias
que seran solucionadas en forma analitica.

La energia de las trayectorias no puede ser menor que el potencial efectivo. A
continuacion daremos una descripcion de las érbitas permitidas en estos agujeros

negros, clasificaindolas en cinco trayectorias:

1 Orbita planetaria: La érbita corresponde a una trayectoria confinada a os-
cilar entre dos distancias extremas llamadas periastro y apoastro. Estas trayectorias

tienen una solucién aproximada llamada limite de Reissner-Nordstrom.

2 Trayectorias de segunda clase: La trayectoria de segunda clase se calcula

con los mismos parametros, energia y momentum angular, de la 6rbita planetaria y

20
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Figura 5.1: Potencial efectivo para particulas cargadas en el agujero negro de RN-

AdS.

corresponde a una trayectoria que parte del reposo y desde una distancia finita, menor
al periastro, y se precipita al horizonte de eventos. Tienen un punto de retorno dentro
del horizonte de Cauchy. Estas trayectorias también tienen una soluciéon aproximada

llamada limite de Reissner-Nordstrom.

3 Orbitas circulares: Para ciertos valores fijos de las constantes, la ecuacion
de las geodésicas permite la existencia de érbitas circulares inestables y estables. La

orbita circular estable tiene un radio mayor que la érbita circular inestable.

4 Trayectorias criticas: Estas trayectorias tienen la misma energia que la
orbita circular inestable y existen dos tipos. La trayectoria critica de primera clase,
la cual parte del reposo y desde una distancia finita mayor que la distancia circular
inestable aproximandose a ella asintoticamente. La trayectoria critica de segunda
clase se aproxima a la orbita circular inestable asintéticamente desde una distancia

menor.
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5 Trayectorias radiales: Estas trayectorias poseen momentum angular nulo
y fisicamente son particulas que caen desde una distancia inicial, desde el reposo, y se
precipitan al horizonte de eventos. El comportamiento de esta trayectoria es diferente
desde el punto de vista del tiempo coordenado con respecto a la caida radial segin
el tiempo propio.

La ecuacién que gobierna el movimiento de la particula para el caso del mo-
mentum angular distinto de cero, L # 0, es (3.21). La funcién R corresponde a un
polinomio de sexto grado, y para esta seccién la denotaremos en la forma R = Ps(r),

donde el polinomio explicitamente es

m2 m2¢? m2

2 2
Py(r) =71° = (E——1 L )r4—2€2 (M—QQE>r3

(5.1)

Las distintas soluciones reales del polinomio de sexto grado seran las distancias
fisicas del movimiento, como por ejemplo distancias de periastro, apoastro y radios de
orbitas circulares y las 6rbitas permitidas dependeran de los valores de las constantes
E, M, Q, gy L. Vamos a considerar dos conjuntos de valores para las constantes
anteriores; el primero de ellos permite la existencia de orbitas planetarias y para este
caso el polinomio de sexto grado tiene seis distancias reales. Ademas este primer
conjunto contiene una trayectoria de segunda clase que se precipita al horizonte
de eventos. El segundo conjunto de valores fijos para las constantes corresponde

fisicamente a las trayectorias criticas, dentro de las cuales estd la drbita circular

inestable.
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5.1. Orbitas planetarias

El estudio de érbitas planetarias se refiere a trayectorias confinadas a oscilar
entre dos valores extremos. Este movimiento es de suma importancia para el estudio
del sistema solar considerando que los planetas coresponden a particulas de prueba
cargadas y que el Sol tambien tiene un exceso de carga. También puede ser aplicado
al movimiento de estrellas pertenecientes a una galaxia que orbitan alrededor de un
agujero negro ubicado en el centro de dicha galaxia. Las distancias de periastro y
apoastro corresponden a las raices rp y 74 del polinomio P(r). La expresién para

este polinomio viene dada por

Ps(r) = (r — op)*P(r). con P(r)y=(r—pp)(r—rr)(r—rp)(ra—r). (5.2)

Esta trayectoria esta definida en los siguientes limites:or < 0 < pp <71p <71p <
r < ru. La ecuacién de movimiento para las érbitas planetarias tienen la siguiente

cuadratura:

dr  (r—op)y/P(r)
Cdo (Lp

, (5.3)

y la integral correspondiente es

" —dr
P(r) = ZLP/ . (5.4)
TA (T - UF) P(T)
. _ 2L _ 1 _ (ra—pr)
Definiendo las constantes (p = \/(TA_TF)’E’TP_pF), ap = oy ¥ Op = Facor)or o)’

la solucién viene dada por las integrales elipticas de Legendre de primera y tercera

especie



o(r) = Cp lapF (Yp; kp) + BpIl(Yp; kp,np)],

1p = arcsin \/(TP —pr)lra—r)

(ra—rp)(r—pr)’

donde las constantes son

. \/(m—m)(m—m o rp=ra)(or — pr)

(ra—re)(re — pr)’ (rp —pr)(op —1a)

La precesién de perihelio, Ay, definida por

20(rp) = 21 + Ay,

estd dada en forma exacta por la siguiente expresién

Ap = 2(p lapF(¢Yp(ra); kp) + Bpll(vp(ra); Kp,np)] — 27,
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(5.5)

(5.6)

(5.9)

donde F(ip(ra);kp) es la integral completa de Legendre de primera especie y

(¢p(ra); kp,np) es la integral completa de Legendre de tercera especie

5.1.1. Limite Reissner-Nordstrom

Cuando consideramos despreciable el término cosmolégico, es decir, { — oo,

la solucién corresponde al espaciotiempo de Reissner-Nordstrom. La solucion de la

orbita planetaria en el agujero negro de Reissner-Nordstrom puede ser calculada en

forma analitica y expresada como funciones elipticas de Jacobi. La ecuaciéon que

gobierna el movimiento de la particula para este caso toma la forma
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dr\2 4 9 1 2ML?*  Q?L?
(%) = |72 =+ 2ntnt = @) — it i@ =@t + 2 - ]

(5.10)

Para resolver la trayectoria planetaria primero definimos la constante £2 = (m? —

E?)71 y la ecuacién (5.10) queda escrita en la forma

(%)2 _ f‘;—gg, (5.11)

donde

Py(r) = —r'+&’2(m*M —qQE)r* — (L*+m*Q*— ¢*Q*)r* +2M L*r — Q*L?]. (5.12)

Este polinomio requiere de cuatro raices reales, por lo tanto lo escribiremos de
la siguiente manera: Py(r) = (ra — r)(r — rp)(r — rg)(r — pr), v la trayectoria
estd definida en los siguientes limites: 0 < pp <71p <7p <7 < T4.

La ecuacion de movimiento para las érbitas planetarias tienen la siguiente cuadratu-

ra

é(r) = eLp / ' ;Zr)’ (5.13)

y la solucion viene dada por la integral eliptica de Jacobi de primera especie

o(r) = EpF(Yp; kp), (5.14)

2eL
Ep = (Jra e —re) (5.15)

donde
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1p = arcsin \/(TP —pr)(ra—7) Kp = \/(TA —rp)(re - pF). (5.16)

(ra—rp)(r—pr)’ (ra—rp)(re = pr)

1 _ (ra—rp)

Definiendo las constantes w = = y § = ~2—24 podemos calcular la ecuacién en
&p (re—pr)

coordenadas polares mediante el seno eliptico de Jacobi

T4+ prosn?(we)

= 5.17
(@) 1+ 0sn?(wo) ( )

y la precesion de perihelio Ap, viene dada ahora por la expresion
Ap =2[pK (kp) — ], (5.18)

siendo K (kp) la integral completa de Jacobi de primera especie. La érbita es graficada

para valores fijos de las constantes de movimiento

Figura 5.2: Orbita Planetaria para el espaciotiempo de Reissner-Nordstrom. Se ob-
serva la precesion de perihelio de la érbita confinada.
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5.2. Trayectoria de segunda clase.

Esta trayectoria parte del reposo desde una distancia finita y se precipita al
horizonte de eventos. Estas trayectorias manifiestan una de las caracteristicas mas
importantes de los agujeros negros que son la captura de las particulas que se pre-
cipitan al horizonte de eventos. Estas trayectorias tienen un punto de retorno pr a
una distancia menor que el horizonte de Cauchy. Esta trayectoria se encuentra entre

los siguientes limites: op < 0 < pp <r < rp < rp < ryu. La cuadratura es

" —dr
¢(r) =(Lp /F o VB (5.19)

donde ahora el polinomio de cuarto grado se escribe de la forma P(r) = (r—pg)(rrp—

r)(rp —r)(ra — r). Definiendo las siguientes constantes (p = 7 %L)’Z’ - = Cp,
ra—rp)(rP—pF

y Br = %, la solucion puede ser expresada por integrales

1
TP—OF

ap =

elipiticas de Legendre

o(r) = Cp lapF(Yr; kr) + Brll(Yr; kp,nr)] (5.20)

Yp = arcsin \/<TP —pr)(re = 1) (5.21)

(re —pr)(rp —1)’

donde

~ fra—re)rr —pr) _(rr —pr)(or —7p)
ki = \/(m S L (5.22)
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5.2.1. Limite Reissner-Nordstrom para la trayectoria de se-
gunda clase

La trayectoria de segunda clase también puede ser aproximada al limite donde se
considera la constante cosmolégica despreciable. Esta es la solucion aproximada, la

cual para este caso es la integral eliptica de Legendre de primera clase

¢(r) = CrarF(Vr; kF), (5.23)

y esta solucion nos permite la inversion del problema, obteniendo una ecuacion polar

para la trayectoria

rp — TPVSWQ(W@

r = 5.24
S S ) 20
donde las constantes son w = Gar V= :IFD :Zi . El grafico de la trayectoria aproxi-

mada de segunda clase es

Figura 5.3: Trayectoria de segunda clase. La carga parte desde una distancia finita
y cruza el horizonte de eventos.
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5.3. Trayectoria critica de primera clase

Las trayectorias criticas de primera clase son particulas que se aproximan asintética-
mente a una orbita circular inestable, r., desde distancias mayores al radio critico.
Esta trayectoria esta en los siguientes limites: 14 < 15 <0 <1y <71. <71 <711,y para

esta seccién denotaremos R = F.(r), donde

F.r) = (r —7r6)(r —rs)(r —r)2(r1 — r)(r —r4). (5.25)

Asi la ecuacion de la trayectoria nos queda

dr  (r— rc)\/(r —1g)(r—15)(r1 —r)(r —ry)
+os = i , (5.26)

Consideramos la caida desde r;. La integral, de acuerdo a (5.26) es

) (1 T —dr : 5.27
ch ( ) /r1 (T_TC)\/(TI_r)(r—r4)(7”—7“5)(7’—7"6) ( )

y las constantes definidas a continuacién nos permiten entregar la solucion exacta

para el dngulo ¢ de la trayectoria critica de primera clase: a; = ——2E2
V/ (ri=rs)(ra—re)

= (mirc) Y= % Dicha solucién es

S (r) = a1 [BLF (s ie) + NIL(Ye; iy me)] (5.28)

donde

YV = arcsin \/(T4 —ro)(ri =) (5.29)

¢ (ry —ra)(r —rg)’

K(l) — \/(7“1 — 7'4)(7‘5 - TG) (530)

¢ (r1 —rs)(ra —16)’
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= Sy 62y

El grafico para este movimiento es el siguiente

Figura 5.4: Trayectoria critica de primera clase. La carga llega desde una distancia
mayor que el radio critico y se aproxima asintoticamente a la érbita circular inestable.

5.4. Trayectoria critica de segunda clase

La trayectoria critica de segunda clase se aproxima a la 6rbita circular inestable
desde distancias menores al radio critico. Esta trayectoria esta entre los siguientes
limites: 74 <15 < 0 <1y <71 <r.<ry Yy esconveniente integrarla como la subida

desde r4. La cuadratura para el angulo ¢ es

r dr
¢ (r) = LLp / , (5.32)
T4 (rc - T) \/(Tl - T) (T - 7“4)(’/‘ - T5)(T - rﬁ)
y considerando «q, definido en el caso anterior, y las constantes (5 = (ri—rs) YV Yo =

(ra—rs) .,
[ Tr— la solucion es

D (r) = on [ F (Vi ke) + 72Il(he; Fiey me)] (5.33)
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(ri=rs)(r—ra) ,.(2) _ /(ri—ra)(rs—re) (2) (r5—re)(r1—14)
(r1—=rs5)(ra—re)

donde zﬁ?) = arcsin

)
S

yne =

(ri1—ra)(r—rs) (ra—re)(r1—rs)°

El grafico correspondiente es

Figura 5.5: Trayectoria critica de segunda clase. La carga llega desde una distancia
menor que el radio critico y se aproxima asintéticamente a la érbita circular inestable.

5.5. Trayectorias radiales

Es muy importante el estudio de trayectorias que se precipitan radialmente al
horizonte de eventos, estas trayectorias manifiestan claramente que las particulas
vistas desde el tiempo propio logran cruzar el horizonte de eventos, sin embargo de-
moran un tiempo coordenado infinito en llegar al horizonte. El movimiento radial de
particulas corresponde a trayectorias sin momentum angular, L = 0. Primero con-
sideramos el caso RN-AdS, donde () < M. Escribimos una relaciéon de importancia

para el calculo de las trayectorias



32

2
1_2T

N
fr)  F(r)
donde el polinomio de cuarto grado es F(r) = r*+2(r? = 2Mr+Q?) = (r—ry)(r —

(5.34)

r_)j(r). Diferenciando la ecuacién (3.18) e imponiendo L = 0 planteamos la ecuacién

que gobierna este movimiento

dr\? q 2 2M Q*  r?
(%) :(E—T) —m2<1—7+r—2+£—2>, (5.35)

y para poder efectuar la integracién es conveniente escribir la ecuacién de las trayec-

torias en la siguiente forma

2 2
(i) -5 o3
donde definimos el polinomio de cuarto grado G(r; a, 3,7) := ar? + Br — v —r. Las
constantes son definidas positivas « := (2(E*/m? — 1), 8 := 203(M — qQE/m?) y
v := £*(1 — ¢*/m?). La cuadratura para el tiempo propio es

(5.37)

l / r
T(r)=+— | ——=dr,
(=% 75 ©
donde el signo (+), en la integral, es la subida radial y el signo menos, (—), representa

la caida radial. La correspondiente cuadratura para el tiempo coordenado, con la

misma interpretacién de los signos, resulta ser

e a@QY dr
=+ [ 70 (E T) et (5.38)

Estas soluciones seran estudiadas a continuacion.
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5.5.1. Caso alfa: Caida radial segin el tiempo propio

El movimiento radial que vamos a considerar corresponde a la caida desde el
reposo y desde una distancia de partida finita Ry. Entonces la cuadratura para el
tiempo propio toma la forma

e [
T(r) = ——
m Jr, \/G(r)

y la funcién radial para este caso es G(r) = (Ry — r)(r — po)(r — o1)(r — 02), la cual

dr, (5.39)

tiene cuatro raices reales y distintas Ry > r > pg > 0 > 07 > 09. Luego, la solucién

€s

7(r) = koll(¥; 5, v) + kr F(T; k), (5.40)

las constantes de esta soluciéon son

14 2(R0 —0'2>

k(J: - )
m \/(Ry — 01)(po — 02)

(5.41)

kp = — . (5.42)

donde

— arcsin (po — 02)(Ro — 1)
Y- \/ (Ro— o) — ) o4

| (Ro—po)(o1 — 09)
= \/(Ro ey (5.44)
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_ po— Ro
v=——.
Po — 02

(5.45)

Esta solucion es representada graficamente junto a la del tiempo coordenado en la
figura (5.6). Se observa en este grafico que la particula cruza el horizonte de eventos

en un tiempo propio finito.

5.5.2. Caso beta: Caida radial segun el tiempo coordenado

La cuadratura para la caida radial respecto al tiempo coordenado estd dada por

3 T E3— 2 _
e ( r® —qQr ) dr | (5.46)

t(r) =
m J Ry F (T) G(’I“)
y para realizar el calculo del tiempo coordenado como funcién de la distancia radial,

es apropiado expandir en fracciones parciales el término central de la integral, es

decir,

Er®—qQr* A N B C+ Dr
F(r)  r—ry 7r—1_ J(r)

(5.47)

donde la funcién j(r) = r? + ar + b?, y las constantes estan dadas por a = r_ +r, y
b? = (? + a? — r_r,. El caso de interés fisico es el comportamiento del tiempo en las

proximidades del horizonte de eventos, por lo tanto, el primer término es de mayor

7’2 T4+—
relevancia en las distancias cercanas al horizonte, cuya constante es A = %.
Entonces poemos escribir la solucién general en la forma

t(?") = AotD(T> + Altl(r) + AQtQ(T) + Agtg(?“), (548)

donde, claramente cerca del horizonte, el tiempo coordenado es aproximadamente el

término divergente
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t(r) ~ Aotp(r), (5.49)
donde la constante viene dada por
v 24

" m (Ro—r4)(ry — 02)\/(R0 —o1)(po — 02).

La solucién exacta para el tiempo divergente en el horizonte de eventos es

(5.50)

tp(r) = (Ro — o9)II(¥; k,n) — (Ry — 1) F(¥; k), (5.51)

y los parametros que definen esta solucion son los mismos de la solucién para el tiem-

po propio, pero adicionando la constante n = Vﬁ. La siguiente figura muestra
el comportamiento del tiempo de caida radial para la particula segtin los tiempos
propio y coordenado. Fisicamente se observa un similitud con el caso Schwarzschild
donde la particula cruza el horizonte con respecto al tiempo propio, pero jamas llega

al horizonte segtin el tiempo coordenado.

\
\
\
\
\
\
\
\
\

T

0 ry Ro

Figura 5.6: Movimiento radial para particulas de prueba cargadas respecto al tiempo
propio 7 (curva sélida) y respecto al tiempo corrdenado ¢ (curva segmentada) para
valores fijos de las constantes.



Capitulo 6

Movimiento de particulas cargadas
en el agujero negro de
Reissner-Nordstrom de Sitter

Ahora realizamos un estudio detallado del movimiento de particulas cargadas
en el agujero negro de Reissner-Nordstrom de Sitter. El grafico siguiente ilustra el
potencial efectivo que vamos a considerar, donde estan explicitas las distancias fisicas

correspondientes a las trayectorias que seran solucionadas en forma analitica

ry Ri

Figura 6.1: Potencial efectivo para particulas cargadas en el agujero negro de RN-

AdS.

A continuacién daremos una breve descripcion de las érbitas permitidas en estos

agujeros negros, clasificandolas en cinco trayectorias:

36
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2 Trayectorias de primera, segunda y tercera clase: Las trayectorias
de primera clase son las circulares estables y las érbitas planetarias. La de segunda
clase corresponde a una trayectoria que parte del reposo y desde una distancia finita
y se precipita al horizonte de eventos. La de tercera clase parten desde una distancia

finita y suben hacia el horizonte cosmoldgico.

3 Orbitas circulares: Para ciertos valores fijos de las constantes, la ecuacion

de las geodésicas permite la existencia de orbitas circulares inestables y estables.

4 Trayectorias criticas: Existen trayectorias criticas de primera clase las
cuales parten del reposo y desde una distancia finita mayor que la distancia circular
inestable aproximandose a ella asintoticamente. La trayectoria critica de segunda
clase se aproxima a la oOrbita circular inestable asintéticamente desde una distan-
cia menor. Existe una Trayectoria critica de tercera clase con dos valores extremos

asintoticos

5 Trayectorias radiales: Estas trayectorias poseen momentum angular nulo
y fisicamente son particulas que caen desde una distancia inicial y del reposo y se
precipitan al horizonte de eventos. En este caso también se calculan trayectorias para
particulas que se precipitan al horizonte cosmolégico en agujeros negros RNdS. El
comportamiento de esta trayectoria es diferente desde el punto de vista del tiempo
coordenado con respecto a la caida radial segtn el tiempo propio.

La ecuacién de movimiento para las trayectorias de particulas cargadas con mo-

mentum angular L # 0 viene dado por la ecuacién

dr\” 2 oM Q> A %
(é) :<E—§) —(1—7+%—§r2) (m2+r—2), (6.1)
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la ecuacién bésica de las trayectoria la escribimos

L (mvAY pe(r)
r—(\/§> s (6.2)

donde el polinomio caracteristico para las diferentes trayectorias permitidas corre-

sponde a

L? 3rt
_ .6
pe(r) =r (1+m2r2> T

Q\> oM Q2 L2
(-22) - (-2 %) (e )

ahora escribimos la ecuacién de movimiento para el angulo azimutal

(%)2 N (%)21’6(”’ (6.4)

que luego de definir la constante ( = %ﬂ’l\, la cuadratura del angulo adopta la forma

simple

otr) = ¢ [ o (6.5)

V/ps(T) 7

donde el signo (+) es para dngulos crecientes y el signo (—) es para angulos decre-

cilentes

6.1. Trayectoria de segunda clase: Caida al hori-
zonte de eventos

Existe en el caso de de Sitter una trayectoria que parte desde un distancia finita
y desde el reposo y cae al horizonte de eventos. El rango de esta trayectoria cumple
la relaciéon Ry > r. > rg > r > py > 0 > 0¢, v la cuadratura siguiente es para el

angulo en funcion del radio
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" —dr
o) =¢ [ ———. (6:5)
ro \/ DPé (T)
donde el polinomio caracteristico viene dado por
po(r) = (Ro — 1)(re = 1)*(ro — 7)(r = po) (r — o), (6.7)
la integral toma la forma siguiente
" —dr
o(r)=¢ , (6.8)
ro (re = 1)\/(Ro —1)(ro — r)(r — po)(r — o0)
con esto podemos obtener la solucion
1
Z¢(T) = ar [B1F (; K1) + vill(; Kr,np)] (6.9)
donde las constantes de la solucién son, respectivamente, a; = 2 , Br =
V/(Ro—po)(ro—00)
m vy = %, y los pardmetros que definen las integrales elipticas

vienen dados por

[ (ro = po)(Ro — a9)
K“‘¢u%—mxm—a@’ (610)

(ro — po)(re — Ro)
(RO - ,00)(7“8 - 7”0)’

(6.11)

nr =

= arcsin (Fo = po)(ro — )
o(r) = \/(7‘0 ~ o) (Bo— 1)’ (6.12)

El siguiente grafico muestra la trayectoria de estas particulas
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Figura 6.2: Trayectoria de segunda clase para el caso RNdS: la carga se precipita al
horizonte de eventos.

6.2. Trayectoria de tercera clase

El agujero RNdS permite una trayectoria que parte desde el reposo y una dis-
tancia finita para alejarse del centro del campo y cruzar el horizonte cosmoldgico, la
cual la denominamos trayectoria de tercera clase. El rango del movimiento de esta

particula cumple r > Ry > r. > r9 > po > 0 > 0. La cuadratura para este caso

T dr

Ro 1/ p6<7") ’

Ahora el polinomio se escribe segin el rango del movimiento pg(r) = (r — Ro)(r —

o(r) =¢ (6.13)

re)%(r — ro)(r — po)(r — 0p). Asi podemos establecer la integral del movimiento

" dr
Ro (r—1e)y/(r — Ro)(r — o) (r — po)(r — 00)’

la solucion a esta trayectoria también viene dada por las integrales elipticas

¢(r) =¢

(6.14)
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1
Z¢(T) = ar [BrrF(; Kir) + vull(e; K, nar)] (6.15)
_ 2 _ 1 _
donde las constantes se definen por aj; = s Brr = oo Y =

%, y los parametros de las integrales corresponden

~ [(ro = po)(Fo — 00)
K= \/(Ro = o) (ro — 09 (6.16)

(6.17)

= arcsin (ro = 00)(r = Fo)
() = \/(Ro . r— (6.18)

El grafico siguiente representa esta trayectoria

Figura 6.3: Trayectoria de tercera clase, caso RNdS: la carga avanza hacia el horizonte
cosmologico.



42

6.3. Trayectorias criticas

Existen en este agujero negro la posibilidad de dos érbitas circulares inestables,
las cuales pueden dar lugar a tres trayectorias criticas, de las cuales una es tnica de
este agujero negro, es decir que no se encontrara en ningtin otro espaciotiempo. Esta
trayectoria posee dos distancias asintéticas correspondienes a los dos radios circulares
criticos. Para determinar estas trayectorias vamos a considerar un potencial efectivo
caracterizado por la constante L; que establece dos orbitas circulares inestables de
igual energia, E;. Definiendo los radios inestables como r; y R;, donde r; < Ri. Los

radios inestables cumplen la relacion

Eu=Vi)=V(R) vy (d‘;ff))r:& _ (d‘;ff))r:” —0. (6.19)

Para calcular las tres posibles trayectorias consideramos la cuadratura

(6.20)

"odr
R
oo \/ P (7’)
donde gy es la distancia desde donde comienza el movimiento y el polinomio corre-
spondiente es pg(r) = (R; — r)*(r — r;)*(r — p;)(r — ;). La integral general de las

trayectorias queda expresada por

" dr
-+ 7
o) ‘ oo |Ri = rllr —ril\/(r — pi)(r — o)

cuya solucién puede ser expresada en términos de funciones elementales

(6.21)

$O () = o) + 6P () - v, (622
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D (r) = +& In &1+ &a(r — Ri)|;i€3_\£|(7‘ — p)(r — 0y) 7 (6.23)
P (r) = £noIn et (r = 1) ;T;ﬂ(r — ) — o) ) (6.24)

¢ 1
Ri=ri \/(Ri—pi)(Ri—0)’

& =2 — pi)(Ri —03), & = 2R, — p; — 04, & = 23/ (Ri — pi) (R — 03), mo =

¢ 1
Ri=ri [ (ri—pi)(ri—o:)

La trayectoria critica de primera clase corresponde a una particula que cae desde

donde 1, es la constante de integracién y las otras constantes son &y =

yTh = 2(7”1'—,0@')(7’1'—%), Ne = 2r;—pi—0;, N3 = 2\/(”’1’ - Pi)(ri - Ui)

una distancia inicial mayor que R; y se aproxima asintéticamente a la 6rbita circular
inestable. El rango de movimiento corresponde a r > R;. La trayectoria critica de
segunda clase corresponde a una particula que sube desde una distancia inicial menor
que r; y se aproxima asintéticamente a la dérbita circular inestable. El rango de
movimiento corresponde a r < r;. La trayectoria critica de tercera clase corresponde
a una particula que parte desde una distancia inicial mayor que r; y menor que R;,
y se aproxima asintoticamente a ambas dérbitas circulares inestables. El rango de

movimiento corresponde a r; < r < R;.

Figura 6.4: Trayectorias criticas de primera, segunda y tercera clase para el agujero

negro RNdS.
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6.4. Movimiento radial

El movimiento radial L = 0 de particulas cargadas esta gobernado por la siguiente

ecuacion

d?“ 2_ CIQ 2 2M Q2 AT2
(%) —<E‘T) ‘“”‘2(1‘7*?‘?)‘ (6:25)

La ecuacion de las geodésicas sugiere, ademas, la introduccién de un potencial

efectivo

1/2
V(r>:§+m<1_¥+@_1\_ﬂ) , (6.26)

r+ r++

Figura 6.5: Potencial efectivo radial apropiado para el agujero negro de RNdS

Para diferentes valores de la constante E las trayectorias radiales permitidas son
las siguientes:

1.- Zona de Captura. Si E > E., donde E. es la energia critica del punto de
inestabilidad, las particulas se pueden precipitar al horizonte de eventos o también

al horizonte cosmoldgico.

2.- Trayectorias Criticas. Si E = E,, la particula puede estar en reposo a una
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distancia inestable D.. Trayectorias que arriban desde distancias mayores y menores

que D., se acercan asintéticamente a la distancia inestable.

1.- Zona de Confinamiento. Si E < E., vamos a considerar dos movimientos
basicos denominados trayectorias radiales de primera clase y segunda clase. Esta
clasificacion es segin si la particula se precipita al horizonte de eventos o al horizonte

cosmoldégico.

La ecuacién de movimiento (6.25) es conveniente escribirla

dr\?  Am?Go(r)
=) = 6.27
(dr) 3 2’ (6:27)
donde el polinomio caracteristico de la trayectoria es
Go(r;a, B,7) ==r* —ar? + pr —~, (6.28)

y las constantes de este polinomio son definidas positivas « := 2(1 — E?/m?), § :=
A(M —qQE/m?) y v 1= 2Q*(1 - ¢*/m?).

Para el movimiento radial tenemos finalmente la siguientes relaciones

dr mvVA+\/Gor)
Y (6.29)

o= %Fi") <E - g) , (6.30)

idr _ m—\/FFO") (E _ g)_l VGolr) (6.31)

a3

y la funcién Gy(r) tiene cuatro raices.
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6.4.1. Movimiento radial de primera clase

Las trayectorias que parten desde una distancia finita y caen al horizonte de
eventos son denominadas de primera clase. Poseen cuatro raices reales y distintas,

que cumplen Ry > rg > dy > 0 > dy. Entonces podemos escribir la funcién

Gr(r) = (r — Ro)(r —ro)(r — dy)(r — dg), (6.32)

La cuadratura para el movimiento segin el tiempo propio es

(r (6.33)

L V3 r
)_imﬂ/mdr’

La cuadratura para el movimiento segiin el tiempo coordenado esta dada por

t(r) = im\/\j’_% / FT;’) (E— ?) g:(r). (6.34)

Tiempo Propio 7(!) Calculamos la caida radial al horizonte de eventos con
respecto al tiempo propio. La regién de integraciom es Ry > 1o > r > dy > 0 > ds.

La cuadratura

V3 " —rdr

() = (6.35)
T (r , )

mvA ro \/(RO—r)(ro—r)(r—dl)(r—dQ)

La corespondiente solucion es

TD(r) = K1 F (s k1) — KIL(W1; k1, m1), (6.36)
donde las constantes son
2 2 —
= V3 fo L (Fo — o) (6.37)

~ mvVA/(Ro — di)(ro — da) VA (Ry — di)(ro — da)’
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y los parametros que definen las integrales elipticas

(TO — d1>(R0 — 7") (RO — d1)<7“0 — dg) RO — d1
(6.38)

1 = arcsin \/<RO —d)(ro 1) K1 = \/(TO —dy)(Ry — do) - ro — dy ’

Tiempo Coordenado t!) La cuadratura para el tiempo coordenado esté dada

por la expresion

t(l)(

[ () (639

Es necesario expandir en fracciones parciales para encontrar las funciones que
definen el tiempo coordenado como una funcién del radio. La expansion es
3 2
r° —qQr A B C D
Q@ _ + + , (6.40)

F(r) Cray—T T—Ty T—T_ T —T__

la solucion general para el tiempo coordenado

t(l ( ) Alt[( ) + Agt[](T) + A3t[[](’l") + A4t[v(7"), (641)

la solucion divergente en el horizonte de eventos es t;;

A3 2B
Ay = = , 6.42
M (Ry — 14 )(ro — r4)y/(Ro — dy)(ro — ds) 542)

trr(r) = (ro — ) F(¢1; k1) + (Ro — 7o) (31 K1, m2), (6.43)

donde la constante de la integral

Ry — —d | Ry —
n2:\/ 0o — T+ To 1 =y 0—7“+7 (6.44)
7"0-7“+R0-d1 T’O—T‘+
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6.4.2. Movimiento radial de segunda clase

El movimiento radial de segunda clase corresponde a particulas que parten desde
una distancia inicial Dy desde el reposo alejandose hacia distancias mayores has-
ta finalmente cruzar el horizonte cosmolégico. El rango de este movimiento es el

siguiente

TZRO>T0>d1>0>d2, (645)

también este movimiento lo estudiaremos primero segin el tiempo propio de la

particula y luego segin el tiempo coordenado.

Tiempo Propio 7® La cuadratura bésica del tiempo propio como funcién

del radio viene dada por la siguiente expresion

7_(2)<7n) _ \/§ " rdr ’
mvVA Jr, \/(7" — Ro)(r —1ro)(r —dy)(r — ds)

La solucion es expresada como una combinacién lineal de integrales elipticas de

(6.46)

Jacobi de primera y tercera especie

TO(r) = Ky F(vo; 1) + KTL(3o; 1, 13), (6.47)

Las constantes correspondientes

V3 21 % V3 2(Ry —10)

K = /A \/(Ro —dy)(ro — da) B mv/A \/(Ro —dy)(ro — d2)7

(6.48)

1y = arcsin \/(TD — &)(r — o) Ky = \/(TO —dy)(Ry — dy) Na = Ry — do
(Ro — da)(r — 1g) (Ro — d1)(ro — do) A —

(6.49)
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Tiempo Coordenado t? La expresién exacta para el tiempo coordenado en

funcién explicita de r

@), :A_3 " (Erd — qQr? dr
t9(r) = — RO( Fo) )m (6.50)

La solucion general la podemos dividir en cuatro funciones

£ (r) = Autr(r) + Astyr(r) + Astrrr(r) + Astrv (r), (6.51)

La solucién divergente en el horizonte cosmoldgico es ¢y, por lo tanto la particula
demora un tiempo infinito en llegar al horizonte cosmologico. La expresién exacta

para la funcion t; es

tr(r) = (ryy — Ro) F'(Yo; k1) + (Ro — 70)T1(32; K1, na), (6.52)

La constante que multiplica a la funciéon divergente viene dada por la siguiente

expresion

A3 2A
1= — , (6.53)
m (riq — Ro)(ris — To)\/(Ro —dy)(ro — da)
Las constantes de la integral son las siguientes
—ra Ro—d _
Ty = "++ —To 110 2 ns "++ — 7o (6.54)

- )
T4+ — Ro 1o — do ry+ — Ry

6.4.3. Trayectorias radiales criticas

Un caso que solo se da en el agujero negro RNdS es la existencia de una distancia
de equilibrio inestable, donde la particula queda en reposo. En este caso consid-

eraremos que se cumple que: £ < 1 y que ¢ < 1 ,con lo cual las constantes del
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polinomio permiten cuatro soluciones reales donde dos son iguales, y corresponden

a la distancia critica D¢, es decir,

Gri(r) = (r — Do)*(r — Dy)(r — Dy), (6.55)

Vamos a definir el polinomio de segundo grado ¢(r) = (r — D1)(r — D). Con esto

la solucion general para el tiempo coordenado es

(6.56)

r
T(r) = %A / dr,

r — Dely/g(r)
Distinguiremos dos tipos de trayectorias criticas, las de primera clase son trayec-

torias que se acercan a la distancia critica desde radios mayores y las de segunda

clase se acercan al radio critico desde distancias menores.

Critica de Primera clase 7'1(6) Esta trayectoria se aproxima asintéticamente

a la distancia de equilibrio inestable desde distancias mayores, la region donde

Ro>r>D.> Dy >0> D, (6.57)

Consideraremos la caida desde una distancia Ry menor que el horizonte cosmoldgi-
co y mayor que la distancia critica » > D¢, v elegimos el signo negativo porque se

aproxima a distancias menores

CrRE r -
) = A/RO e (6.58)

La integral es convenientemente separada en dos expresiones

GOy B B e i v o
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y la solucion general es la suma de ambas

7Oy = A[ry(r) + 71(r)], (6.60)

La primera integral 7;(r) nos entrega una funcién regular en la distancia critica

y viene dada por la cuadratura y solucién siguiente

mi(r) = RT\/_%, (6.61)
7i(r) = In Dg:f;i \/_VRO (6.62)

La segunda funcién 77;(r) es divergente en D¢, por lo tanto la particula tarda
un tiempo infinito en llegar a la distancia de equilibrio inestable. La cuadratura y

solucion siguiente son para la funcion divergente del tiempo coordenado

o [Pl e

= L [Boe] L [ 23
SRV r— D¢ V2 4r 4+ 2v/24/g(r)

La solucién final para la caida radial critica de primera clase es

(6.64)

()
A

De+ Ry ++/g Ro
De+ 1+ +/g(r)

4Ry + 2v2+/g(Ro)
4r +2v/2:/9(r)

(6.65)

=In

“[r——éﬂ‘%l

el tiempo parte de cero cuando la distancia inicial es Ry y es infinito cuando la

distancia es la critica Dc.
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Critica de Segunda Clase 7'2(6) La trayectoria critica de segunda clase corre-

sponde al movimiento de particulas que se aproximan asintéticamente a la distancia
critica desde radios mayores que el horizonte de eventos pero menores que la dis-
tancia critica. Eligimos que la particula parte desde el reposo en ry y tiende a la
distancia critica inestable. Consideramos el signo positivo ya que la particula avanza

hacia radios mayores, con esto la cuadratura queda

7'2(0)7“ =+A ' d T, .
0=+ | T 000

Para este caso la solucién general es

7'2(0)(7“)_1 D0+T0+\/To 1 [ C—TO}_L 47“0—1—2\/_\/70
A Do 41+ /g( De—1r] 2 Ar 4+ 2v/2:/g(r

6 (6.67)
Esta trayectoria parte en t = 0, en ry, y demora un tiempo infinito en llegar a la
distancia critica.
El grafico que viene a continuacién muestra las trayectorias radiales de primera
y segunda clase como asi también las trayectorias radiales criticas. En él se puede
observar claramente que las trayectorias de primera clase cruzan el horizonte cos-
mologico en un tiempo propio finito pero demoran un tiempo coordenado infinito
en llegar a dicho horizonte. También notamos que las trayectorias de segunda clase
satisfacen la misma caracteristica en el horizonte de eventos, es decir, segiin el tiem-
po coordenado llegan a él en un tiempo finito pero el tiempo coordenado es infinito.
Observamos en el grafico las trayectorias criticas de primera y segunda clase, las

cuales demoran un tiempo infinito en llegar a la distancia de equilibrio inestable.
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Figura 6.6: Movimiento radial para particulas cargadas respecto al tiempo coorde-
nado, ¢, y respecto al tiempo propio, 7 con m = 0.1, M =1, @ = 0.8, ¢ = 0.01,
A =400M.



Capitulo 7

Movimiento de fotones en el
agujero negro de
Reissner-Nordstrom Anti-de Sitter

Vamos a considerar la ecuaciéon de las geodésicas para fotones, imponiendo m = 0
yq=0,
2 2 2 2
(%) =E2—<1—¥+%+2—2>%, (7.1)
donde 7 es el tiempo propio a lo largo de la geodésica. Debido a la simetria esféri-
ca vamos a restringir nuestro movimiento al plano ecuatorial. Las constantes de
movimiento son el momentum angular L y la energia E del foton, dadas por las

siguientes expresiones

L_rﬁf (7.2)
dr
y
2M Q?  r?\ dt

o4



%)

Ademas, con las constantes de movimiento podemos definir el pardmetro de im-
= 2 vy reducir uacion Asi un uacién diferenci
acto b Ig educir la ecuacién de las geodésicas a una ecuacion diferencial

ordinaria, esto es,

2
(j—;) =7t (612_612) —r? 4+ 2Mr — Q. (7.4)

La descripcion dinamica queda completa agregando la ecuacion diferencial del

radio r como funcién del tiempo coordenado ¢

ar\?> 1 oM Q> 2\’ oM Q? r?\ L2
— ) == (1-=4= 4+ B2 (1-—=4 = 4 )= .
(dt) B2 ( r + 72 +€2> x [ ( r + 72 +€2) 7"2} (7.5)

La ecuacion de las geodésicas sugiere, ademas, la introduccién de un potencial
efectivo dado por
2M 2 2\ L?
Vir)= (1——+Q—+—> —. (7.6)

r r2 02 ) r?

Es importante destacar que para la luz, la contribucién de la constante cos-
mologica al potencial efectivo es una constante. Sin embargo, todava influye en el
movimiento de la luz a través de la formula para el tiempo coordenado (8.4)

Para diferentes valores de la constante b las érbitas permitidas son las siguientes

1.- Zona de Captura. Si 0 < b < b, los fotones llegan desde el infinito y se

precipitan al horizonte de eventos.

2.- Trayectorias Criticas. Si b = b., los fotones pueden estar en una o6rbita cir-
cular inestable de radio r.. El radio de esta érbita es independiente de L; L solo
afecta el valor de la energia F.. Fotones que arriban desde el infinito pueden caer

asintéticamente al circulo de radio r..
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Figura 7.1: Potencial efectivo para fotones en el agujero de RNAdS

3.- Zona de Defleccion. Si b. < b < by, fotones caen desde el infinito a una dis-
tancia minima r = rp y luego regresan al infinito. Estos fotones son sélo deflectados.
Las otras trayectorias permitidas corresponden a fotones moviéndose al otro lado de

la barrera de potencial, los cuales se precipitan al horizonte de eventos.

4.- Limacon de Pascal. Para b = by, la trayectoria del fotén es una Limacon de
Pascal. Estas orbitas no existen en el caso Schwarzschild ni tampoco en el caso de

Reissner-Nordstrom.

5.- Zona de Confinamiento. Si b, < b < 00, los fotones caen al horizonte de

eventos desde una distancia inicial rg.

7.1. Orbitas circulares

Nos centramos en el estudio de las érbitas circulares estables e inestables en
torno a los agujeros negros. Las érbitas circulares son determinadas por los valores

extremos del potencial efectivo V2. Para determinar el valor de r., es decir, del radio
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para el cual la orbita tiene una orbita circular, es necesario calcular la solucién de la

ecuacion

1
it = —§(V2)’ =0. (7.7)
La orbita circular inestable para fotones es independiente de la constante cos-

moldgica, solo depende de la masa y la carga del agujero negro y viene dada en

forma exacta por la siguiente ecuacién

3M 8Q?
re = —2 1+4/1— 9]62\42] ) (78)
donde la energia de la érbita circular es
L? 2M  Q* 1
2 c
Ec—ﬁ<1— - +r_2+€_2>' (7.9)

Teniendo las expresiones exactas para la energia y el momentum angular como
constantes determinadas con el radio de la 6rbita circular vamos a ocupar estas
ecuaciones para calcular los periodos de estas orbitas. A partir de la ecuacion del

momentum angular podemos calcular el periodo de revolucién de la orbita respecto

del tiempo propio T, = %, donde la solucién exacta para una particula cargada en
orbita circular es
O M2 307 |
T
T, = 1 1— , 7.10
2L [ * 9M 2] (7.10)
y el periodo de revolucién de la érbita del tiempo coordenado es T; = QWLE;CT?

r2 B ir?
—9 c T e 7.11
i ey y e B e ey Ve o

el periodo propio depende de L pero no de £.

Ty
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Limite Schwarzschild Considerando el movimiento circular de particulas sin
carga eléctrica. el radio inestable es 3M. Entonces, los periodos para las orbitas

circulares de fotones se reducen a los siguientes términos

B 187 M?
L

T. y T, =6rMV3 (7.12)

7.2. Zona de defleccion

En este caso las trayectorias de la luz corresponden a fotones que llegan desde el
infinito y se aproximan a una distancia minima rp, y retornan al infinito. La luz es
deflectada. Para estas geodésicas definimos el parametro de impacto anémalo

1 1

entonces la ecuacién (8.1) de movimiento estd dada por

(Y mn -

donde el polinomio de cuarto grado es Py(r) = r* — B*? + 2M B*r — Q*B?, y la

distacia extrema esta dada por

=0, (7.15)

En este caso ocurre que todas las raices del polinomio de cuarto grado son reales

y distintas, por lo cual podemos escribir

Py(r)=(r—rp)(r—ra)(r —pp)(r —op), (7.16)
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la trayectoria correspondiente a la defleccién de la luz es la solucion a la integral

siguiente, la cual es calculada desde el punto de retorno rp < r, es decir

¢(r) =B / ' i:(r), (7.17)

para realizar la integracién realizamos el primer cambio de variables: u = r — rp,

entonces la integral queda:

(7.18)

Y du
o) = B | N
donde el polinomio de tercer grado en la nueva variable es P3(u) = (u; + w)(us +
u)(usz + u) donde las constantes son las siguientes u; = rp — 714, us = rp — pp
y u3 = rp — op. Ahora realizamos el cldasico cambio de variables kepleriano, que
corresponde al segundo cambio de variable: = 1/u, el cual permite escribir la

integral de la forma:

(7.19)

B [ dx
o) =2 [
¢ Jo /P3(2)
donde ¢ = \/ujusus y el polinomio y las constantes corresponden a Ps(z) = (x +
1)(T + x2)(x + x3), ¥1 = 1/ug, ®9 = 1/us y x3 = 1/uz. Sin embargo, es mejor
escribir el polinomio en z de la forma siguiente Ps(z) = 23 + az? + Bx + 7, donde
las constantes son definidas o = x1 + x9 + 23, § = 103 + T123 + ToX3 ¥ 7 = T1T2X3.
Con estas expresiones podemos realizar el tercer cambio de variables para llevar la
inetgral una forma factible de resolver mediante funciones elipticas de Weierstrass.

El tercer cambio de variable es: z = 4U — «/3, donde la integral toma la forma

(7.20)

B [ dU
o) =2 / T
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Aqui el polinomio en la variable U cumple la relacién 4P3(U) = 4U? — goU — g3,
donde el polinomio de tercer grado es P3(U) = (U — Uy)(U — Up)(U — Us) = U? —

2 3
LU — 2. Las constantes corresponden g, = % (% — ﬁ) y g3 = %6 (—’y — 22% + %’8>

Finalmente la integral en cuestién se escribe de la forma

Kb :/ v , (7.21)
v AU — gU — g3

donde k = £, y la solucion exacta es

c
B’

U = p(ko), (7.22)

el problema puede invertirse y queda totalmente resuelto entregando la trayectoria

del foton

1

D + —4p(li¢) — %, (723)

r(¢) =

esta solucion es una trayectoria no confinada que muestra el comportamiento de la
luz correspondiente a uno de los test de relatividad general. La grafica en coordenadas
polares puede apreciarse en la figura.

El dngulo de defleccion de la luz es definido de la siguiente forma

Ap =2|¢(c0) = ¢(rp)| — T, (7.24)

ahora aplicando nuestro resultado obtenemos una expresién dada por la funcién

inversa de Weierstrass

Ap = 25 (3) o (7.25)

resultado original y exacto para el angulo de defleccion de la luz.
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Figura 7.2: Defleccién de la luz en el campo de un agujero negro con carga y constante
cosmolégica negativa

7.2.1. Trayectorias de segunda clase

La trayectoria de segunda clase corresponde a un fotén que se encuentra en una
regiéon comprendida entre el horizonte de eventos y la barrera de potencial. El foton
tiene un punto de retorno r 4 y luego se precipita al horizonte de eventos. Para calcular
la solucién de la geodésica vamos a considerar la region permitida ry < r < ru, en
este caso el polinomio toma la forma Py(r) = (rp —r)(ra —r)(r — pp)(r —op) y la

integral queda dada por

"o—dr
o) =B [ (7.26)
ra v/ Pa(r)
Para poder realizar la integracion vamos a definir el primer cambio de variables,

dado por u = r4 — r, el cual permite obtener la siguiente expresion



62

(7.27)

o) =5 [ —=—

Donde el polinomio es Ps(u) = (u + uy)(uz — u)(us — u) y las correspondientes
constantes estan dadas por uy =rp — 714, Us =74 —pPp Y U3 =74 — Op

Nuevamente recurrimos al cambio de variables kepleriano z = 1/u y la expresién

obtenida es

(7.28)

B [ dx
x)=— [ —F/——,
¢ Ja / Ps(2)
donde ¢ = \/ujusus y el polinomio en x corresponde a Py(z) = (x+4z1)(z—x2)(x—1x3),
cuyas constantes son x7 = 1/uy, x9 = 1/ug y 3 = 1/ug3
Para continuar el calculo es conveniente escribir el polinomio en x de la siguiente

forma

Py(r) = 2° — ax? — Bz + 7, (7.29)

cuyas constantes seran ahora o = —x1+x9+3, = 109+ 1103 —T2X3 Y Y = T1T2X3.
Para obtener la forma correspondiente a la integral eliptica se realizara el ultimo

cambio de variables, el cual serd x = 4U + /3, resultando la integral

(7.30)

B [~ dU
o)== [T
& U 4P3(U)
donde el polinomio en U cumple la relacién 4P5(U) = 4U? — goU — g3
Es decir que P3(U) = (U — Uy)(U — Up)(U — Us) = U? — 20U — £ donde las
constantes ahora tomaran el valor go = }1 (%—2 + B) Yy g3 = % (—’y + % + a—f)

Definiendo la constante x = & para obtener la expresién final para la integracién
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o dU
Ko :/ : (7.31)
U \/4U3 — g2U — g3

cuya solucién es la funcion eliptica de Weierstrass

U = p(ko). (7.32)

El problema es posible de invertir, obteniendo la expresion exacta para la trayec-

toria de segunda clase tipo luz

1
A dp(ke) + O

La siguiente figura muestra la trayectoria de segunda clase para valores fijos de

r(¢) = (7.33)

las constantes de movimiento

o —-—

Figura 7.3: El fotén tiene un punto de retorno en r4 y se precipita al agujero negro
cruzando el horizonte de eventos.
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7.3. Trayectorias criticas

El potencial efectivo para fotones permite la existencia de una orbita circular

inestable y la condicién para encontrarla corresponde a

e

. 1 ,
i = —§(V§f) = 0. (7.34)

Las trayectorias criticas poseen un parametro de impacto critico definido por

b .= —, 7.35
= (7.35)
y con esta definicion la ecuacion de la geodésica se escribe de la forma
N (LY ey 0? (7.36)
— ) = =5—-=)—-r r— Q- )
do b2 2

Con el parametro de impacto critico y la constante cosmologica podemos definir
el parametro de impacto anémalo ® para las trayectorias criticas
111

La orbita circular inestable para fotones es independiente de la constante cos-
moldgica, solo depende de la masa y la carga del agujero negro y viene dada en
forma exacta por la siguiente ecuacién

3M

Te = —

1 1
5 +

Ve (7.38)

B ng]

Conociendo el radio de la trayectoria circular podemos calcular en forma explicita

el parametro de impacto de las trayectorias criticas
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(7.39)

7.3.1. Trayectoria critica de primera clase

La trayectoria critica de primera clase corresponde al movimiento de un fotén que
arriba desde el infinito y se aproxima asintoticamente a la 6rbita circular inestable.

La ecuacién que gobierna esta trayectoria es

do D2’

donde el polinomio para las trayectorias criticas viene dado por

<dr > A (7.40)

Py(r) = r* — D% + 2MD*r — Q*D?, (7.41)

Estre polinomio posee cuatro raices reales de las cuales dos soluciones son iguales,
representando la distancia circular critica, por lo tanto escribimos el polinomio en

funcién de sus raices

Py(r) = (r —r.)%(r — pe)(r — o) = (r — re)*Pa(r). (7.42)

Ahora vamos a escribir la cuadratura para el angulo ¢ correspondiente a una

trayectoria critica de primera clase

" —dr
o(r) =2 /Oo VB (7.43)

El rango de la region donde esta trayectoria es permitida corresponde a r. < r.
Para obtener la solucién exacta realizaremos dos cambios de variables, siendo el

primero u = r — r,., obteniendo la integral
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Y —du
o(u) :g/oo m, (7.44)

donde el polinomio de segundo grado viene dado por Py(u) = (u+uy)(u+ uz), cuyas
constantes se definen u; = r. — p. y us = r. — o.. El segundo cambio de variables se

realiza mediante x = 1/u, logrando la siguiente integral

D [ dx
o(x) = ;/0 Poe) (7.45)

donde ¢ = /ujus. El polinomio de segundo grado en x lo escribimos de la forma
Py(z) = (x1 + x) (29 + ) siendo x1 = 1/uy y 3 = 1/uy. De forma conveniente este
polinomio se escribird Py(z) = 22 + ax + (3, definiendo las constantes a = xy + 29 y
0 = xi2s

Entonces, la integral para ser calculada es

Tode
/f¢($):/0 m, (7.46)

donde k = £, y la solucion de la integral es

c
D

2V + «a

Definiendo nuevas constantes: a = Mﬁ y b= 2\;% La solucién puede quedar

ko(z) = log (2\/P2(3:) + 2z + a) ’ (7.47)

mejor expresada de la forma

K¢ = log (a\/% + ax + b> : (7.48)

Considerando esta forma podemos resolver el problema de inversion, por lo tanto

la ecuacién de la trayectoria de primera clase es
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p1+ pa(e"? —b)
p3(en® —b)? — 1’

r(¢) =re+ (7.49)

donde las constantes estan definidas de la siguiente forma: p; = %, P2 = % y p3 = ﬁ
El gréafico correspondiente a la trayectoria de luz de primera clase se muestra en la

siguiente figura

Figura 7.4: Critica de primera clase. El foton llega desde el infinito y se aproxima al
radio inestable asintoticamente

7.3.2. Trayectoria critica de segunda clase

Esta trayectoria corresponde a un fotén que se acerca a la érbita circular estable
desde distancias mayores que el horizonte de eventos pero menores que el radio
circular critico r. > r. Esta trayectoria es mejor integrada a partir de la subida

desde la distancia p., entonces, la cuadratura para el angulo ¢ es

" dr
o(r) =D /p s (7.50)

Similar al método de integracién de la trayectoria critica de primera clase re-

alizaremos dos cambios de variable, el primer cambio corresponde a u = r. —r asi la

integral se transforma en
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o) =2 [ u\;%, (7.51)

donde u; = 7. — pe
Definiendo el polinomio cuadratico en la variable u Py(u) = (u; — u)(ug — u),
cuyas constantes son u; = r. — p. y us = r. — 0. podemos realizar el segundo cambio

de variables: x = 1/u obteniendo asi la integral

D [* dx
o(z) = —/ o (7.52)
€ Jay v/ Py(7)
donde ¢ = \/ujus, y el polinomio lo escribimos Py(z) = (x — z1)(x — x3) cuyas
constantes toman el valor x1 = 1/uy y x5 = 1/uy. Reescribimos el polinomio Py(z) =

2?2 — ax + [ y definimos las nuevas constantes o = x1 + 22 v 3 = 2129, donde la

integral resulta ser

(7.53)

wole) = | %

Definiendo la constante x = 5. La solucién de la integral anterior es

ke(z) = log (2 V() + 20 - O‘) , (7.54)

20 — «

2 _ a
2r1 —a y b= 2r1 —a

Ahora, definiendo nuevas constantes a = , la soluciéon queda

mejor expresada

k¢ = log (a\/m +ar — b) , (7.55)

Entonces la ecuacion de la trayectoria toma la forma final

L= pa(e™? + D)

1 . p3<€n¢ + b)27 (756)

T(¢) =Tc
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donde p1 =4, pp = 5V p3 = 3

La trayectoria critica de segunda clase se muestra en la figura siguiente

Figura 7.5: Critica de segunda clase. El fotén se aproxima asintéticamente a la 6rbita
circular inestable desde una distancia menor

7.4. Movimiento de fotones capturados

La zona de captura es definida para valores del parametro de impacto menores
que el pardmetro de impacto de las trayectorias criticas. Los fotones llegan desde el
infinito y se precipitan al horizonte de eventos, teniendo un punto de retorno a una
distncia p menor que el horizonte de Cauchy. Para esta trayectoria el polinomio de

cuarto grado tiene dos raices reales y dos raices complejas, quedando definido por

Py(r) = (r = p)(r — o)(r — Rs)(r — R3), (7.57)
Esta trayectoria es conveniente integrarla como la subida del fotén a partir de la

distancia p, es decir

o(r) = B/T _dr (7.58)
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Analogamente al caso anterior, realizaremos un tratamiento consistente en tres

cambios de variable, siendo el primer cambio u = r — p, obteniendo la integral

“du
o(u) = B/ _— 7.59
=B, e o
Y el polinomio de tercer grado en u
Ps(u) = (v — uy)(u + ug)(u — us), (7.60)

siendo sus constantes uy =p — o0, us = Rg —py us=R5—p
Luego, el segundo cambio de variables realizado es z = 1/u resultando la siguiente

integral

¢(x) = E/Oo d (7.61)

donde ¢ = \/ujusuz, cuyo polinomio en z es

Psy(x) = (21 — z) (29 + x) (23 — T), (7.62)

De constantes 1 = 1/uy, 2o = 1/us y x3 = 1/ug

El polinomio es conveniente escribirlo de la forma P3(z) = 2* — az? + Bx + v,
cuyas constantes son o« = xy — Ty + &3, § = —T1T9 + T1T3 — ToX3 Y ¥ = T1T2x3

Por 1ltimo, el tercer cambio de variable estara dado por x = 4U + «/3

Obteniendo la integral

(7.63)

B [ dU
o =2 [ mm

En esta integral, el polinomio en U cumple la relacién 4P3(U) = 4U3 — g,U — g3



71

Es decir P3(U) = (U — Uy)(U — Uy)(U — Uz) = U? — 2U — % cuyas constantes

4 4
iad _1(a _ 1 (_ 20° _ af
asociadas son go = ; (5 —B) y g3 =15 (=7 + 5= 3

Definiendo la constante x = % la integral toma la forma

o) :/ ad : (7.64)
v AU — goU — g3

En este caso la solucién corresponde a

U = p(ko), (7.65)

y la inversion del problema resulta

r(¢) =p+ ol ! (7.66)

KP) + G’

El grafico en coordenadas polares es el siguiente

7.5. Limacén de Pascal

La trayectoria llamada limac¢én de Pascal es una geodésica unica para el agujero
negro de RNAdS, corresponde a una curva epicicloide definida por su pardametro de

impacto

L

by, = —
h Eh7

(7.67)

Este pardmetro de impacto anula el término cosmolégico en la ecuacion de las
geodésicas, es decir
1 1

0=— — —, (7.68)
2R

Por lo tanto, la ecuacién que gobierna esta trayectoria se reduce a
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Figura 7.6: Foton capturado. La trayectoria llega desde el infinito y se precipita al
horizonte de eventos.

dr\? 9 9
(—) = —r*+2Mr — Q*, (7.69)

(@f _ Py(r) (7.70)
do ’
donde el polinomio de segundo grado queda definido por Py(r) = —r% +2Mr — Q?,
cuyas raices son los puntos de retorno del movimiento, las cuales corresponden a
ri=M-+\/M?>—Q>yro=M-—/M?— (?

La cuadratura para el angulo ¢ es la integral calculada como la caida desde la

distancia r;

¢(r)=/r o (7.71)
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La solucién de esta integral corresponde graficamente a la curva llamada limagon

de Pascal

r(¢) = M + \/ M? — Q? cos ¢. (7.72)

Esta curva es una epicicloide.

Figura 7.7: Limacon de Pascal. Trayectoria uinica de este agujero negro.

7.6. Fotones confinados

En el gréfico del potencial efectivo para fotones existe una regiéon donde el parametro
de impacto es mayor que el parametro de impacto de la limagén de Pascal. En dicha
region siempre existe un punto de retorno para los fotones a partir del cual se pre-

cipitan al horizonte de eventos. Esta region es llamada zona de confinamiento, cuya

ecuacion de la trayectoria es

2
8 Y 77
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Podemos definir una nueva constante, denotandola parametro de confinamiento
D, dada por la expresion
1 1

con esta definicién la ecuacién de las geodésicas se reduce a

(Z—;)z SEc ) (7.75)

El polinomio para las érbitas confinadas viene dado por Py(r) = —r* — D?*r% +
2M D?r—Q*D? donde existen dos raices reales y dos complejas, por lo cual escribimos
Py(r) = (ro—r)(r—po)(r—r3)(r—r}). Calculamos la trayectoria como la caida desde

To

" —dr
o) =b [ (7.76)
ro v/ Pa(r)
Los radios permitidos para esta trayectoria fluctuan entre r, < r < ry. La inte-

gracion de esta trayectoria también requiere de tres cambios de variable. El cambio

nimero uno corresponde a u =1 — 1g

(7.77)

Y du
o =D [ Nt
El polinomio de tercer grado corresponde a Ps(u) = (ro —u—13)(ro—u— po)(ro —
u —7r}), cuyas constantes son uy; = rog —rs, Uy = 19— po y Uz = ro — r5. El polinomio
lo reescribimos P3(u) = (u; — u)(ug — u)(ug — u) y aplicamos el cambio de variables

numero dos x = 1/u. Entonces la integral toma la forma

(7.78)

D [ dx
¢(x):?/x W,
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Donde ¢ = \/ujuzus, y el polinomio de tercer grado lo expresamos como P3(z) =
(x — x1)(z — z2)(x — x3), siendo sus constantes x1 = 1/uy, xo = 1/ug y x3 = 1/us.
La mejor expresién para continuar el célculo es considerar el polinomio Ps(x) =
2?2 — ax® + Br — v, donde o = z1 + 2o + X3, B = 172 + 1173 + ToT3 Y ¥ = T1T2T3.

Realizando ahora el tercer cambio de variable x = 4U + «/3 se obtiene la integral

(7.79)

D [* dU
=2 [
( ) C U 4P3(U)
y el polinomio en U cumple la relacién 4P3(U) = 4U3 — g,U — g3 y estd dado por la
expresion P3(U) = (U —Uy)(U — Us)(U — Us) = U? — 2U — £ donde las constantes

4

del polinomio resultan ser g; = i (%2 — 5) Y g3 = % (7 + 22173 — %ﬁ), junto con la

constante x = 5 nos permiten escribir la cuadratura final

o dU
KO :/ , (7.80)
U \/4U3 — g2U — g3

cuya solucién de esta integral es

U = p(ko), (7.81)

El problema de inversion nos entrega la ecuacion polar de la érbita confinada

1

C R TE (7.82)

7(¢) = 10

7.7. Geodésicas radiales

La caida radial para fotones revela una importante fenomeno que ocurre en los

agujeros negros. las ecuaciones relevantes
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Figura 7.8: Foton confinado. Existe un punto de retorno para el foton y luego cae,
al agujero negro, inevitablemente.

dr dr Ay

Si consideramos la caida hacia el centro elegimos el signo menos y el signo pos-
itivo si los fotones se van al exterior. La integracion respecto al parametro 7 da un

resultado clasico que se encuentra en todos los agujeros de Einstein

r = £ET + constante, (7.84)

el resultado es independiente de las cantidades de la métrica, luego el foton cruza

el horizonte de eventos en un tiempo finito. Para integrar definimos

ANp=(r—ry)(r—r_)gr) con g(r) =r? + 2R r 4+ [(* + 3Ri + (ry — Ry,
(7.85)



7

y la integracién respecto a t es

t = 02 Aln(r_m > +Bln(r_r_ ) + C'ln [g(r)] + D arctan T+ Ry
rr— Ty rr—T- 9(rr) VP 43R —rr_ )
(7.86)
donde las constantes son
2
r
A= + , 7.87
(7“+ - 7”7)9(74) ( )
2
r
B=— - , 7.88
(s~ )g(r) (7.88)
% + AR?
C—_p, 0% (7.89)
9(@)9(7"7)
2 + 3R? — R)?|[?2+6R%2 —2r.r_] + 2R? _
D _ [ + -+ + (T‘F +) ][ + + T_A,_T' ] + +T+T ]1/27 (790)

g(ry)g(ro)[? +3R2 —ryr_

Figura 7.9: Trayectorias radiales. El fotén cruza el horizonte de eventos segin el tiem-
po propio, sin embargo, demora un tiempo coordenado infinito en llegar al horizonte
de eventos.



Capitulo 8

Movimiento de fotones en el

agujero negro Reissner-Nordstrom
de Sitter

La ecuacién de movimiento para las geodésicas nulas en el espaciotiempo RNdS

dr\? oM @Q*  Ar?\ [L?
(5) _EQ_(1_7+72_?) (—> (81

definimos el potencial efectivo para fotones

Vi(r) = (1 B %«2) (f—j) : (8.2)

las definiciones de momentum angular y parametro de impacto son analogas al caso

anterior. La ecuacién para el angulo

2
(Z—;) =7t (b%—l—%) — 7?4+ 2Mr — Q?, (8.3)

Ahora, el parametro de impacto anémalo es definido de la siguiente forma

L _1.A
B2 pr 3

con esto, la ecuacion para el angulo es

78
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Figura 8.1: Potencial efectivo para fotones en el agujero de RNdS

&5

y polinomio de las érbitas queda

4 2.2 2 2 2
4 - ) '

Para diferentes valores de la constante b las érbitas permitidas son las siguientes

1.- Zona de Captura. Si 0 < b < b, los fotones llegan desde el infinito y se

precipitan al horizonte de eventos.

2.- Trayectorias Criticas. Si b = b,, los fotones pueden estar en una orbita cir-

cular inestable de radio r.. El radio de esta orbita es independiente de L; L sélo

afecta el valor de la energia F.. Fotones que arriban desde el infinito pueden caer

asintoticamente al circulo de radio r..

3.- Zona de Defleccion. Si b, < b < oo, fotones caen desde el infinito a una dis-

tancia minima r = rp y luego regresan al infinito. Estos fotones son sélo deflectados.
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Las otras trayectorias permitidas corresponden a fotones moviendose al otro lado de

la barrera de potencial, los cuales se precipitan al horizonte de eventos.

Las trayectorias criticas son semejantes al caso RNAdS, también la circular in-
estable que no depende de la constante cosmoldgica. Las trayectorias para fotones
capturados también son similares, por lo cual, sélo calcularemos la defleccion de la
luz, porque es la prueba de la relatividad que estudiamos en profundidad en este

trabajo.

8.1. Defleccion de la luz

La defleccién de la luz en este caso sera calculada mediante funciones elipticas de

Jacobi. El polinomio caracteristico de las trayectorias es

Py(r) = (r—mr)(r —mra)(r —r3)(r —ry), (8.7)

la region donde se mueven estos fotones es r > 1y > 1y > 13 > 1y

La solucion de la trayectoria de defleccion

11— radsn(ag)

- ) 8.8
r(é)=—— S5n2(a) (8.8)
Las constantes que definen las funciones elipticas son o := 751/(r1 — r3)(ra — r4)
y o= % Ademais, el médulo de la integral eliptica es k := % Ahora

podemos hacer el grafico polar

8.2. Trayectoria de segunda clase

La trayectoria de segunda clase pertenece a la zona de defleccion. Corresponde a

una foton que se mueve entre el horizonte de eventos y la barrera de potencial, es
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/ f, \
\ ]
AN 7/

Figura 8.2: Defleccion de la luz en el agujero negro RNdS

decir, las geodésicas tienen un punto de retorno. El polinomio caracteristico esta dado

por

Py(r) = (ri —r)(ro —r)(r —r3)(r — ryg), (8.9)

la regién para el movimiento del fotén es r; > ro > r > r3 > ry. La solucion de la

trayectoria de caida

1y —riAsn®(ag)

r@) = 1 —Asn?(ag) ’

(8.10)

Esta solucién viene entregada por funciones elipticas de Jacobi. Las constantes

de la integracion son

o= 3B (r1 —r3)(rg — ry), (8.11)
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(r1 —74)
(ro —74)’

= (8.12)

y el médulo de la integral eliptica es

K= \/(T2 = rs)(r = 1) (8.13)

(7”1 - 7“3)(7”2 - 7”4)’

El grafico corresponde a la trayectoria de segunda clase

Figura 8.3: Geodésica de segunda clase. El fotén se precipita al horizonte de eventos

8.2.1. Trayectorias radiales

La caida radial para fotones revela una importante fenémeno que ocurre en los
agujeros negros. Las ecuaciones relevantes son
dr AAL
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Si consideramos la caida hacia el centro elegimos el signo menos y el signo pos-
itivo si los fotones se van al exterior. La integracién respecto al parametro 7 da un

resultado clasico que se encuentra en todos los agujeros de Einstein

r = £ ET 4 constante, (8.15)

el resultado es independiente de las cantidades de la métrica, luego el fotén cruza

el horizonte de eventos en un tiempo finito. Para integrar definimos

An=(r=re)(r—r)(r —r)(r =), (8.16)

y la integracién respecto a t es

A _ _ — _
e [A++1n<u)+3+ln<r ”)+01n<7’ T >+D4ln(T “)]Jrc
3 Tyog — Ty rr— Ty rp—7r_ T — T4

(8.17)
donde las constantes son
Ayl = ris (8.18)
i (ree =) (res — 1) (Mg — 1a)’ '
2
T
B, = + , 8.19
* = =) — )y = 1) (8.19)
2
T
C_ = = , 8.20
(s =70 — ) —7) (8:20)
y
2
D, = i . (8.21)
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+ I +

Figura 8.4: Trayectorias radiales para el agujero negro RNdS. Los fotones cruzan los
horizontes de eventos y cosmolégico segin el tiempo propio, sin embargo, demoran
un tiempo coordenado infinito en llegar a ambos horizontes



Capitulo 9

Tiempo de retardo de las senales
de radar

Una tercera prueba de la relatividad general en el Sistema Solar es el retardo
del tiempo en las senales de radar [15]. La idea de esta prueba es medir el tiempo
necesario de las senales de radar para viajar desde la Tierra a un planeta o satélite
cuando la senal pasa muy cerca del Sol y luego regresa a la Tierra. Para calcular el
retardo del tiempo para este circuito consideramos que la senal es transmitida desde
el punto (11,0 = 7/2,¢1) a otro punto (9,0 = 7/2, ¢3). Para determinar el tiempo
requerido, partimos con la ecuacién de movimiento para el foton respecto del tiempo
coordenado.

dr_ f(r) | L?

e L G (9.1)

introducimos en la ecuacion el parametro de impacto b := % correspondiente a una
trayectoria en la zona de defleccion y realizamos la integracion entre la distancia

minima de acercamiendo rp y una distancia finita r
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donde f(r) = 1 — h(r) y la funcién es: h(r) = 24 — A ATTQ Ahora el pardmetro de

r r2

impacto se expresa en términos de la distancia de defleccién rp

2 h
b* = —— 9.3
1-— h(’f‘D)7 ( )
el tiempo que requiere la luz para ir desde rp a r es
" d
Hr) = / ’ | (9.4)
D r2 1—h(r)
[1 - h(T)]\/ o r_g [1*h(TD)i|

Considerando que para el sistema solar h(r) << 1y h(rp) << 1 realizamos las

siguientes aproximaciones:

1 — h(r)

~ 1+ h(r), Y T@"D)

1— h(r) ~ 1+ h(rp) — h(r), (9.5)

insertamos estas relaciones en la cuadratura para el tiempo coordenado obteniendo

la siguiente integral

" 14 h(r)|d
Hr) = / 2[ i (r)}dr , (9.6)
1= — (o) - h(r)
la integral es mejor presentada de la forma
[+ A rplh(rp) — h(r)]
t(r) ~ ==y 1 207 —1%) dr, (9.7)

esta cuadratura es separada en tres integrales

t(?“) >~ to(?“) + t[<7‘) + t[[(’/’), (98)
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Primera integral: ¢(r)

Esta integral corresponde a

" r
to(r) = —dr = /7% — 1%, 9.9
O() /rpm D ( )

y la solucién es una funcién elemental y representa el tiempo que la luz demora en

ir de rp a r viajando en linea recta
Segunda integral: ¢;(r)

La segunda integral introduce términos de masa, carga y constante cosmoldgica

debido al viaje por el espaciotiempo curvo

2M Q*  Ar?

r r r r
tr(r) = —hrdr—/ [ — + —
) /TD\/iﬂ—r%() Y I

y la solucion es

] dr,  (9.10)

2 .2 2 A
tr(r) =2MIn (u) _ & sec ™! (L> + = (2 +2r8) /12 — 12, (9.11)
D D D 9

Tercera integral t;;(r)

La tercera integral también entrega términos correctivos debido a la presencia de

los parametros de la métrica

r2[h(rp) — h(r)]} ar. (9.12)

trr(r) :/D \/r;_ir%{ 2(r? —r3)

(9.13)

2
M @ AQ]d’r,

" r
t = - _
11(r) /TD N e {r(r +rp) 2r2 6 "D
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la solucion es

— 2 A
tr(r)y=M i Q—sec_1 (L) -5 r? —r. (9.14)

Tiempo de retardo: At

Se define el tiempo de retardo como At, y representa uno de los efectos de la
gravitacion sobre el movimiento de la luz. Para determinar finalmente el resultado
que entrega la relatividad general consideramos el limite rp >> 1,75 y obenemos el

retardo del tiempo debido a la masa, la carga y la constante cosmodgica

At = At L AHQD 4 AW (9.15)
AtM =4M |14+ 1n [ — , (9.16)
D

2
AHQ) — _?’Ti {Secl (:—1) +sec™ ! (:—2)] . (9.17)
D D D

2 .
At(A) = g |:§ (ri’ —+ 7“3) — T'2D (7“1 + 7'2)1 X (918)

y si despreciamos los términos de carga y constante cosmoldgica, resulta el calculo

clasico en la geometria de Schwarzschild.



Capitulo 10

Geodésicas en el agujero negro de
Lifshitz

La métrica para un agujero negro estatico, asintéticamente de Lifshitz, en tres
dimensiones esta dada por
rtA

62
ds® = —K—Gdﬁ - Zdr2 + r2d¢?, (10.1)

donde A = r? — ri. Este agujero presenta solo un horizonte de eventos: r, = ¢/ M.
Las coordenadas son definidas tales que: —oo <t < oo, 7r >0,y 0 < ¢ < 27. Para
estudiar el movimiento de particulas de prueba en el campo del agujero negro de

Lifshitz escribimos el lagrangiano

rtA 2

Lol .
28 = — g '+ X+ =, (10.2)

donde los puntos corresponden a la derivada respecto del tiempo propio 7 a lo largo
de la trayectoria. Las constantes de movimiento son la energia F y el momentum

angular L de la particula con masa m, dadas por las siguientes expresiones

E=——i 'y L=r?%. (10.3)
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A partir de estas ecuaciones podemos determinar la velocidad radial para la
particula con respecto al tiempo propio y al tiempo coordenado. Tambien podemos

encontrar una ecuacion que dependa del angulo azimutal

dr\* ¢ r*A L?
() =l (e )] .

dr\? riA2 rtA L?
dr\?> A L?
(@) -7l ()] 10

Este espaciotiempo no permite que las particulas de prueba escapen al infinito,
es decir, existen puntos de retorno para la particula como distancias maximas a las
que puede acceder. Los puntos de retorno de la particula cumplen la condicién que
la velocidad radial es cero, % = 0.

Definimos un potencial efectivo que permite el analisis de las posibles trayectorias

4 2
s  TTA s L

El potencial efectivo es definido como una funcion explicita de r. Para particulas
(m = 1). Analogamente, para fotones (m = 0. Estos potenciales serdn analizados en

extencion en las secciones siguientes

10.1. Geodésicas tipo tiempo

El potencial efectivo correspondiente a particulas es conveniente escribirlo de la

forma
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pr_ (r2 —r2) <1 + L—2> , (10.8)

\Y

Figura 10.1: Potencial efectivo para particulas.

Para determinar los extremos del potencial calculamos la primera derivada del
potencial efectivo y la igualamos a cero

dv?

y a partir de esta expresion obtenemos un polinomio de cuarto grado, cuyas raices
nos entregaran un extremo del potencial efectivo, el cual fisicamente representara un

punto de equilibrio. La ecuacién de los extremos es

3rt—2(r — L*)r* — L*r? =0, (10.10)

Este polinomio posee dos raices reales y dos raices complejas. De las raices reales
una es negativa y la otra positiva. Calcularemos la raiz positiva para analizar si

corresponde a un punto de equilibrio para la particula de prueba. Distinguiremos
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dos casos particulares de interes fisico: cuando la particula posee un movimiento

radial y cuando se mueve con momentum angular positivo.

Caso L =0 La ecuacion de los maximos tiene una solucién real que corresponde

a un minimo del potencial, cuyo valor es

2
Text = \/;T+7 (1011)

Este minimo del potencial es claramente menor que el horizonte de eventos por
lo cual no tiene interés fisico en el movimiento de la particula, por lo tanto no existe

una distancia de equilibrio para el movimiento radial.

Caso L =r,; Analizaremos ahora la ecuacién de los extremos para un momentum
angular positivo, por sencillez hacemos L = r,, y obtenemos que la solucién para la

distancia extrema es

s (10.12)

Teaxt = Wa
y en este caso la solucién a la distancia extrema tambien es menor que el horizonte,
por lo cual esta geometria no tiene distancias estables ni inestables.

A partir de la ecuacién (10.6) obtenemos la cuadratura para el angulo ¢

E2p4 4 g2 g2 12 172
y la trayectoria es integrada como la caida de la particula a partir de una distancia

inicial Ry correspondiente a un punto de retorno. La cuadratura queda de la forma

" —dr
Ro \/EQEG +r2L2r2 4+ (r2 — L2)rt — 16

o(r) = LU , (10.14)
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y para integrar esta ecuacién primero realizamos el cambio de variable z = r? /r?,

entonces rg = ri /R3, asf la ecuacién de movimiento para la caida toma la forma

ko = o(x), (10.15)

donde la constante es k = 2E¢?/r, L, y la funcién en la nueva variable es

* dx
¢(x) = Ve (10.16)

Aqui hemos definido las constantes del polinomio en x de la siguiente forma

A G S AR (10.17)
B0 B2

a = E2f67

Ahora realizamos el segundo cambio de variable = 4U — «/3 para llevar la

expresion a una forma conocida de la integral eliptica de Weierstrass, obteniendo asi

U
ko :/ v , (10.18)
\/4U3 — g2U — g3

y las constantes g» y g3 son llamadas invariantes de Weierstrass y corresponden a

Q
o

g3i= — + — — — (10.19)

G2 =15 7 16 48 216

g v, af o
1 4

N}

Definimos ahora el polinomio en la variable U

p(U) = U3 — %U - % = (U =) (U = Up)(U — Us), (10.20)

Entonces la solucion exacta a la integral es

U = p(kd +w; g2, 93) = p(kd + w), (10.21)
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Finalmente podemos escribir la ecuacion explicita del radio como funcion del

angulo ¢

r(¢) = N (10.22)

La constante de integracion w estd dada por la siguiente relacién

p(w) = U, (10.23)

El punto de partida desde el cual se precipita la particula corresponde a

Ry = "+ -+ (10.24)

Vip@) -5 VA =5

Las raices del polinomio p(U) dependen de los valores que tomen los invariantes
de Weiestrass. Como estas constantes dependen explicitamente de los pardametros «,
By 7, pueden tomar valores positivos, nulos o negativos. Debido a esto dividimos la

solucién en cinco trayectorias posibles.

Caso I El primer caso de interés corresponde a g, < 0y g3 > 0. Para este caso
se cumple que 3 > «o?/3, siendo dos raices de este polinomio complejas y una real,

las cuales corresponden a Uy > 0y Us = Uy. La solucién real es

- 1 /
Uy = ﬁ/%smh [5 sinh ™! <393 %)] , (10.25)

Caso IT En este segundo caso se cumple que g, = 0y g3 > 0, siendo 8 = o?/3.
Las tres raices de este polinomio son reales, pero la solucion de interés que permite

calcular el punto de partida es
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Uy = ,3/%, (10.26)

Caso III En este tercer caso consideramos g, > 0,y g3 > 0. Para esta condicion
se cumple 3 < a?/3, siendo las raices de este polinomio dos complejas y una real,

las cuales corresponden a Uy > 0y Us = U;. La solucién real es

1
Uy = 4 /% cosh [5 cosh™* (3g31 / g%)] : (10.27)

Caso IV Ahora consideramos las condiciones g > 0 y g3 = 0. Para este caso
se cumple 3 = 2a%/9 — 3v/«

De las tres soluciones reales, la que nos compete es

Uy = @, (10.28)

Caso V Finalmente consideramos go > 0 y g3 < 0, obteniendo la relacion
B <2a%/9 — 3v/a.

Tambien aqui existen tres raices reales, de las cuales determinamos la solucién

1
Uy, = % cos [§ cos™! (393\ / g%’)] ; (10.29)

En la figura siguiente podemos observar las cinco trayectorias estudiadas para

de interés

particulas masivas en el agujero negro de tres dimensiones.



96

Figura 10.2: Trayectorias de particulas con momentum angular correspondientes a
los casos analizados. La linea segmentada representa el punto de partida y la linea
solida el horizonte de eventos.

10.2. Trayectorias de fotones

El movimiento de particulas sin masa queda mejor descrito analizando el siguiente

potencial efectivo

W?=—(r*—r)r?, (10.30)

Figura 10.3: Potencial efectivo para fotones

Para determinar los extremos del potencial calculamos la primera derivada re-

specto del radio

aw?

0 10.31
dr ’ ( )
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y la ecuacién tiene solucién para la distancia extrema

I+
Text = —=, 10.32
17 \/5 ( )

Este potencial nos muestra que las trayectorias de las particulas tienen un punto
de retorno que no les permiten irse al infinito. La cuadratura para el angulo ¢ se

obtiene a partir de la ecuacién (10.6) considerando m = 0

64 7“2

r —1/2
o(r) = —/ dr [b—2 — E(TQ — ri)] : (10.33)
To
Hemos definido el pardmetro de impacto como b = L/E. Hacemos el primer

cambio de variable v = r/r,, asi la ecuacién de movimiento para la caida toma la

forma

¢ [ du
¢(u) = L R (10.34)

Vamos a definir el polinomio P(u) = €*+u? —u* donde €? := (°/r2 b*. La integral

queda de la siguiente manera

o(u) = A du [(uf — v?) (W +uf — 1)] e (10.35)

T+ uQ

y considerando como condicién inicial para la integral uf = (1 + /1 + 4€2)/2, el

punto de retorno corresponde

7 1/2
1 1
R St : (10.36)

T T LT e

y la solucion es una integral eliptica de Jacobi

Kko(r) = Fli(r);q con W (r) = arccos[r/ro|, (10.37)
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don las constantes son

To To
Q= —F— Yy KR =—

, 10.38
2r2 —r? qt ( )

Ahora invertimos la soluciéon y obtenemos una expresién para el radio como un

coseno eliptico de Jacobi.

r(¢) = rocn (ko). (10.39)

La figura muestra la trayectoria para el foton que cruza el horizonte de eventos

Figura 10.4: Fotéon con momentum angular.

10.2.1. Trayectorias radiales de fotones

Ahora vamos a considerar el movimiento radial de fotones, es decir, L = 0 y

m = 0. Las ecuaciones que gobiernan este movimiento son
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dr  E(?
y
dr A

Vamos a analizar fotones que se precipitan al agujero negro desde el punto de

vista del tiempo propio y del tiempo coordenado.
Caida radial de fotones respecto del tiempo propio

En primer lugar estudiaremos el tiempo propio como funcion del radio. La cuadratu-

ra para la caida desde una distancia finita rq es

T(r) = ~7E : ridr, (10.42)
cuya soluciéon esta dada por
L3 3
T(r) = SEQE(TO — 7). (10.43)

Invertimos la solucion para obtener el radio en funcién del tiempo propio

r(1) = \/rs — 3C2ET, (10.44)

Esta solucion nos entrega que la particula cruza el horizonte en un tiempo finito.
Caida radial de fotones respecto del tiempo coordenado

Ahora calculamos la caida radial de un fotén al agujero negro del punto de vista

del tiempo coordenado como funcién del radio. La cuadratura es

Hr) = —¢* / T%) (10.45)
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y la solucion de este movimiento es

& ro—T o4 ro+ T o1
t(r) = 31n(° *)— 31n<0+ *)——2<———), (10.46)

2ry r—rg 2r r+ry ri \r ro
Esta solucién nos entrega que la particula demora un tiempo infinito en llegar al
horizonte de eventos. El gréafico siguiente contiene la caida respecto de los tiempos

propio y coordenado, observandose claramente la divergencia del tiempo coordenado

en el horizonte.

J

Figura 10.5: Caida radial de fotones segiin el tiempo propio y el tiempo coordenado



Capitulo 11

Conclusiones y Comentarios finales

En esta tesis se han calculado las trayectorias exactas para particulas cargadas
en movimiento en el campo de agujeros negros cargados y con constante cosmologi-
ca. Primero, hubo un estudio detallado de los horizontes de eventos, tanto para la
métrica RNdS como RNAdS, entregandose los radios exactos correspondientes a los
horizontes de eventos y cosmolégico. Mediante el formalismo de Hamilton-Jacobi
se encuentran las ecuaciones de movimiento para particulas cargadas en estos agu-
jeros negros, a partir de las cuales se estudia especificamente el movimiento en el
plano ecuatorial. Primero se calculan las trayectorias circulares obteniendo en for-
ma explicita los periodos de revolucion segin el tiempo propio y coordenado, estas
expresiones generales convergen a los resultados para particulas neutras en el limite
q = 0. El estudio del movimiento angular de particulas cargadas en el agujero negro
RNAdS permitio encontrar érbitas planetarias las cuales son factibles de aplicar al
Sistema Solar, pensando que el Sol estda cargado positivamente y que los planetas
tienen un carga pequena. A las orbitas planetarias se les calculd la precesion de
perihelio, una de las pruebas mas importantes de la relatividad general. También
en este agujero negro se encontraron trayectorias criticas las cuales se aproximaban

asintéticamente a una dérbita circular inestable. Otro aspecto importante que fue cal-
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culado es el comportamiento de las trayectorias radiales, cuyas soluciones analiticas
nos muestran otra importante caracteristica de los agujeros negros la cual consiste
en que la particula cargada cruza el horizonte de eventos en un tiempo propio fini-
to, sin embargo demora un tiempo cooordenado infinito en llegar a dicho horizonte.
En otra secciéon nos dedicamos a estudiar el movimiento de particulas cargadas en
el agujero negro RNdS el cual presenta dos horizontes, uno de eventos y uno cos-
moldgico v se determinaron las trayectorias angulares para particulas cargadas que
se precipitan tanto al horizonte de eventos como al horizonte cosmolégico, denomi-
nadas de segunda y tercera clase respectivamente. Las trayectorias criticas calculadas
en este espaciotiempo corresponden a dos érbitas circulares inestables y trayectorias
de particulas que se precipitan a estos radios inestables. La trayectoria critica de
tercera clase es una solucion unica del agujero negro RNdS la cual tiene dos dis-
tancias asintoticas correspondientes a las dos Orbitas circulares antes mencionadas.
Las trayectorias radiales de particulas cargadas presentan una distancia de reposo
inestable que solo existe en este agujero negro, demostrando que el movimiento ra-
dial cruza los horizontes de eventos y el cosmoldgico en tiempos propios finitos pero
demora un tiempo coordenado infinito en llegar a ambos horizontes. Ademas se cal-
cularon las trayectorias de fotones en el campo de agujeros cargados y con constante
cosmoldégica, obteniéndose la defleccién de la luz en términos de las funciones elipti-
cas de Weierstrass. Este célculo corresponde a otra prueba de la relatividad general.
Se determiné que los fotones tienen una Orbita circular inestable la cual depende
de la masa y de la carga, pero no de la constante cosmoldgica. Se calcularon los
periodos de revolucion para fotones en orbita circular segin el tiempo coordenado y
el tiempo propio, obteniéndose expresiones generales las cuales convergen al limite

Schwarzschild cuando Q = A = 0. Se determinaron dos trayectorias propias de fo-
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tones en el agujero RNAdS que son la limagon de Pascal y las trayectorias confinadas.
También se encontraron expresiones para el tiempo de retardo en las senales de radar
en términos de la carga del agujero negro y la constante cosmoldgica. Esta es una
tercera prueba de la relatividad general determinada en este trabajo.

En la parte final de este trabajo, se calculd la estructura geodésica completa
del agujero negro de Lifshitz, donde se determinaron las geodésicas tipo tiempo en
forma analitica y también las trayectorias para fotones. Se encontré que no existen
orbitas circulares inestables y tampoco estables. Todas la trayectorias corresponden a
particulas que parten desde el reposo y desde una distancia finita y luego se precipitan

al horizonte de eventos.



Apéndice A

Movimiento respecto a las
coordenadas angulares

Cuando las particulas cargadas no estan confinadas al plano ecuatorial podemos
determinar el movimiento angular posible respecto del angulo 0 y también calcular la
dependencia del angulo ¢ respecto de 6. En este apéndice calcularemos las soluciones
analiticas para las coordenadas angulares las cuales nos dan el comportamiento de

las trayectorias en el espacio.

A.1. Movimiento respecto a la coordenada ¢

La coordenada 6 es el angulo polar, y puede tomar solo valores positivos. En esta
seccién estudiaremos el movimiento cargado segun las propiedades de la funcién ©.
Consideremos la primera ecuacién de movimiento df/dy = VO y se requiere que
© = L? — J?csc? 6 > 0, entonces necesariamente L? > 0. Efectuamos el cambio de

variables & = cosf y la primera ecuacion de Hamilton toma la forma

;l_f = /Og; con O = K — L*¢? (A.1)
~

Los ceros de la funcién O, definen los angulos del cono que confinan el movimiento
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de la particula donde # € [0y, ). Las raices reales corresponden a & 5 = £v/K/|L|.
La funcién ©; representa una parabola con un maximo en (0, /), entonces ambos
conos son simétricos respecto al plano ecuatorial y la particula lo cruza en un tiempo
finito. Para integrar elegimos los limites de integraciéon donde el valor inicial vy = 0

en 6y = #,. La solucién para estas condiciones de borde es

v(0) = % arc cos [% cos 9] , (A.2)

el tiempo v que demora en cruzar el plano ecuatorial es (7 /2) = 7/2|L|. La ecuacién

anterior es posible de invertir logrando una expresion para el angulo dada por

K
——cos |L|y (A.3)

0(vy) = arc cos
L]

A.2. Movimiento respecto a la coordenada ¢

Consideremos las dos ecuaciones de movimiento para las coordenadas angulares:

df/dy =/© y dp/dy = J/sin? § para generar la siguiente integral

0
07| Siore A

por simplicidad elegimos la condicién inicial ¢(6;) = 0, y la solucién es

2 72
gb(@):l{arccos{ K+ L7 cost ]+arcsin[ K — L7 cost }+z}, (A.5)

2 |L|vVE (1 + cos ) |LIvVE (1 — cosf) 2
Apartir de esta expresion y reemplazando en ella cosf = % cos |L|y se obtiene

o(7)-
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