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Resumen
El sistema de exavaión por bloques es uno de los métodos de minería subterráneamás usados en la atualidad, la prinipal ventaja que posee es su eonomía, ya que uti-liza la gravedad y los esfuerzos internos de las roas para extraer mineral desde túneles ygalerías subterráneas. En dos de los proyetos más importantes de minería subterráneaque se están gestionando atualmente en Chile se evalúa este método omo el prin-ipal andidato a ser implementado, es por ello que el desarrollo de una herramientade estimaión del �ujo de material granular a través de modelos físios impliaría unaimportante mejora eonómia y produtiva.Dentro de los modelos físios granulares usados para determinar el movimiento deun medio granular, un elemento entral es la Zona Aislada de Movimiento (IMZ, si-glas en inglés), la que básiamente onsiste en la super�ie que separa las partíulasen movimiento de las que se enuentran en reposo. En la mayoría de los asos sólo seha araterizado la IMZ generada por un punto de extraión aislado, en este trabajose estudia numériamente la interaión de dos IMZ generadas desde dos puntos deextraión operando en forma simultánea. Para el estudio de interaión entre IMZ seutilizaron los modelos inemátio y de plastiidad en tres dimensiones, la IMZ resultantefue araterizada midiendo su altura y su anho máximo a lo largo de la interaión, enfunión de los parámetros modi�ados para ada modelo (separaión entre aperturas,volúmen extraído, et.).Finalmente se aplia el modelo de plastiidad usando parámetros representativosde los resultados experimentales obtenidos por Trueman y sus olaboradores, validandolos anhos alulados on los anhos experimentales.



Capítulo 1
Introduión

Chile, onsiderado omo el país que produe más obre en el mundo, genera anual-mente alrededor de 2 millones de toneladas de este mineral, el ual se obtiene desdeyaimientos ubiados en el territorio naional que se explotan ya sea por minería sub-terránea o por extraión a rajo abierto; la deisión de implementar un método u otroes determinada en gran parte según el espesor de material estéril en la super�ie, elyaimiento será explotado a rajo abierto si esta apa es lo su�ientemente pequeña, enaso ontrario es más rentable implementar un método de minería subterránea. En am-bos asos la vida útil de un yaimiento depende prinipalmente de la antidad estimadade mineral que se puede obtener de él, sin embargo para las minas trabajadas a rajoabierto existe otro fator que afeta su vida útil: éstas reen ada vez más a medida queson explotadas hasta llegar a un tamaño rítio, y en estas ondiiones el transporte dematerial en el interior de la mina implia un gasto elevado, disminuyendo en gran me-dida la rentabilidad de la operaión. Como ejemplo tenemos a Chuquiamata, onoidapor ser una de las minas a rajo abierto más grandes del mundo, que ya ha alanzadosu tamaño rítio y dejará de ser rentable dentro de la próxima déada de auerdo onlas estimaiones de CODELCO. Sin embargo aún existe una antidad importante dereservas de mineral de obre debajo de este yaimiento ya explotado a tajo abierto, estaantidad es de alrededor de 1700 millones de toneladas según CODELCO. Un reempla-zo razonable para minas a rajo abierto que aún onserven una antidad importante de1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2mineral es realizar la extraión usando métodos de minería subterránea, debido a quemás eonómio retirar el mineral desde túneles a mayor profundidad.Al menos dos de los proyetos atuales de CODELCO (Chuquiamata Subterrá-neo, de la División Codelo Norte y Nuevo Nivel Mina, de la División El Teniente)ontemplan la extraión subterránea de reservas utilizando el método de exavaiónpor bloques (en inglés, blok aving method), este método onsiste básiamente enextraer un bloque de mineral desde un yaimiento de grandes proporiones; al retirarmineral desde la base del bloque se generan fraturas que se propagan haia arribaprovoando hundimiento del mineral. El método se implementa de la siguiente manera:en primer lugar se divide el terreno de interés en grandes bloques uya seión horizon-tal es por lo general mayor que 1000m2 [1℄ (�gura 1.1), en la base se abre una granroza horizontal (anal o soavón), para privar de apoyo a la masa de mineral. Posterior-mente se prepara la zona inferior de esta masa on una red de galerías y himeneaso puntos de extraión (PE); la roza permite al material fraturarse y hundirse, luegola zona de fratura sube progresivamente en toda la masa. A medida que progresa elhundimiento, la fragmentaión mejora y el mineral se quebranta para luego ser argadoen los numerosos puntos de arga. El método de exavaión por bloques ha demostradoser e�iente y eonómio para la extraión de mineral a gran esala, siempre que lasondiiones del terreno permitan el �ujo de material por efeto de la gravedad.La mayor di�ultad que se presenta al implementar el método de exavaión porbloques es la ontaminaión o diluión de los PE por el ingreso de material estéril,además al seguir extrayendo material por un PE ontaminado sólo se onsigue más roaestéril ubiada en las zonas superiores, obligando a errar la operaión del PE. Por estarazón es importante onoer el �ujo del material y ómo se omporta, esta informaiónpermitiría poder optimizar el tamaño, ubiaión y operaión de los puntos extrativospara prevenir la diluión. Sin embargo, estudiar los desplazamientos de roas al interiorde la mina no es una tarea fáil, por un lado existen ompliaiones desde el puntode vista produtivo para obtener datos experimentales in situ, ya que hay una pérdidaeonómia al oupar tiempo de produión para realizar estudios, y por otro lado es



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 3difíil aislar ada una de las distintas variables (orden de extraión, tamaño de las roas,et.) para realizar un estudio detallado, ya que los riterios operaionales usados en lasfaenas mineras se basan prinipalmente en onoimientos empírios. Por estas razonesel desarrollo de métodos de prediión y su veri�aión en montajes experimentalesa esala es fundamental para obtener resultados que sean de ayuda al momento dedistribuir los PE, optimizando el proeso de extraión y obteniendo mejoras desde elpunto de vista eonómio.Para estudiar el desplazamiento del material granular, en lugar de seguir el movimien-to de ada partíula observamos la Zona Aislada de Movimiento (IMZ, siglas en inglés),que orresponde a la super�ie ubiada entre las partíulas que han empezado a moverseen un momento determinado y las partíulas que permaneen estátias.

Figura 1.1: Esquema de la distribuión de los puntos extrativos utilizados en el método deexavaión por bloques (imagen obtenida de [1℄).Varios autores han estudiado la forma de la IMZ a través de modelos a esala[2, 3, 4, 5℄; hasta ahora los estudios se han entrado prinipalmente en el estudio dela IMZ generada por un PE aislado, en este trabajo se ha inluido una IMZ adiionaly se ha observado ómo se forman e interatúan las IMZ generadas por varios puntos



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 4de extraión, on el �n de estudiar situaiones más omplejas que involuran la ope-raión de múltiples PE. En este trabajo se ha desarrollado una expresión analítia quepermite obtener la forma de la IMZ en base a dos modelos de �ujos granulares en tresdimensiones más la inorporaión de un frente de dilataión. Las IMZ obtenidas fueronaraterizadas midiendo los anhos y las alturas máximas de ada una en funión delos parámetros relevantes para ada modelo, ada uno de estos parámetros se desribeen el Capítulo 3.Un objetivo importante de este trabajo es validar las prediiones de los anhos delas IMZ obtenidas on el modelo de plastiidad, para ello se omparan los resultadosnumérios del modelo de plastiidad on los resultados experimentales obtenidos porTrueman y sus olaboradores [4℄ en un ontenedor diseñado espeialmente para serutilizado omo modelo a esala. Este trabajo en espeí�o es el tema entral de lapubliaión [6℄, la ual se enuentra publiada en el International Journal of RokMehanis and Mining Sienes, ver Apéndie A.El presente informe se organiza de la siguiente manera: en el Capítulo 2 se in-trodue el onepto de frente de dilataión, neesario para inorporar los ambios dedensidad loales del medio granular en los modelos inemátio y de plastiidad, ademásse presentan las expresiones analítias utilizadas para obtener las IMZ de dos o más PEoperados en extraión simultánea para ambos modelos. Posteriormente en el Capítulo3 se aplian ambos modelos para el aso de extraión simultánea por dos PE y se deter-minan los efetos en la forma de las IMZ provoados por los ambios en los parámetrosevaluados. Luego en el Capítulo 4 se desriben los aspetos onsiderados para validarlos datos experimentales obtenidos por Trueman y sus olaboradores [4℄ inluyendo losresultados obtenidos. Finalmente se enuentran las onlusiones y el apéndie A, endonde está la publiaión ompleta orrespondiente a la referenia [6℄.



Capítulo 2
Modelos Cinemátio y de Plastiidad

En este apítulo se introdue el Modelo Cinemátio, uya expresión analítia es unaeuaión del tipo difusivo. Este modelo se aplia en ontenedores de base plana y hasido utilizado en [2℄ y [3℄ para desribir el ampo de desplazamientos de un medio gra-nular, al extraer material desde una o dos aperturas en un ontenedor bidimensional otridimensional. De auerdo a los resultados obtenidos en [2℄, la linealidad de este modelopermite que sea apliable para asos de extraión simultánea a través de varias aper-turas. Esribiremos la euaión difusiva del modelo inemátio y sus distintas soluionespara una y varias aperturas.Adiionalmente se introdue el Modelo de Plastiidad, el ual se formula suponien-do un �ujo radial del material haia la apertura; su apliaión mas omún es en tolvaso ontenedores ónios, en donde el �ujo radial se apreia laramente. La formulaiónde una expresión para el ampo de veloidades en este modelo ha sido disutida ante-riormente en [2℄ y será expliada en este apítulo junto on su extensión analítia paravarias aperturas.Para ambos modelos se inluyen los efetos de dilataión del material granular enla expresión del ampo de veloidades, estos efetos tienen la forma de un frente dedilataión que se propaga haia arriba ambiando la densidad del medio a medida quese extrae material. Tal omo se disute en [3℄ y [5℄, al trabajar on ambos modelos porsí solos los resultados onuerdan on los experimentos solamente en la zona erana5



CAPÍTULO 2. MODELOS CINEMÁTICO Y DE PLASTICIDAD 6a la apertura; posteriormente en base a los resultados de [3℄, los autores onluyenque al inluir la dilataión en ada modelo se onsigue un mejor ajuste para las zonassuperiores.2.1. Efetos de dilataiónAl omenzar el proeso de extraión dentro de un ontenedor primero desiendenlas partíulas que se enuentran más era del punto de extraión (PE) generandoespaio disponible en esta zona, esto disminuye la densidad loal provoando que laspartíulas superiores deslien haia abajo; esta variaión de densidad se inluye en laforma de un frente de dilataión que se propaga haia arriba (�gura 2.1), el ontorno osuper�ie de este frente separa las partíulas en movimiento de las partíulas que aúnestán en reposo al no haber sido alanzadas por el ambio de densidad. Para obtener lageometría de la IMZ se determina la veloidad del frente de dilataión en funión delambio en el �ujo volumétrio. Una partíula loalizada en (r, θ, φ) debe ser alanzadapor el frente de dilataión para omenzar a moverse haia el punto extrativo, entonesel tiempo total requerido para extraer esta partíula se obtiene de la suma del tiempoque requiere el frente de dilataión para alanzar la posiión (r, θ, φ) y el tiempo quetarda la partíula en llegar a la apertura. Se han utilizado oordenadas esférias alinluir estos efetos de dilataión en el problema ya que la distribuión de la IMZ tienesimetría de rotaión respeto de su eje vertial, por lo tanto, basta on determinar laveloidad del frente de dilataión en un plano de simetría de�nido por φ = 0 paraobtener el ampo de veloidades en 3 dimensiones. Al introduir el balane de masasen el punto (r, θ, φ) uando es alanzado por el frente de dilataión en el instante t,tenemos
−J · dA · dt = ∆ρ · dsF · dA (2.1)



CAPÍTULO 2. MODELOS CINEMÁTICO Y DE PLASTICIDAD 7

Figura 2.1: Diagrama de la zona aislada de movimiento, junto on la región del frente de dilataión ylas veloidades del frente y las partíulas. A la dereha se muestra el sistema deoordenadas (�gura obtenida de [6℄)Donde J = ρvP (r, θ, φ) es el �ujo de granos en Kg/m2, vP (r, θ, φ) es la veloidadloal de las partíulas en m/s, ∆ρ = ρ0−ρ es el ambio en la densidad del material gra-nular introduido por el movimiento, ρ0 es la densidad fuera de la IMZ, orrespondientea la densidad del medio antes de que las partíulas deslien, ρ es la densidad dentrode la IMZ debida al deslizamiento, todas estas densidades tienen unidades de Kg/m3,
dsF orresponde al vetor desplazamiento (paralelo a la veloidad de las partíulas) delfrente de dilataión en un tiempo dt medido en metros, y �nalmente dA es el elementode área en m2 uya normal es paralela a dsF .El lado izquierdo de la euaión 2.1 representa la masa total de las partíulas que�uyen a través del frente de dilataión; el lado dereho orresponde al ambio de den-sidad loal provoado por el deslizamiento de partíulas. Luego, la veloidad del frentede dilataión vF (r, θ, φ) = dsF/dt en funión de la veloidad de las partíulas vP vienedada por la siguiente expresiónvF (r, θ, φ) = −

J
∆ρ

= −
ρ

∆ρ
vP (r, θ, φ) (2.2)



CAPÍTULO 2. MODELOS CINEMÁTICO Y DE PLASTICIDAD 8
2.2. Modelo CinemátioLos primeros autores en proponer este modelo fueron Litwiniszyn (1971) y Mullins(1972), el primero desribe el movimiento de los granos utilizando un proeso proba-bilístio para seleionar el grano que desiende; por otro lado Mullins supuso que losgranos �uyen por efeto de la gravedad desplazándose haia los espaios vaíos quevan dejando los granos inferiores mientras desienden dentro del material [7℄. Posterior-mente, Nedderman y Tüzün (1979) formalizan ambas ideas estableiendo el riterio deonsiderar los pequeños desplazamientos de los granos omo veloidades también pe-queñas y formulan una relaión de proporionalidad entre las veloidades horizontalesde los granos vx y el gradiente de las veloidades vertiales a lo largo de la horizontal
∂vy/∂x. En 2 dimensiones la relaión propuesta por Nedderman y Tüzün esvx = −Dp

∂vy

∂x
(2.3)Donde Dp es una onstante que depende de la naturaleza del material y se onoeomo el oe�iente de difusión del material, tiene unidades de longitud y por lo generalse onsidera del orden del diámetro de un grano. Para un material inompresible (dedensidad onstante), se puede unir esta relaión de Nedderman y Tüzün on la euaiónde ontinuidad, la ual tiene la siguiente forma en 2 dimensiones

∂vx

∂x
+

∂vy

∂y
= 0 (2.4)Evaluando la euaión 2.3 en la euaión 2.4 obtenemos

∂vy

∂y
= Dp

∂2vy

∂x2
(2.5)
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Análogamente en 3 dimensiones

∂vz

∂z
= Dp

[

∂2vz

∂x2
+

∂2vz

∂y2

] (2.6)Varios autores han estudiado el �ujo en ontenedores retangulares, ya sea onmaterial suelto o ompatado (ver referenias de [3℄). En los experimentos en que elmaterial se enuentra en un estado ompatado, el modelo inemátio deja de ajus-tarse a los resultados debido a los ambios de densidad provoados por el �ujo de losgranos omprimidos. Entones, el modelo inemátio se aplia en sistemas on un bajoempaquetamiento de partíulas.Las soluiones de la euaión 2.6 dependen de la geometría de la apertura y delsistema de oordenadas a utilizar. El modelo inemátio ha sido usado anteriormentepara alular la forma de la IMZ en [3℄ pero falla debido a que asume una densidadonstante en su formulaión original, esta densidad onstante no es ompatible on losambios internos de volumen, los que ourren uando el material omienza a �uir.Como se india en [3℄, al apliar la euaión 2.5 para una sola apertura �nita deanho 2R entrada en el origen, junto on la ondiión iniial para la veloidad vertialvy = v0 para −R < x < R y vy = 0 para x < −R y x > R, se obtiene la siguientesoluión para el desplazamiento vertial de las partíulasvy(x, y) = −
v0
2

[

erf

(

x+R
√

4Dpy

)

− erf

(

x− R
√

4Dpy

)] (2.7)La funión error es soluión de la euaión de difusión para un ambio del tipoesalón, esta funión aparee al sumar las in�nitas ontribuiones lineales siendo lasoluion de ada línea una funión exponenial (ver [8℄). Para un material on�nado enuna región retangular la soluión es la superposiión de dos funiones error, de estamanera obtenemos la soluión para un apertura �nita. En tres dimensiones la soluión



CAPÍTULO 2. MODELOS CINEMÁTICO Y DE PLASTICIDAD 10a la euaión 2.6 se obtiene simplemente del produto entre dos funiones error de laforma de la euaión 2.7, de esta manera la veloidad vertial toma la siguiente formaen el espaio vzP (x, y, z) = −
v0
2

·

[

erf

(

x+R
√

4Dpz

)

− erf

(

x− R
√

4Dpz

)]

·

[

erf

(

y +R
√

4Dpz

)

− erf

(

y − R
√

4Dpz

)] (2.8)En dos dimensiones, si tenemos dos aperturas ubiadas simétriamente una a adalado del origen sobre el eje horizontal on el mismo anho 2R, separadas a una distania
2L y on v0 independiente para ada apertura, el ampo de veloidades total se obtienede la suma de dos soluiones de la forma de la euaión 2.7 (ver [3℄), entradas en adauno de los puntos extrativosvy(x, y) = −

v0(L)
2

·

[

erf

(

x− L+R
√

4Dpy

)

− erf

(

x− L−R
√

4Dpy

)]

−
v0(−L)

2
·

[

erf

(

x+ L+R
√

4Dpy

)

− erf

(

x+ L− R
√

4Dpy

)] (2.9)Donde v0(L) y v0(−L) son las veloidades vertiales iniiales del material que seenuentra sobre las aperturas entradas en L y −L respetivamente. Si ahora generali-zamos la euaión 2.9 a tres dimensiones, on ambas aperturas de anhos Rx y Ry paralos ejes x e y respetivamente, ubiadas a distanias Lx y Ly del origen, obtendremos laomponente vertial de la veloidad de las partíulas vzP . Al evaluar esta omponente enla euaión 2.2 podemos esribir �nalmente la veloidad vertial del frente de dilataión
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vzF =

ρ

∆ρ
·
v0(Lx,Ly)

2
·

[

erf

(

x− Lx +Rx
√

4Dpz

)

− erf

(

x− Lx − Rx
√

4Dpz

)]

·

·

[

erf

(

y − Ly +Ry
√

4Dpz

)

− erf

(

y − Ly − Ry
√

4Dpz

)]

+
ρ

∆ρ
·
v0(−Lx,−Ly)

2
·

[

erf

(

x+ Lx +Rx
√

4Dpz

)

− erf

(

x+ Lx −Rx
√

4Dpz

)]

·

·

[

erf

(

y + Ly +Ry
√

4Dpz

)

− erf

(

y + Ly −Ry
√

4Dpz

)] (2.10)Las omponentes horizontales vxP y vyP se obtienen derivando la veloidad vertialvzP on respeto a x o a y respetivamente y luego multipliando por −Dp, de manerasimilar a la euaión 2.3 pero en 3 dimensiones. A ontinuaión se esribe la omponentehorizontal de la veloidad en la direión x del frente de dilataión para dos aperturasvxF = α v0(Lx,Ly) ·

[

exp

(

−
(x− Lx − Rx)

2

4Dpz

)

− exp

(

(−x − Lx +Rx)
2

4Dpz

)]

·

·

[

erf

(

y − Ly +Ry
√

4Dpz

)

− erf

(

y − Ly −Ry
√

4Dpz

)]

+ α v0(−Lx,−Ly) ·

[

exp

(

−
(x+ Lx −Rx)

2

4Dpz

)

− exp

(

(−x+ Lx − Rx)
2

4Dpz

)]

·

·

[

erf

(

y + Ly +Ry
√

4Dpz

)

− erf

(

y + Ly −Ry
√

4Dpz

)] (2.11)En donde α =
ρ

∆ρ
·

Dp
√

4πDpz



CAPÍTULO 2. MODELOS CINEMÁTICO Y DE PLASTICIDAD 12Análogamente para la omponente �y� de la veloidad obtenemosvyF = α v0(Lx,Ly) ·

[

exp

(

−
(y − Ly −Ry)

2

4Dpz

)

− exp

(

(−y − Ly +Ry)
2

4Dpz

)]

·

·

[

erf

(

x− Lx +Rx
√

4Dpz

)

− erf

(

x− Lx −Rx
√

4Dpz

)]

+α v0(−Lx,−Ly) ·

[

exp

(

−
(y + Ly − Ry)

2

4Dpz

)

− exp

(

(−y + Ly − Ry)
2

4Dpz

)]

·

·

[

erf

(

x+ Lx +Rx
√

4Dpz

)

− erf

(

x+ Lx −Rx
√

4Dpz

)]} (2.12)Debido a que las euaiones 2.10, 2.11 y 2.12 no son integrables analítiamente,fueron resueltas numériamente utilizando la funión ode45 de MATLAB, que onsistebásiamente en una ombinaión de los métodos de Runge-Kutta de orden uatro y in-o; la onvergenia fue ontrolada a través de las toleranias de error relativa y absoluta,la primera de ellas fue estableida en un 10−6% y se aplia en todas las omponentes delvetor soluión (desplazamiento de las partíulas en nuestro aso); la tolerania absolu-ta fue �jada en 10−6 cm para todas las omponentes del vetor soluión obtenido. Unavez integrado este ampo de veloidades, la soluión del sistema de euaiones entregalas trayetorias de las partíulas, las que orresponden en realidad a pequeños desplaza-mientos que ourren a medida que se retira material a través de las aperturas; es poresta razón que un intervalo de tiempo in�nitesimal dt se interpreta omo la extraiónde un volumen unitario también in�nitesimal; este volumen arbitrario se relaiona onla magnitud esalar v0.



CAPÍTULO 2. MODELOS CINEMÁTICO Y DE PLASTICIDAD 132.3. Modelo de PlastiidadEn los primeros aeramientos teórios para desribir �ujos granulares freuente-mente se usaban euaiones similares a las enontradas en hidrodinámia para desribirel movimiento de un �uido; en estos modelos se onsidera que el tamaño representativodel ontenedor es muho mayor que el tamaño de las partíulas del material granular.El motivo para usar estas relaiones está en que las �utuaiones en fuerzas y veloi-dades son muho menores que los valores promedio respetivos para ada una de estasmagnitudes. El modelo de Bergmark-Roos es preursor del modelo de Plastiidad, estemodelo anterior onsiste en un ampo de veloidades radial en donde se asume que laspartíulas se mueven en línea reta desde su lugar de reposo haia la apertura, ademásse asume que la aeleraión de ada partíula es onstante y que ada grano se ve afe-tado por la fuerza de gravedad y la fuerza de friión debido a la interaión on susveinos (ver [2℄), el modelo de Bergmark-Roos tiene el inonveniente de introduir unaumento en la densidad de los granos a medida que éstos se aeran haia la apertura,un elemento de volumen que desiende experimenta un aumento en su densidad que esfunión de la longitud de amino, lo que no es fatible físiamente.El modelo de plastiidad utiliza el mismo ampo de veloidades radial del modelo deBergmark-Roos, ambos se desriben en oordenadas polares y poseen simetría azimutal;en �ujos gravitaionales on esta simetría una buena aproximaión es despreiar lasomponentes azimutales de la veloidad [7℄. Asumiendo que el material es inompresible,la veloidad radial debe ser inversamente proporional a r2 [7℄; usaremos la expresióndel ampo de veloidades radiales de�nido en [2℄ y utilizado posteriormente en [5℄ paraomparar las formas de las IMZ aluladas on resultados experimentales. El ampo develoidades está determinado porvr = −
v0 r

2
D

r2
cos

(

πθ

2θG

)vθ = 0 (2.13)vφ = 0
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Figura 2.2: Sistema de oordenadas polar utilizado para el modelo de plastiidad, los ángulos semiden desde la vertial. El balane entre las fuerzas de friión y el peso orresponde alanálisis dinámio del modelo de Bergmark-Roos (Imagen obtenida de ref. [2℄)En donde v0 es la veloidad iniial en el entro de la apertura, rD es la distaniaentre el origen y los extremos de la apertura de radio rD sin θG, θG es el ángulo máximoen que hay desplazamiento de los granos, medido desde la vertial (�gura 2.2); esteángulo generalmente se onsidera omo el ángulo omplementario del ángulo de reposodel material granular. De la misma forma en que se hizo on el modelo inemátio,se inluyó el frente de dilataión para onsiderar los ambios de densidad loales en elmaterial granular. La igualdad 2.2 toma la siguiente forma para el modelo de plastiidad:vF (r, θ) = −
ρ

∆ρ
vP (r, θ) (2.14)Con el �n de failitar la representaión grá�a en 3 dimensiones del ampo develoidades de las partíulas (euaión 2.13 y lado dereho de la euaión 2.14), seutilizaron oordenadas artesianas al integrar ada una de sus omponentes para obtenerlos desplazamientos en ada eje. Esribiendo las veloidades de la euaión 2.14 enoordenadas artesianas, apareen tres euaiones; una para ada omponente de laveloidad a lo largo de los ejes oordenados que nos permiten alular y gra�ar laIMZ.
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(vxF ,vyF ,vzF ) = −

ρ

∆ρ
(vxP ,vyP ,vzP ) (2.15)Para obtener el ampo de veloidades del frente de dilataión primero debemostransformar las veloidades de las partíulas (euaión 2.13) a oordenadas artesianas.Para un únio PE uyo entro está en el origen, las veloidades artesianas de laspartíulas son las siguientesvxP = −

v0 r
2
D x

(x2 + y2 + z2)3/2
cos

[

π

2θG
arctan

(

√

x2 + y2

z

)]

vyP = −
v0 r

2
D y

(x2 + y2 + z2)3/2
cos

[

π

2θG
arctan

(

√

x2 + y2

z

)] (2.16)vzP = −
v0 r

2
D z

(x2 + y2 + z2)3/2
cos

[

π

2θG
arctan

(

√

x2 + y2

z

)]

Ahora extendemos estas soluiones para el aso de dos o más puntos extrativosubiados en el plano (x, y) en las posiiones (x1, y1), (x2, y2),..., (xn, yn), on veloidades
v1, v2,..., vn respetivamente. Esta soluión se onstruye a partir de la suma lineal dedos veloidades de la forma obtenida en las euaiones 2.16vF = r2D

ρ

∆ρ

n
∑

i=1

vi
(r− ri)
|r− ri|3 cos( πθi

2θG

) (2.17)
En donde: θi = arctan





√

(x− xi)
2 + (y − yi)

2

z



r = (x , y , z)

ri = (xi , yi , 0)vF = (
ρ

∆ρ
vxP ,

ρ

∆ρ
vyP ,

ρ

∆ρ
vzP )
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Para el modelo inemátio también se pueden determinar las veloidades para másde dos aperturas, basta agregar términos similares a los de las euaiones 2.10 y 2.11,siendo onoidas las posiiones de ada apertura, y sus áreas retangulares obtenidas apartir de sus anhos en los ejes x e y.La euaión 2.17 también fue resuelta numériamente usando la funión ode45 deMATLAB, obteniendo las líneas de orriente para ada modelo y la geometría de las IMZpara ada paso temporal. El ontrol de la onvergenia de ode45 fue implementado onlos mismos valores de toleranias absoluta y relativa usados on el modelo inemátio(ver seión 2.2).A ontinuaión en el Capítulo 3 se presentan los álulos realizados on ambos mo-delos para estudiar la interaión de dos IMZ al modi�ar la separaión de aperturas,el volumen extraído, et. A partir de la euaión 2.17 se realizaron los álulos nee-sarios para reproduir los resultados experimentales de Trueman [4℄, on tree puntosextrativos en extraión simultánea; estos resultados se enuentran en el Capítulo 4.



Capítulo 3
Interaión de 2 IMZ: Evaluaión deparámetros

A partir de las expresiones analítias desritas en el Capítulo 2 podemos obtener laslíneas de orriente para el modelo inemátio (euaiones 2.10 y 2.11) y para el modelode plastiidad (euaión 2.17). A medida que se realizan extraiones, más partíulasingresan en la IMZ y por lo tanto las líneas de orriente que llegan hasta la fronterareen on ada extraión; para gra�ar la super�ie de la IMZ se unen los puntosextremos de estas líneas de orriente.A ontinuaión se presentan los resultados obtenidos al evaluar las expresionesanalítias de ada modelo para las IMZ generadas por 2 aperturas en extraión si-multánea, modi�ando la separaión de las aperturas, el oe�iente de difusión, el án-gulo máximo de desplazamiento y el volumen extraído. En primer lugar se presentanlos resultados del modelo inemátio y luego se exponen los resultados del modelo deplastiidad.
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CAPÍTULO 3. INTERACCIÓN DE 2 IMZ: EVALUACIÓN DE PARÁMETROS 183.1. Modelo CinemátioPara este modelo se modi�aron de manera independiente los siguientes parámetros:la distania o separaión entre aperturas∆d, on valores de 10, 8, 6, 4 y 2 cm; el volumenextraído por una de las aperturas, a razones de 1:2, 1:3 y 1:4, en donde el volumen dereferenia orresponde a 100 cm3 por ada extraión y �nalmente el oe�iente dedifusión Dp, que onvenionalmente se elige proporional al tamaño del grano, onvalores de 0,1, 0,2, 0,3, 0,4 y 0,5 cm. El área de las aperturas es uadrada y on unvalor onstante de 1 cm2 para todos los asos alulados; el volumen extraído por adaapertura viene dado por la siguiente expresión
vk = Qk ·Np (3.1)En donde Qk orresponde al volumen unitario, medido en cm3 que es extraído en Nppasos por la apertura �k� (apertura 1 o 2) hasta llegar al volumen total de la extraiónque esté siendo alulada. Para todos los valores de volumen evaluados se �jó un valorde pasos de Np = 10 y se modi�ó Qk según los requerimientos de ada aso.Para gra�ar la IMZ se utilizó una grilla de puntos, los que iniialmente se ubiansobre el plano xy (z = 0) a distanias regulares (formando uadrados de 0, 2 cm de lado)y de forma simétria on respeto a los puntos entrales de ambos PE.
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Figura 3.1: Vista frontal de un aso de extraión por 2 aperturas para el modelo inemátio.El eje horizontal orresponde al eje y, direión en que se midieron los anhos de las IMZ.A lo largo del eje vertial z fueron medidas la alturas máximas de las IMZ.Parámetros utilizados: Dp = 0, 1 cm, v1 = v2 = 2000 cm3, ∆d = 10 cm.Las geometrías de las IMZ son freuentemente evaluadas en este tipo de estudiosmidiendo sus alturas y anhos máximos; las que han sido medidas en las direionesparalelas a los ejes z e y respetivamente (ver �gura 3.1). En la mayoría de las simu-laiones el anho a lo largo de la direión de la interaión (eje y) se ve más afetadoque en la direión perpendiular a ésta (eje x); en la �gura 3.1 el punto extrativo queno sufre modi�aiones para los ambios en el volumen extraído es el de la izquierda,el ual será denominado por PE1; mientras que el de la dereha será identi�ado omoPE2. A ontinuaión se presentan para el modelo inemátio los grá�os de las alturasy anhos obtenidos para ada parámetro evaluado.
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• Separaión entre puntos extrativosEn la �gura 3.2 se muestran las urvas de las alturas medidas para ambas IMZ amedida que se modi�a la separaión entre los PE
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Figura 3.2: Alturas máximas H[cm℄ de las IMZ obtenidas en funión de la antidad de extraionespara diferentes separaiones entre aperturas en cm, modelo inemátioSe observa que, en general, a mayor separaión entre los puntos de extraión laaltura máxima de las zonas de movimiento ree más lentamente. Al reduir la sepa-raión entre las aperturas se requiere de menos extraiones para lograr una interaiónnotoria; en esta interaión las IMZ se deforman aumentando su altura on mayor rapi-dez. Esto se debe a que las líneas de orriente de las partíulas no pueden ruzarse, demanera que al aerarse se estiran a lo largo de la vertial.
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Figura 3.3: Arriba: Diferenia entre anhos totales WT y unitarios W de las IMZ, ambos medidos en
cm. Las unidades de los ejes son también cm y los parámetros usados para obtener la�gura son: Dp = 0, 1 cm, v1 = v2 = 6000 cm3, ∆d = 6 cm.Abajo: IMZ unitaria obtenida on Dp = 0, 1 cm y v1 = 6000 cm3.Una vez alanzada la interaión entre IMZ, es laro que la forma de ada una deellas se ahata horizontalmente en un ostado y se alarga vertialmente. Al ontinuarextrayendo material luego de la interaión, se llega a un estado en que la forma totalde ambas IMZ se asemeja a la de una IMZ aislada, generada por un solo punto deextraió tal omo se observa en el ejemplo de la �gura 3.3 (la esala de los ejes ilustra demanera exagerada la fuerte interaión entre IMZ). Se midieron los anhos de ada IMZunitaria (W ) para todas las extraiones y, en los asos en que se observó este estado,fueron medidos también los anhos de la IMZ total WT . Se presentan a ontinuaiónlos resultados para ambas series de datos en las �guras 3.4 y 3.5 respetivamente.
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2 cmFigura 3.4: Anhos máximos unitarios W[cm℄ de las IMZ, obtenidos en funión de la antidad deextraiones para diferentes separaiones entre aperturas, modelo inemátioAl observar la �gura 3.4 podemos ver que para una mayor separaión entre puntosextrativos, aumenta el anho de las IMZ en interaión; omo señalamos anteriormenteal omentar la �gura 3.2, mientras mayor sea la separaión entre aperturas se requierenmás extraiones para lograr que las IMZ interatúen; lo que se puede onstatar en la�gura 3.4 mirando los puntos orrespondientes a las extraiones déima y vigésima,espeialmente en lo era que se enuentran los anhos máximos para 8 y 10 cm deseparaión, lo que india que la interaión aún es despreiable para esas distanias ypor ende los anhos se deforman levemente.
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2 cmFigura 3.5: Anhos máximos totales WT [cm] de la IMZ obtenida en funión de la antidad deextraiones para diferentes separaiones entre aperturas, modelo inemátioComo se alara en el omentario de la �gura 3.3, si la interaión entre las IMZ es losu�ientemente fuerte, la forma de la IMZ total se asemeja a la de una IMZ aislada. Losanhos máximos totales medidos para estos asos (�gura 3.5) evoluionan en la mismaproporión que los anhos máximos de las IMZ unitarias (�gura 3.4), esto se debe aque el anho total es el doble del anho unitario respetivo. Se destaa que solamentepara una separaión de 2 cm se obtuvo una IMZ total en todas las extraiones y, amedida que aumentamos la separaión, se requieren de más extraiones para formarla IMZ total. Para todas las extraiones aluladas on separaiones de 8 y 10 cm lainteraión no es lo su�ientemente fuerte para lograr este estado.
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• Coe�iente de Difusión
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Figura 3.6: Alturas máximas H[cm℄ de las IMZ obtenidas en funión de la antidad de extraionespara distintos oe�ientes de difusión del material granular, modelo inemátioEn la �gura 3.6 se observa que al aumentar el oe�iente de difusión, las alturasdisminuyen en todas las extraiones. Para las urvas on un mayor Dp las alturas sonmás eranas, por ejemplo, si observamos las urvas orrespondientes a un Dp de 0,4 y0,5 cm vemos que sus valores de alturas son muho más eranos que los de las urvasgeneradas on Dp de 0,1 y 0,2 cm. Un aso extremo de disminuión de las alturas alinrementar Dp se observa en la extraión 120, en donde la altura máxima de las IMZgeneradas on Dp = 0, 5 cm es de poo más de 60 cm, aproximadamente la mitad de laaltura respetiva obtenida en el aso Dp = 0, 1 cm, uyo valor supera los 120 cm.
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0.1 cmFigura 3.7: Anhos máximos W[cm℄ de las IMZ obtenidas en funión de la antidad de extraionespara distintos oe�ientes de difusión del material granular, modelo inemátioSe apreia en la �gura 3.7 que ambas IMZ aumentan sus anhos uando se inre-menta Dp, este aumento en los anhos es ada vez menor en magnitud a medida que seusa un oe�iente de difusión mayor. Comparando las magnitudes de las urvas, el asomás extremo on Dp = 0, 5 cm en la extraión 120 apenas supera los 14 cm lo que o-rresponde a un aumento de poo menos de un terio del anho respetivo obtenido on

Dp = 0, 1 cm, de unos 11 cm. Este mismo aso extremo fue disutido para las alturas enla �gura 3.6 obteniendo una disminuión erana a los 60 cm; podemos deir entonesque el oe�iente de difusión determina en gran manera la forma de las IMZ en el mode-lo inemátio desarrollado y que al inrementar su valor disminuye onsiderablementela altura de las IMZ y aumenta sus anhos en una pequeña antidad.
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• Volumen extraído relativoEn el grá�o siguiente se tienen las alturas máximas de las IMZ obtenidas para elaso de variaión del volumen extraído por una apertura.
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Figura 3.8: Alturas máximas H[cm℄ de las IMZ obtenidas en funión de la antidad de extraionespara ambios en el volumen extraído por el PE 2, modelo inemátio. La urva onírulos representa el aso en que se extraen 100 cm3 de material en ada extraión porambos PE.Observando el grá�o de la �gura 3.8 se distingue un rápido reimiento en todaslas urvas de altura para las IMZ formadas por el PE dereho, mientras que para lasalturas de la IMZ izquierda el aumento es de menor magnitud; y omienza a ser distin-guible alrededor de la extraión número 50. Por lo tanto, en general, al aumentar elvolumen extraído por un PE tendremos un aumento onsiderable en la IMZ respetiva,y aumentará en menor antidad la altura de la IMZ veina.
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1:1 (100 [cm]3)Figura 3.9: Anhos máximos W[cm℄ de las IMZ obtenidas en funión de la antidad de extraionespara ambios en el volumen extraído por el PE 2, modelo inemátio. La urva onírulos representa el aso en que se extraen 100 cm3 de material en ada extraión porambos PEEn la �gura 3.9 se apreia que el anho de la IMZ dereha ree al aumentar el volu-men de material retirado por el PE dereho (PE2) y, por otro lado, disminuye el anhode la IMZ izquierda si se aumenta el volumen extraído por el PE2; el ensanhamientode la IMZ mayor provoa que anho de la IMZ menor disminuya, sin embargo estadisminuión tiende a atenuarse a medida que se extrae un volumen mayor por el PE2.



CAPÍTULO 3. INTERACCIÓN DE 2 IMZ: EVALUACIÓN DE PARÁMETROS 283.2. Modelo de PlastiidadEn la evaluaión del modelo de plastiidad se variaron los siguientes parámetros:la distania o separaión entre aperturas ∆d, on valores de 10, 8, 6, 4 y 2 cm; elvolumen extraído por una de las aperturas, a razones de 1:2, 1:3 y 1:4, en donde elvolumen de referenia orresponde a 100 cm3 por extraión y por último el ángulomáximo de desplazamiento θg on valores de 45o, 40o, 35o, 30o, 25o, 20o y 15o. El áreade las aperturas es irular y on un valor onstante de 1 cm2 para todos los asosevaluados. Analítiamente el volúmen extraído por ada apertura viene dado por lasiguiente expresión:
vk = v0k π r2D sin2 (θG) Np (3.2)En donde v0k orresponde a la veloidad iniial (medida en cm/s) en el entro dela apertura asoiada al volumen unitario v0kπ r2D sin2 (θG) que es extraído en Np pasospor la apertura �k� (apertura 1 o 2) hasta llegar al volumen total orrespondiente a laextraión que esté siendo alulada. Para todas las extraiones se �jó un valor de pasosde Np = 10 y se modi�ó v0k de auerdo al volumen neesario para ada extraión,para los asos en que se varió θg se debió ajustar también un valor de rD (en cm) paramantener el área de la apertura onstante, la ual viene dada por π r2D sin2 (θG) (ver�gura 2.2); en los demás asos el valor de rD permaneió onstante. La grilla usadapara gra�ar es de las mismas araterístias a la utilizada para el modelo inemátio,solo se modi�ó la separaión entre sus puntos (para el modelo de plastiidad formanuadrados de 0,5 cm de lado).
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Figura 3.10: Vista frontal de un aso de extraión por 2 aperturas para el modelo de plastiidad.El eje horizontal orresponde al eje y, direión en que se miden los anhos de las IMZ.A lo largo del eje vertial z se midieron las alturas máximas de las IMZ.Parámetros utilizados: θg = 41o, v1 = v2 = 100 cm3, ∆d = 10 cm.Al igual que on el modelo inemátio, las geometrías de las IMZ fueron evaluadasde auerdo a sus alturas y anhos máximos; las que han sido medidas en las direio-nes paralelas a los ejes z e y respetivamente (Ver �gura 3.10). En la mayoría de lassimulaiones el anho a lo largo de la direión de la interaión (eje y), se ve másafetado que el anho en la direión perpendiular (eje x); en la �gura 3.10 el puntoextrativo que no sufre modi�aiones para los ambios en el volumen extraído es el dela izquierda, denotado por PE1; mientras que el de la dereha será denotado por PE2.A ontinuaión se presentan los grá�os de las alturas y anhos obtenidos para adaparámetro evaluado del modelo de plastiidad.
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• Separaión entre puntos extrativosCon el �n de presentar los resultados on mayor laridad, en las �guras 3.11 y 3.12se han inluido solamente las separaiones entre PE de 2, 6 y 10 cm debido a que losvalores de alturas para todas las urvas son bastante eranos y al gra�ar todas lasseries de datos los puntos son demasiado eranos.
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10 cm
6 cm
2 cmFigura 3.11: Alturas máximas H[cm℄ de las IMZ obtenidas en funión de la antidad de extraionespara distintas separaiones entre PE, modelo de plastiidadEn la �gura 3.11 se observa que, a medida que se aeran los PE las alturas máximasde las IMZ reen levemente, este aumento en las alturas es ada vez menor a medidaque se extrae más material; todas las urvas se asemejan a una funión logarítmia.Podemos deir entones que al variar la separaión entre los PE las alturas de las IMZse ven afetadas en muy poa antidad y que, al aumentar la antidad de materialextraído, el ambio en las alturas se hae ada vez más despreiable.



CAPÍTULO 3. INTERACCIÓN DE 2 IMZ: EVALUACIÓN DE PARÁMETROS 31A ontinuaión se presentan los anhos de las IMZ, obtenidos al ambiar la sepa-raión entre los PE. Debido a que se observó una fuerte interaión desde las primerasextraiones, presentaremos solamente los anhos de la IMZ total observada para todaslas extraiones (Ver �gura 3.3 y su disusión posterior sobre IMZ total y unitaria).
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10 cm
6 cm
2 cmFigura 3.12: Anhos máximos totales WT [cm] obtenidos en funión de la antidad de extraionespara distintas separaiones entre los PE, modelo de plastiidadPara los anhos de la �gura 3.12 podemos observar diferenias signiativas dentrode las primeras 80 extraiones, mientras mayor separaión entre las aperturas másrápidamente reen los anhos en las primeras extraiones, sin embargo para un númerode extraiones su�ientemente alto (alrededor de 90 para esta evaluaión) los anhosterminan aerándose en magnitud llegando a una diferenia entre ellos prátiamentedespreiable; similar al omportamiento enontrado para las alturas máximas en la�gura 3.11.Para un mismo número de extraiones mientras más era estén ubiados los PEmenor será la antidad de espaio que ubran ambas IMZ. De la misma manera que alevaluar la separaión en el modelo inemátio, a mayor eranía de los PE se requierede menos extraiones para que las IMZ interatúen.



CAPÍTULO 3. INTERACCIÓN DE 2 IMZ: EVALUACIÓN DE PARÁMETROS 32
• Ángulo máximo de desplazamiento θGA ontinuaión se gra�an los valores obtenidos para las alturas máximas en funiónde las extraiones para distintos valores de θG, ángulo máximo para el desplazamientodel material granular (ver euaión 2.13)
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Figura 3.13: Alturas máximas H[cm℄ obtenidas en funión de la antidad de extraiones paraambios en el ángulo máximo de desplazamiento θG para ambos PE, modelo deplastiidadComo podemos observar en la �gura 3.13 mientras más pequeño es θG, más lenta-mente aumentan las alturas on ada extraión, esto se debe a que on un mayor θGse inrementa el anho del ono que ontiene a la IMZ, provoando interaión y au-mento de las alturas. Además se observa que para mayores ángulos de desplazamientolas urvas se aeran ada vez más, los ambios en la altura de las IMZ son muy levespara ángulos de desplazamiento de 30o y mayores.
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Figura 3.14: Anhos máximos W[cm℄ obtenidos en funión de la antidad de extraiones paraambios en el ángulo máximo de desplazamiento θG para ambos PE, modelo deplastiidadEn la �gura 3.14 es laro que mientras menor sea θG tendremos menores anhospara ambas IMZ generadas; un resultado que es de esperar ya que al disminuir θG sedisminuye el anho del volumen ónio en donde se puede mover el material para estemodelo (ver �gura 2.2), lo que restringe el espaio en donde pueden desender los granosy en onseuenia disminuye el anho de la IMZ.Además podemos observar de la �gura 3.14 que para un menor θG la tasa de re-imiento de los anhos es también menor a medida que se realizan extraiones, parala urva θG = 15◦ los anhos no sobrepasan las 14 unidades de longitud y mirando lasdemás urvas es laro que a mayor valor de θG, mayor es la pendiente de la urva.
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• Volumen extraído relativo
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1:4 (PE Der)
1:3 (PE Der)
1:2 (PE Der)
1:4 (PE Izq)
1:3 (PE Izq)
1:2 (PE Izq)
1:1 (100 [cm]3)Figura 3.15: Alturas máximas H[cm℄ obtenidas en funión de la antidad de extraiones paraambios en el volumen extraído por el PE2, modelo de plastiidad. La urva on írulosrepresenta el aso en que se extraen 100 cm3 de material en ada extraión por ambosPE.En la �gura 3.15 se observa que al aumentar el volumen extraído por el PE2 reenlas alturas de ambas IMZ generadas. De manera evidente, ree más rápidamente laaltura de la IMZ generada por el PE2, y también existe un reimiento de menormagnitud en la altura de la IMZ menor para todos los asos medidos; la distania entreaperturas debe ser su�ientemente pequeña omo para que exista interaión, de otramanera las dimensiones de la IMZ menor orresponden a las de una IMZ aislada.
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Figura 3.16: Anhos máximos totales WT [cm] obtenidos en funión de la antidad de extraionespara ambios en el volumen extraído por el PE2, modelo de plastiidad. La urva onírulos representa el aso en que se extraen 100 cm3 de material en ada extraión porambos PEEn la �gura 3.16 vemos que al inrementar el volumen extraído por el PE2, reeel anho total de la IMZ, para asi todos los asos evaluados (salvo en la extraiónnúmero 10 para todas las urvas) la interaión es fuerte y la forma ompleta de am-bas IMZ es similar a la forma de una IMZ generada por una apertura. Al medir losanhos separadamente, se observó que para la IMZ del PE1 su anho disminuye másrápidamente a medida que se extrae más material por el PE2. Este resultado da uentade que, en la interaión, la IMZ de mayor tamaño oupa una gran parte del espaioentral y omprime ada vez más el anho de la IMZ menor a medida que se realizanextraiones.



Capítulo 4
Comparaión on resultadosexperimentales

Desafortunadamente, los modelos inemátio y de plastiidad no desriben omple-tamente el problema real del método de exavaión por bloques en minería subterránea,ya que existen ondiiones reales que han sido poo estudiadas, omo son los distintostamaños de las roas, la humedad y la temperatura ambientales. Inluir estos paráme-tros ompliaría el desarrollo de una herramienta de prediión, por esto los modelosque han sido objeto de estudio pretenden aerarse al problema de manera simpli�a-da, onsiderando solamente los aspetos más generales del problema (�ujo gravitaional,densidad del material, tamaño uniforme de roas, et.). Con el objetivo de veri�ar queestos modelos simpli�ados generen resultados ompatibles on el omportamiento deun aso real análogo, es neesario validar nuestros álulos a través de la omparaiónon resultados experimentales generados en ondiiones ontroladas.Se ompararon los álulos del modelo de plastiidad on resultados experimentalesgenerados por Trueman y sus olaboradores [4, 9℄ en una maqueta a esala 1:100, la basedel ontenedor tiene dimensiones de 239 × 275 cm, y fue llenado hasta una altura de 330
cm. El material granular usado fue �lita mahaada, uyo tamaño medio de grano fuede 8 mm, medido por los autores; los puntos de extraión en la maqueta son uadrados

36



CAPÍTULO 4. COMPARACIÓN CON RESULTADOS EXPERIMENTALES 37de 12 × 10 cm. El experimento reproduido on nuestros álulos orresponde a treePE en extraión simultánea, los que se enuentran separados a una distania onstantede 48 cm en on�guraión triangular.Al obtener los resultados presentados para el modelo de plastiidad en la seión3.2 se observó que al haber interaión entre dos IMZ sus ontornos se aplanaban en lazona de ontato entre ellas (ver �gura 4.1); para más de 2 IMZ se llega a un punto desaturaión en que los anhos de las IMZ dejan de reer en la direión de la interaión.En la gran mayoría de los asos estudiados en la seión 3.2 la interaión provoa unalargamiento en las alturas de las IMZ on respeto a la altura de una IMZ aisladagenerada on los mismos valores para ada parámetro (v0, θG y rD).
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Figura 4.1: Deformaión observada en los ontornos adyaentes de dos IMZ en interaión. Grá�agenerada on ∆d = 10 cm, θG = 41o, v1 = v2 = 200 cm3 y rD = 0, 86mm.En los experimentos de Trueman y sus olaboradores en la referenia [4℄ también seobserva una interaión entre las IMZ que �nalmente satura sus anhos, espeialmentepara las IMZ orrespondientes a las aperturas entrales que entran en ontato on másde una IMZ veina.



CAPÍTULO 4. COMPARACIÓN CON RESULTADOS EXPERIMENTALES 38En las siguientes seiones mostraremos que usando el modelo de Plastiidad hemoslogrado reproduir los valores de los anhos de las IMZ obtenidas experimentalmente porTrueman y sus olaboradores en [4℄; también se ha reproduido el omportamiento deinteraión entre 2 o más IMZ y la saturaión del reimiento de sus anhos. El materialusado en el montaje experimental de [4℄ fue uanti�ado en masa por los autores (10 Kgpor extraión); dado que para el modelo de Plastiidad el material extraído debe seruanti�ado en volumen y, al no onoer la densidad del bulk que nos permite onvertirmasa a volumen y vieversa, se optó por generar una urva que permitiera transformarestas antidades, esta alibraión se presenta en la seión 4.1. Luego on este volumenequivalente fueron reproduidas las ondiiones del experimento 8mm-T4 (ver [4℄), losresultados de los álulos y la omparaión entre los anhos simulados y experimentalesse presentan en la seión 4.2.



CAPÍTULO 4. COMPARACIÓN CON RESULTADOS EXPERIMENTALES 394.1. Calibraión Masa-VolumenPara obtener un volumen representativo de la antidad de material retirado enada extraión del experimento 8mm-T4 de [4℄, fue neesario �jar los valores de losparámetros de la euaión 3.2 a antidades que representaran las araterístias delmontaje utilizado por Trueman y sus olaboradores. El radio de la apertura rD y elángulo máximo de desplazamiento θG se obtuvieron de las ondiiones experimentales(tamaño de puntos extrativos y ángulo de friión del material) y el parámetro deajuste utilizado para obtener los volúmenes retirados en las extraiones fue v0. Pararealizar la alibraión se ingresaron distintos valores de v0 al programa implementado enMATLAB hasta que la diferenia entre el valor experimental y el valor alulado parael anho de la IMZ fuera inferior al 0,1% del anho experimental de la IMZ. Se esogiósólo una apertura 1 para obtener la urva de transformaión, on el �n de alibrar losanhos a partir de un solo punto extrativo aislado; sólo se usaron los anhos de lasprimeras uatro extraiones (10, 20, 30 y 40 Kg), de manera que al alibrar los anhosde la IMZ no hubiera in�uenia de las interaiones on las IMZ veinas, las que seobservan desde los 50 Kg extraídos en adelante.En primer lugar, se determinó el ángulo máximo de desplazamiento θG para la�lita, que orresponde a un material no ohesivo on un ángulo de friión interna de
θf = 41o [4℄. De auerdo on el análisis de fallas de Mohr-Coulomb [7℄ el ángulo defriión interna oinide on el ángulo de reposo uando el material es no ohesivo;por otro lado, tenemos que el ángulo de reposo (medido desde la horizontal) y el dedesplazamiento máximo (medido desde la vertial) son omplementarios, de aquí seobtuvo que θG = 90o − θf = 49o.Los puntos extrativos del montaje utilizado por Trueman son retangulares, las di-mensiones de estos puntos sólo se presentan grá�amente en la �gura 2b de la referenia[4℄. Se busó un valor espeí�o de las dimensiones de las aperturas en una publiaiónanterior de los mismos autores [9℄, en donde se explian las araterístias de la misma1Punto de extraión dp9 en la �gura 7 de la referenia [4℄



CAPÍTULO 4. COMPARACIÓN CON RESULTADOS EXPERIMENTALES 40maqueta a esala y la metodología empleada para trabajar en ella; el área retangularde las aperturas fue de 12×10 cm. Dado que para el modelo de Plastiidad las aperturasson irulares, se igualó esta área retangular on el área irular πr2D sin2 θG , una vezobtenido θG = 49o se aluló el radio de las aperturas a utilizar en nuestras simulaioneson el modelo de plastiidad obteniendo el valor de rd = 8,19 cm.M (Kg) We (m) v′
0
(m) Wc (m) |We −Wc| (m) Volumen (cm3)10 178,95 50,3 178,96 0,01 6035,2420 247,37 66,4 247,34 0,03 15934,0030 289,04 70,6 288,98 0,06 25412,8240 320,55 72,3 320,60 0,05 34699,65Tabla 4.1: Valores utilizados en la alibraión masa-volumen, la diferenia entre los anhosexperimental We y alulado Wc no supera el 0,1% del anho de la IMZ experimentalEn la tabla 4.1 se resumen los valores obtenidos en la alibraión, M orrespondela masa total de material retirado luego de ada extraión, We es el anho experimen-tal de la IMZ del dp9 [4℄, v′0 es la veloidad iniial en el entro de la apertura paraada extraión unitaria, luego de 100 extraiones unitarias por ada 10 Kg extraí-dos se obtiene el valor total v0 = v′0Ne (ver euaión 3.2); en la siguiente olumna Wcorresponde al anho alulado on el valor de v0 orrespondiente y la última olumnamuestra el volumen equivalente alulado. Luego al gra�ar los valores de v0 del Cuadro4.1 en funión del número de extraiones se ajustó una reta por regresión lineal a lospuntos de la tabla (se agregó el punto adiional v0 = 0 cm para 0 extraiones) paraobtener de la pendiente un valor de v0 araterístio, el ual sería utilizado en los ál-ulos posteriores para generar todas las extraiones. Este valor araterístio resultóser de
v0 = 73, 99 ± 3, 26 [cm] (4.1)



CAPÍTULO 4. COMPARACIÓN CON RESULTADOS EXPERIMENTALES 414.2. Comparaión entre anhos alulados y experi-mentalesNuestro modelo se implementó siguiendo de la mejor manera posible las araterís-tias del montaje experimental que Trueman y sus olaboradores usaron en [4℄, sinembargo, hay aspetos que di�eren de las ondiiones experimentales; en primer lugar,en nuestro modelo el tamaño del ontenedor es in�nito y por esta razón no onsidera lasinteraiones de las IMZ on los ontornos del ontenedor; además hay diferenias enla geometría de las aperturas siendo irulares para nuestras simulaiones on el modelode plastiidad y retangulares en el montaje experimental [9℄. Pese a estas diferenias,hay bastante eranía entre los anhos alulados y experimentales omo veremos másadelante. A ontinuaión en la �g. 4.2 se presenta una grá�a de las IMZ aluladason los 13 puntos extrativos en interaión

Figura 4.2: Grá�a de 13 puntos extrativos en interaión separados a una distania de 480 mm enon�guraión triangular. Extraión equivalente a 60 Kg retirados, todos los ejes tienenunidades en milímetros.
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Figura 4.3: Anhos de las IMZ (W) de los PE ubiados en los extremos (△) y entrales (©) enfunión de la masa total de material extraído (M), se apreia la saturaión de los anhosde las IMZ entrales para las extraiones por sobre los 160 KgEn la �gura 4.3 se distingue que desde los 60 Kg extraídos hay una difereniaentre los anhos de las IMZ entrales y los anhos de las IMZ ubiadas en los ex-tremos, heho que también fue detetado al observar los per�les obtenidos para adaextraión. Bajo estas ondiiones de interaión, las geometrías de las IMZ experimen-tan un aplanamiento omo el que se muestra en la �g. 4.1, este aplanamiento se puedeexpliar teniendo en uenta la forma de las líneas de orriente que se enuentran en lazona de interaión, las que al deformarse se estiran a lo largo de la vertial y, omo laspartíulas reorren la misma longitud para un mismo volumen extraído, tenemos quelas IMZ en interaión reduen su anho y aumentan su altura on respeto a una IMZaislada de las mismas araterístias (antidad de material extraído y geometría de laapertura).



CAPÍTULO 4. COMPARACIÓN CON RESULTADOS EXPERIMENTALES 43Es laro que la interaión entre las IMZ redue el reimiento de sus anhos amedida que se extrae material, en las últimas extraiones en la �g. 4.3 se observa que losanhos de las IMZ entrales �nalmente llegan a un punto de saturaión en que sus valoresson �jos y de una longitud equivalente a la separaión entre las aperturas, a medidaque se alanza la saturaión las IMZ ambian su geometría y se van aplanando ada vezmás en las zonas adyaentes a otra IMZ. Otro ambio observado en las geometrías delas IMZ es también se aplanan en sus zonas superiores, lo que india que podría existirun �ujo masivo del material ubiado por sobre el onjunto de IMZ.

Figura 4.4: Comparaión entre Anhos alulados y experimentales de las IMZ. En el reuadro losnombres de los puntos extrativos (dp) orresponden a los usados por Trueman y susolaboradores en [4℄; el subíndie M india los anhos modelados y el subíndie E seaplia para los anhos experimentales.



Capítulo 5
Conlusiones

Se trabajó on los modelos inemátio y de plastiidad, inluyendo en ambos los efe-tos de dilataión expliados en la seión 2.1; al modi�ar los valores de ada parámetroevaluado se observan deformaiones de las IMZ en interaión. Estas deformaionesourren debido a que las líneas de orriente de una IMZ no pueden ruzarse on lasde otra IMZ veina, por lo que sólo pueden estirarse en el eje vertial. Al reduir laseparaión entre los PE se observó que para el modelo inemátio disminuyen los anhosy reen las alturas; en uanto al modelo de plastiidad al aerar los PE los anhosreen mas lento para las primeras extraiones y las alturas aumentan levemente. Elotro parámetro evaluado en omún para ambos modelos fue el volumen extraído poruna de las aperturas, para el modelo inemátio al aumentar el volumen retirado porun PE reen todas las dimensiones de la IMZ mayor, mientras que para la IMZ menorree la altura y su largo disminuye; al aumentar este mismo volumen en el modelode plastiidad reen las alturas de ambas IMZ y los anhos de la IMZ mayor tambiénreen ahatando el anho de la IMZ menor.Se evaluó el oe�iente de difusión para el modelo inemátio, al aumentar estaonstante disminuyen las alturas de las IMZ y aumentan sus anhos; para un mayorvalor de Dp los ambios son de menor magnitud. El ángulo máximo de desplazamiento
θG del modelo de plastiidad también se evaluó, al inrementar diho ángulo aumentanlos anhos de manera regular y las alturas reen ada vez en menor antidad.44



CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES 45Se probó el modelo de Plastiidad on las mismas ondiiones que el experimento8mm-T4 de Trueman y sus olaboradores [4℄, en la interaión se observó que aunqueel reimiento de las IMZ ubiadas en los extremos se detiene en la zona adyaente a suIMZ veina, el lado libre ontinúa reiendo en el ontenedor in�nito de nuestro modelo;si una IMZ en partiular se enuentra entre 2 o más veinas entones su anho llegaa un valor máximo de saturaión. Este valor de saturaión orresponde a la distaniaentre los entros de dos aperturas veinas.Comparando los resultados experimentales de Trueman y sus olaboradores onlos de nuestro modelo se puede apreiar que el modelo de plastiidad representa bienel omportamiento de los anhos de las IMZ entrales, sólo existen diferenias en losanhos de las IMZ de las aperturas ubiadas en los extremos y estas diferenias sedeben a que nuestro modelo no ontiene las ondiiones de borde neesarias para inluirla interaión entre una IMZ y un muro. Pese a esto se observó que se aplanabanlas zonas superiores de las IMZ entrales al alanzar la saturaión, lo que india quese podría generar un �ujo masivo del material observado también en el experimentoorrespondiente de [4℄. Por lo tanto, a pesar de que el modelo de Plastiidad-Dilataiónaún no ontiene todas las araterístias de un problema real de extraión por bloques uotro aso experimental a esala, logra representar satisfatoriamente el omportamientoexperimental de los anhos de las IMZ y puede usarse omo punto de partida en elestudio de la interaión de varias IMZ readas por on�guraiones omplejas de variospuntos extrativos.
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