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Abstract

RESUMEN

En la presente tesis se estudian los aspectos no lineales de las simetrias conforme y
superconforme. En una primera etapa se investiga la relacion de la simetria conforme
de sistemas relativistas y no relativistas. En segundo lugar, se estudia la realizacién no
lineal de la simetria conforme, a partir de su realizacién lineal, usando una reducciéon
dimensional para una particula relativista no masiva que se mueve en un espacio de
dos dimensiones méas. Luego, se realiza una generalizacién no lineal de la supersimetria
conforme y se investiga, desde este punto de vista, el modelo de mecanica supercon-
forme. Finalmente, se estudia la simetria osp(2|2) del sistema fermién-monopolo, via

comparacién con el modelo de mecanica superconforme.



1 Introducciéon

El estudio de las propiedades fisicas de un sistema se puede simplificar considerablemente si
se conoce el conjunto completo de simetrias que lo caracterizan, ya que se pueden observar
las propiedades del sistema sin la obligacion de resolver completamente las ecuaciones que lo
describen. En altas energias por ejemplo los principios de simetria han ayudado a enfrentar
problemas como la falta de conocimiento preciso de las fuerzas entre particulas, y por otro
el analisis de modelos matematicos que se vuelven practicamente intratables cuando los
modelos pretenden acercarse a la realidad.

Entre las simetrias que aportan informacién no visible en un primer analisis de un
sistema merecen mencionarse las simetrias dinamicas, también conocidas como ”escondidas”.
La ma&s conocida de ellas es probablemente la asociada con el vector de Laplace-Runge-Lenz
en el problema de Kepler, la cual es responsable del caracter cerrado de las 6rbitas finitas,
fijando la orientacion de las mismas. En otro ambito ésta también da una explicacién a la
degeneracion del espectro cuantico en el atomo de Hidrogeno.

La presente tesis estd dedicada al estudio de la Simetria Conforme. Actualmente
existe un renovado interés en esta simetia pues aparece en diversos ambitos. Desde que
Jackiw en los anos setenta [1] llam¢ la atencién sobre la importancia de las simetrias de
escala en aplicaciones tales como los experimentos de altas energias desarrollados en SLAC y
el National Accelerator Laboratory, pasando por el desarrollo del modelo mecanico conforme
desarrollado como teoria de campo en 0 + 1 dimensiones por V. de Alfaro, S. Fubini y G.
Furlan [2], su extensién supersimétrica [?] [?], desarrollado por Akulov y Pashnev [3] por un
lado y por Fubini y Rabinovici [4] por otro, hasta observaciones hechas en el contexto de la
correspondencia AdS/CFT [5] de que la dindmica de una superparticula cerca del horizonte
de un un agujero negro de Reissner-Nordstrom extremo estéd gobernada por una accién que

se reduce a un modelo mecanico superconforme en el limite de un agujero negro masivo [6].



Pero no solamente es este tipo de problema el que se ha visto enriquecido con las
propiedades de la simetria conforme pues también en Mecanica de Fluidos como lo mostraron
L. O’Raifeartaigh y V.V. Sreedhar [8] lo cual ha sido fundamental en la explicacién tedrica
de experimentos de explosiéon-implosiéon apuntados por L. O’C. Drury y J. T. Mendonca.
En sus publicaciones comentan que las ecuaciones de Euler de la dinamica de un gas ideal
posee una simetria que permite relacionar expansiones y contracciones de los sistemas lo cual
permite mapear un problema de expansion a uno dual de implosién y vice versa. Esto ha
sido aplicado en simulacién de explosiones de supernovas a través de implosién en plasma
en el laboratorio [9].

Por otro lado, Hamiltonianos con potenciales del tipo 1/x2 [10], han aparecido en el
estudio de diversos sistemas que poseen un muy rica estructura matematica, por ejemplo en
el estudio de la captura electrénica por moléculas con momentos dipolares permanentes o en
el caso de intentos por comprender el decaimiento de agujeros negros usando este formalismo
[11].

Los principales problemas abiertos a tratar en el presente trabajo son:

Realizacion no lineal de la simetria conforme de una particula sin masa a partir de la

realizacién lineal en dos dimensiones méas.

Generalizacién no lineal de la supersimetria conforme.

Investigacion desde este punto de vista de la mecéanica superconforme.

Investigacion del conjunto completo de simetrias del sistema constituido por una

particula con spin en el campo de un monopolo magnético.

La tesis estd organizada de la siguiente forma:
En el capitulo II se presenta una breve introducciéne sobre las transformaciones con-

formes.



En el tercer capitulo se estudia la simetria conforme presente en sistemas puramente
bosénicos tanto relativistas como no relativistas. En la primera parte del tercer capitulo se
hace un extenso estudio de la simetria escondida de una particula no relativista haciendo
hincapié en la existencia de generadores de simetria relacionados con transformaciones con-
formes y que completan el grupo de invariancia de este tipo de sistema, luego se hace una
breve discusién de la simetria conforme de una particula relativista no masiva y dentro de
este contexto, se explica la caracteristica no lineal de las transformaciones especiales con-
formes, en d dimensiones, como consecuencia del proceso de reduccion dimensional desde un
espacio d + 2 dimensional. En seguida, se hace menciéon a que este proceso da una expli-
cacion natural a las simetrias de la ecuacién de Klein-Gordon sin masa y de la ecuaciéon de
Schrodinger. Dentro de este mismo capitulo se da cuenta de la relacion candnica que existe
entre una particula relativista y una no relativista. Finalmente se utilizan los resultados ya
obtenidos para estudiar la relacion que existe entre estos sistemas clasicos en el contexto de
la correspondencia AdS/CFT.

En el cuarto capitulo se estudia la mecanica superconforme a la luz de la supersimetria
no lineal [23]. Existe gran interés en la generalizaciéon no lineal de la mecdnica cudntica
supersimétrica por el aspecto soluble y cuasisoluble de su construccién (ver por ejemplo
[18]), de modo que se hace un analisis exhaustivo de las propiedades no lineales que se
introducen en el modelo superconforme al modificar la constante de acoplamiento boson
fermién con un simple cambio @ — na con n € N.

En el quinto y ultimo capitulo se ha estudiado en detalle la existencia de la simetria
0sp(2]2) en el sistema Fermién-Monopolo primero estudiado por Jackiw [21] a la luz de las
simetrias encontradas en el modelo superconforme [19], [22] en el capitulo anterior ya que
sorprendentemente a pesar de la similitud entre ambos modelos en la construcion de D’Hoker
y Vinet [20] se menciona una simetria del tipo osp(1]2)

Los resultados de esta tesis, resumidos en las Conclusiones, fueron publicados en:



e Conformal Symmetry of Relativistic and Nonrelativistic Systems and AdS/CFT Cor-
respondence . C. Leiva and Mikhail S. Plyushchay. Annals of Physics 307 0310 (2003)
372-391. arXiv:hep-th/0301244.

e Superconformal mechanics and nonlinear supersymmetry. C. Leiva and Mikhail S.

Plyushchay. JHEP 0310 (2003) 069. arXiv:hep-th/0304257.

e "Nonlinear superconformal symmetry of a fermion in the field of a Dirac monopole”,
C. Leiva and Mikhail S. Plyushchay.Phys. Lett. B 582 (2004) 135-143. arXiv:hep-
th/0311150.



2 Transformaciones y Simetria Conforme

Las transformaciones conformes aparecen como primera instancia en la Teoria de Niumeros
Complejos. Se dice que una transformaciéon w = f(z), z y w complejos, es conforme en zy
si conserva la magnitud y el sentido del angulo de interseccion de dos curvas cualesquiera
que se intersectan en zy. Por otro lado una transformacién que es conforme en todo punto
de un dominio D se dice que es conforme en ese dominio. Es posible demostrar que una
transformacién es conforme en un dominio D si ella es analitica en ese dominio con tal que
su derivada sea distinta de cero.

Un caso particular de mucha aplicacién en Fisica es la transformacion bilineal definida
por:

az+b

— 2.1
v cz+d’ (2.1)

también conocida como transformacion lineal fracccional o transformacién de Mobius, La
utilidad de esta transformacion es que transforma rectas y circulos en ellos mismos.

La ecuacién (2.1) define un valor finito w para todo z # —d/c. En general se supone
que

ad # bc.

Si se toma ad = be, se puede demostrar que (2.1) se reduce a un valor constante de w, en
este caso la transformacion no es conforme pues transforma todos los puntos del plano z en
un solo punto del plano w.

En general de (2.1) se tiene:

dw _a(cz+d) —claz+b)  ad—bc (2.2)
dz (cz 4 d)? ICERO '

que es distinto de cero si ad # bc.
La transformacion inversa de la ecuacién (2.1) se obtiene despejando z de esta

ecuacion:



—dw +b
» = —ew+o (2.3)

cw—a’
que es también una transformacién bilineal que define un valor finito de z para todo w # a/c.
En general se usan los planos w y z extendidos, es decir, los planos w y z provistos
de los "puntos” z = oo y w = oo para definir las transformaciones de este tipo.
Considerando la ecuacion (2.1) en el caso ¢ = 0. Se tiene:
a b

w dz~|—d, (2.4)

que define un valor de w para todo valor finito de z. Cuando |z| — oo se tiene |w| — oo por
lo tanto , z = 0o se transforma en w = oo
Sin embargo suponiendo que ¢ # 0 en la ecuacién (2.1), cuando z — —d/c, se tiene
|w| — oo. Por lo tanto, z = —d/c se transforma en w = co. Si |z| — oo, se tiene w — a/c.
Asi, z = 00 se transforma en w = a/c.
Considerando nuevamente la transformacién inversa (2.3), si ¢ = 0 se tiene:
d b

Z=—w— -,
a a

lo que también indica que z = 0o y w = oo son imégenes reciprocas (cuando ¢ = 0). Si
¢ # 0, la ecuacién (2.3) muestra que w = oo tiene por imagen z = —d/c, mientras que la
imagen de w = a/c es z = 0co. En resumen la ecuacién (2.1) es una transformacién biunivoca
del plano z extendido al plano w extendido.

Finalmente es posible gracias a la discusién anterior, extender el concepto de circulo
para incluir a las rectas infinitas y establecer ahora la propiedad que dice que una transfor-
macion bilineal siempre transforma circulos en circulos.

Como ejemplo de aplicacion fisica, consideremos la siguiente transformacion de la

coordenada temporal y espacial:



at +

T = —’Yt 5 (2.5)
x
1= vt + 4§ (26)

claramente ellas son del tipo de transformaciones bilineales.
Los generadores de estas transformaciones, definidos a través de los paréntesis de

Poisson d42 = e{x, A} son:

p
lp
- p([L’ m)v
K - p—m)’
2m

donde p=ma y H, D y K estan relacionadas con traslaciones en el tiempo, dilataciones y
expansiones respectivamente, ellas son conocidas como los generadores del grupo conforme
so(1,2) de transformaciones. En el préximo capitulo se verd que ellas son integrales de
movimiento de varios sistemas no relativistas.

Por otro lado consideremos un espacio de Minkowski con métrica 7,,, entonces la

transformacién:

Guv = S(fﬁ“)mm

es conforme pues deja la estructura del cono de luz (ds? = 0) y los ”dngulos” entre cuadrivec-
tores, invariantes. Se ve que el grupo de Poincaré cumple con este tipo de requerimiento

pero ademas es posible definir las siguientes transformaciones que también cumplen con lo



anterior:

D(p)at = efat, (2.8)
aH 4 cta?

K b= 2.9

(c)x 1+ 2cx + c2a?’ (2.9)

que constituyen el analogo relativista de las transformaciones conformes mencionadas en

(2.7).



3 Simetria Conforme de Sistemas Relativistas y No

Relativistas

3.1 Simetria Conforme de una Particula No Relativista

Consideremos una particula libre no relativista de masa unitaria, su Hamiltoniano esta dado
por:
1

H = §p§. (3.1)

Las integrales de movimiento obvias son las que generan el Grupo de Galileo: H, p;, X; y

M,

ij, donde M;; = x;p; — x;p; v X; = pit — x;. El Grupo de Galileo estd caracterizado por
10 parametros que corresponden a tres parametros de rotacién asociados con M;;, uno de
traslacion temporal asociado con H, tres de traslaciones espaciales relacionados con p; en 3d
y tres boosts de Galileo relacionados con X; en 3d.

Las soluciones de las ecuaciones de movimiento estan dadas por:

T; = pit + x4, (3.2)

Pi = Pois (3.3)

donde x¢; v po; son constantes de integracion dadas por las condiciones iniciales.
Como ya se dijo en la introduccion, es importante conocer el conjunto completo de
simetrias que caracterizan a un sistema, por ello se busca, ahora, construir dos integrales

mas a partir de las ecuaciones de movimiento:

1 1 1
= TP = TPi — Ht = §Xipia (3.4)
Ll op gLy (3.5)
2 0z 2 7 2 7" °

Las transformaciones infinitesimales correspondientes a cada una de estas integrales

SOon:



dpz’ = pat, Spt = 203t. (3.6)

S’ = ya't St = 12, (3.7)

mientras que las transformaciones finitas correspondientes son:

D:

:—7 :L"/L: .
1—nt 1—nt

se puede observar que estas transformaciones son claramente del tipo conforme pues tienen

estructura bilineal. La accién de este sistema esta descrita en términos del Lagrangiano:

1
L= 53;«?. (3.8)

]

Al variar la accion A = f Ldt con estas transformaciones se obtiene:

SpA = / %(m%)dt, (3.9)
d vyi*t? 22
SicA = / COTE St (3.10)

siendo el Lagrangiano cuasi invariante ante estas transformaciones pues la variacion de la

accién depende de términos de borde que co la eleccién apropiada aseguran que dA = 0.

Las integrales H, D y K forman el dlgebra de simetria conforme so(1,2):

{(D,H}Y=H, {D,K}=-K, {H K}=-2D, (3.11)

10



efectivamente si se identifica:

1 1
J01:§(H—K), J02:§(H+K), J12:D,

se obtiene el dlgebra de rotaciones en d =1 + 2:

{Jag, Jin} = gardBN — 9BLJaN + ganJLB — 9N I LA (3.12)

con A,B=0,1,2,y gap = diag(—1,+1, —1). El Casimir de esta algebra es

1 1
C=—-JsgJ* =-D*+ HK = ~M?.
9 AB + ] U

(3.13)

Se puede demostrar que la inclusion de D y K, se completa el grupo de invariancia
de la particula libre. Un buen ejemplo de demostracion de esto fue dada por por Jahn y
Sreedhar [7]. Por otro lado el que la particula libre posea esta simetria ha resultado de
gran importacia en el estudio de la dualidad explosion implosion en fluidos. O’Raifeartaigh
y Sreedhar mostraron [8] que la accién de un sistema fluido sin viscosidad, isentrépico e
irrotacional se puede escribir en términos de la funcién de Hamilton-Jacobi de una partcula
libre, siendo posible ampliar este resultado a una configuracién mas general. Este resultado

dio un marco tedrico a los experimentos de simulacion de sistemas astrofisicos como explosion

de supernovas a través de experimentos de implosién en plasma realizados en laboratorio [9]

Esta simetria (3.11) lo es también del modelo mecanico conforme dado por el La-
grangiano:
m., o

El espacio de configuracién en este caso debe restringirse a RY — {0}. En el caso de

d = 1, el modelo describe un sistema de Calogero [10], de dos particulas en una dimensién,

11



es decir particulas que interactiian en una dimension a través de un potencial $—12, modelos
que son atractivos pues son totalmente integrables y ademés admiten la introduccion de
estadistica de exclusion. En dos dimensiones este tipo de sistema describe un gas de anyones
(particulas que tienen spin y estadistica arbitrarias), los cuales son interesantes ya que el
estudio de su estadistica fraccional podria estar relacionada con la superconductividad a altas
temperaturas [8]). En este tipo de modelo P; y X; no son més integrales de movimiento pero

D y K en conjunto con el Hamiltoniano de la forma:

1 a
H=_—P+ —
2m " - 222

(3.15)
son integrales de movimiento y forman el algebra so(1,2). En este caso el valor del Casimir,
calculado a través de (3.13), de so(1,2) queda dado por:

1.1

= —(=M?>
C—4(2Mlj+ozm) (3.16)

Otro sistema que posee la simetria conforme es el que corresponde a una particula
moviéndose en el campo de una fuente gravitacional puntual en dos dimensiones [12]. El

lagrangiano que describe tal sistema es:

L= %(7‘9 + o). (3.17)

Aqu se ha usado la siguiente parametrizacion del cono:
Ty =0rcosyp, xg=orsing, xz3=rvV1i—o02 0<o<l1, (3.18)

donde o es sinf y 6 el angulo del cono. En términos de las variables canénicas conjugadas

(r, pr) v (p, J) los generadores del correspondiente grupo so(1,2) estan dados por:

2 -2 72

p. o °J 1 m o 2

g=2 7 7 D==rp — Ht, K="2¢2_9Dt— Ht 319
om | 2mr?’ 'P 2" (3.19)

12



y el valor del Casimir de so(1,2) (calculado a través de 3.13), es C = 1072J? el cual queda
fijo por el valor de la integral de momento angular J.

Otros sistemas interesantes que poseen la simetria conforme so(1,2) son el de una
particula moviéndose en dos dimensiones en el campo de un vértice magnético [21]y el que
describe la dindmica de una carga en el campo de un monopolo magnético en tres dimensiones

[31]. Ambos poseen el Lagrangiano.

L="42 1 qA;(2)d (3.20)

El potencial magético esta dado por:

P
01A2 — 82141 =B= 2—52<ZL'Z), x; € Rz — {0}, (321)
™
@Aj — @A, = EijkBk’a Bz = L x; € RS - {0} (322)

973 )
3/2
(373‘) /
para los casos mencionados respectivamente. En ambos, sin embargo, el Hamiltoniano puede

ser representado en una forma unica:

1

con P; = p; — qA;(z). En términos de P;, la integral momento angular del sistema carga
monopolo, J; = %eijijk = €K% Dk, toma la forma:

T
Vv

y la integral momento angular del sistema carga-vértice, J = €;;x;p;, es

Ji = S€iitiPe — qgni, i = (3.24)

2

q®
J = Eijl’ﬂ)j —|— %

El Hamiltoniano (3.15), y D y K dadas por las ecuaciones (3.4), (3.5) con p; substi-

tuido por P;, son las integrales de movimiento que generan la simetria dinamica conforme

13



q®

%)2, para el sistema carga

so(1,2). En estos casos, el valor del Casimir resulta C = (J —
vértice y C = (J? — ¢*¢®) para el sistema carga-monopolo.

Se ha mostrado entonces que la simetria conforme de los sistemas no relativistas
(3.8), (3.14), (3.17) y (3.20) junto con la simetria de rotacién hace que sus dindmicas sean

muy similares. Por ejemplo la ecuacién (3.24), implica que la trayectoria de la carga en

el campo del monopolo estd confinada al cono J-i= —qg, y debido a las ecuaciones
T; = —qgrileijkxjx'k, r = /a7, su movimiento sobre el cono es libre[31]. La posicién de la

particula al ser proyectada al plano ortogonal a J preservando la distancia desde el origen

esta dada por

L L R) A
X=rN, N=—, it,=i—J—,
|71 | J?

el cual obedece las mismas ecuaciones de movimiento que el vector Z de la particula en el
sistema (3.14) con a = —¢*g?/m < 0,

(22)*

8
Il
Se

14



El origen de tal similitud se basa en la estructura de los correspondientes Hamiltoni-
anos los cuales al ser escritos en términos de las correspondientes variables candnicas radiales
r= \/x? and p, = r~!p;z; toman la forma general

2 2
b I
2m  2mr?

(3.25)

donde J? es igual a (3 M7?) para la particula libre en R?, a (5 M7 +am) para el modelo (3.14),

— ’ P . . .
a (0~%J?) para la particula en un cono', a (J — £2)? para el sistema en dos dimensiones carga

vortice, y a (j 2 — ¢?¢?) para la particula cargada en el campo de un monopolo.

La unificacién de estos sistemas es uno de los resultados importantes y sorpresivos de

esta tesis y es ampliamente discutida en [35].

'Para este caso una definicién ligeramente diferente (3.18) se ha usado para la variable radial; sin embargo,

el Hamiltoniano toma la misma forma (3.19) si se parametriza el cono en términos de la variable radial usual

2

en el plano, r? = 2% + 3, y entonces se realiza la transformacién canénica r — o~ 1r, p, — op,.

15



3.2 Simetria Conforme de una Particula Relativista Sin Masa

Considérese la siguiente transformacién de la métrica: ds? — ds'? = €2?ds?, en un espacio
Minkowski d-dimensional, con métrica

d—1
ds* = datdx’ g, = —daf + Z dx?.

(2
i=1
Esta transformacién tiene la ventaja que mantiene la estructura del cono de luz pues la
condicién ds? = 0 se mantiene inalterada y ademas mantiene los angulos entre los vectores.
Las transformaciones infinitesimales que generan este tipo de transformacién estdn dadas

por:

Sxt = wh,a¥ + o + Bat + 2(zy)at — 2Pyt (3.26)

Aqui los parametros w”,, o, corresponden a las transformaciones del Grupo de
Poincaré ( rotaciones y traslaciones espacio-tiempo), mientras que [ and 7" son transforma-
ciones de escala y conformes especiales. La tltima resulta ser no lineal en términos de x*, la
version finita de estas transformaciones es:

ot — Wux2
1 — 2y 4 222

/
x'P

(3.27)

Resulta que no es definida globalmente?, y para estar bien definida requiere com-
pactificar R4~ incluyendo los puntos en el infinito (para una discusién de los aspectos de
globalidad etc. Ver [29], [30], [14]).

En el espacio de fase cldsico, con paréntesis de Poisson candnicos entre las variables
de fase {z,, po} = g, {20} = {pu,p} = 0, las transformaciones (3.26) son generadas

por las integrales:

2La transformaién (3.27) es singular en 2 = v* /42 cuando ¥2 # 0, y cuando z7y = 1/2 para 2 = 0.

16



M,, = z,p, — T,p,, P, =p,, D = a'p,, K, =2z,(zp) — xzpu. (3.28)

Los generadores (3.28) forman el algebra conforme

{M,, Mor} = guoMur — GuoMux + gurxMow — gur Mo,
(M, P\} = gun Py — gua Py, (M, K\} = guin Ky — guin K,
{D>pu}:Pu> {D>Ku}:_K/u
{Ku, P} = 2(9uD + M),

{D, M} ={P, P} ={K, K,} =0. (3.29)

Esta algebra es isomorfa al dalgebra de rotaciones en un espacio de dos dimensiones més, en

este caso so(2,d), lo cual puede ser asegurado identificando:
1 1
Juu = M;wv Jud = §<PM + KM)7 Ju(dJrl) = i(PM - Ku)v Jd(d+1) =D. (330)
Para el dlgebra (3.12) ahora se define: A, B=0,1,d,d+ 1,y
gap = diag(—1,+1,...,+1,—1). (3.31)

Sin embargo, es de notar que el vinculo que describe una particula relativista libre ¢, =
p? +m? es invariante bajo las transformaciones de Poincaré, pero los generadores D y K
conmutan débilmente con él, en el sentido de paréntesis de Poisson, sélo en el caso no masivo
m = 0: {D,po} = 2p9 = 0, {K,,¢o} = 42,00 = 0. Esto significa que el Lagrangiano

invariante bajo Dy K es :

L=", (3.32)



donde @, = &Lz, y e = e(7)
Las transformaciones de simetria especial conforme (K) y de escala (D), actian de

manera no trivial tanto sobre 2* como sobre e:

ah — yHa? e
= "= . 3.33
v 1 — 2y + y2a2?’ ‘ (1 = 2xy + ~222)? (3:33)
en el caso de K y
2" =expf- ¥, e =exp20-e. (3.34)

en el caso de D.
Es posible encontrar la expresion formal de las cargas de Noether que provienen de

imponer la invariancia de la accién:

D = xp + 2ep,, K, =2x,(xp + 2ep.) — 2°p,,. (3.35)

Sin embargo, es claro que al hacer la reduccion del sistema al espacio fisico, el vinculo p, = 0
se transforma en una identidad y por ello estas expresiones coinciden con (3.28).
Es interesante, por otro lado, notar que D y K pueden ser expresados en términos de
los generadores del algebra de Poincaré:
1 1

- EJOVPV, KP« - —(2'];111]30 - JOZ,PH)JOV.

P )2
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3.2.1 Particula Relativista sin Masa en d + 2

Como ya se ha dicho, el algebra conforme en (1,d — 1) es isomorfa al dlgebra de rotaciones
en (2,d). Ahora se intentard encontrar un método formal para obtener los generadores con-
formes en (1, d—1) a partir de los generadores de rotaciones en (2, d). Para ello se considerara
el espacio de d+2 dimensiones con variables espaciales n?, y gap = diag(—1,+1,...,+1,—1).
Ademis se introduciran momentos canénicos conjugados 4 de modo que {n?, 75} = gap.

Los generadores de so(2,d) son entonces:

JAB =NATB — NBTA (3.36)

Lo que se quiere es reducir el sistema de modo que evolucione en un espacio fisico de cuatro
dimensiones de fase menos (dos del espacio configuracional), entonces es necesario introducir
dos vinculos de primera clase ademas del que describe la condicién m = 0 de la particula

[17], tenemos entonces:

bo = mamt =0, (3.37)

¢1 =114 =0, ¢o =t = 0. (3.38)

Las relaciones ¢y = 0y ¢9 = 0 pueden ser tratadas como vinculos sélo si las hipersuperficies
M=m=...=Ngr1 =0y mg=m =...=mygr1 = 0 son excluidas del espacio de fase, sélo
en este caso las 6rbitas de gauge generadas por ¢; and ¢q son regulares (ver fig 1.1y 1.2).3

Es interesante notar que los vinculos ¢;, i = 0, 1,2, generan también el algebra del
grupo conforme so(1,2) lo que es evidente de su forma que es la misma de los generadores

conformes de la particula no relativista para el momento ¢t = 0.

3Para la particula no masiva en RM¥1, los puntos con pg = p1 = ... = pg—1 = 0, corresponden a una
representacién trivial del grupo de Poincaré y tienen que ser excluidas del espacio de fase por las mismas

razones.
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Figure 1: Orbitas de gauge generadas por el vinculo n4n, = 0
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Figure 2: Orbitas de gauge generadas por el vinculo ndmy = 0
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Por otro lado, en este espacio d + 2, también es posible introducir generadores D y
K de la forma (3.28) y ellos podrian tener alguna expresién no trivial en el espacio reducido
(1,d — 1), sin embargo es posible ver que tienen la forma:

D= 77A7TA, R—A = 277A(7]B7TB) — 7]B7737TA, (339)

pero ellos son proporcionales a los vinculos de modo que se reducen a simetrias de gauge
cuando estos vinculos son introducidos y son identicamente nulos en el espacio fisico reducido.
En cambio los generadores del dlgebra so(2,d) tienen caracter escalar y conmutan con los
vinculos por lo que resultan ser observables.

Los vinculos introducidos representan una particula sin masa (72 = 0), moviéndose
en un cono (d + 1) dimensional (n? = 0) y con simetria de escala local (nm = 0). Se puede

construir entonces, el Lagrangiano que corresponde a tal particula en alguna de las siguientes

formas:
772 )
L=—+— 3.40
0
(n—un)?® v 2
L="—" 1 _ 3.41
5o Tl (3.41)

donde e, v, u son multiplicadores escalares de Lagrange. El Lagrangiano (3.40) produce
los tres vinculos (3.37), (3.38) como vinculos secundarios, mientras que en (3.41) el vinculo
¢o = 0 aparece como terciario.

Es conveniente buscar una expresion sencilla para los vinculos ¢s, y ¢35 pues de ese
modo resulta facil discriminar entre las variables que son observables (aquellas que conmutan
con los vinculos) y las que no lo son haciéndose asi mas evidente la relacién entre el sistema

en (d + 2), caracterizado por los vinculos ¢; para el cual la simetria so(2,d) es la simetria

21



de Lorentz y el sistema d dimensional para el cual esta simetria juega el rol de simetria

conforme. Para ello se define:

|
nt=nt k= (e ), (3.42)

con paréntesis de Poisson no triviales {n*, 7.} = {n~,7_} = 1. Los generadores de so(2, d)

(3.36) toman la forma:

3uu = NuTy — Ty, 3d(d+1) = 77+7T+ —1n T,

3u+ = 3ud + 3u(d+1) = 277;/”—&— — TN, 3;1— = 3,ud - 3y(d+1) = 277u7r— - 7r,u77+- (343)

La forma simpléctica del sistema queda:

Q =dra Adn? = dr, Adn* + dry Adnt + dr- A dn~, de modo que el sector de las
variables n* y m, estd totalmente separado del sector n* y my. Sin pérdida de generalidad
se considerara = # 0, lo cual puede ser obtenido a través de una transformacién de Lorentz
adecuada, entonces se pueden definir nuevas variables en términos de las cuales la forma

simpléctica puede ser representada equivalentemente:

QO = dit, Adif + dic, AdifT + di_ A dij

donde
N o omant
=——, ==, 0 =1, (3.44)
n n
. ~ - - 1 _
Ty = Sput> T4 =74, T_= F (77 7TA7]A - 7T+77A7]A) . (345)

La transformacién (n, m4) — (77, 74) es candnica y su inversa es:

77# = _ﬁ_ﬁ,uv 77_ = ﬁ_7 77+ = ﬁ+ - ﬁ_ﬁuﬁu7

T N,
_ p ~ _ ~ _ ~ = s osp "
My = —== — 2040, T4 =Ty, T =T_ —T400" —
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En términos de las nuevas variables los vinculos quedan:

[

¢0 = 7}/17}“ +4 ) (ﬁ_¢2 - 7}+¢1) = 07 (346)

il

pr=n"0" =0,  d=7q"F +7 7 =0, (3.47)
y los generadores de Lorentz (3.43) toman la forma:

~

Lo . N ~ N o T
Spv = Ty = MoTpy  Jpt = Ty Jdd+1) = T + 277_J—r¢1 ~ 2 (3.48)

~ ~ ~U\ -~ ~ S\~ [P N~~~ ~
Ju— = 2(77V7T )nu - (77u77 )Wu + F(ﬂ-u + 47,7 77u)§b1 — 27, 02.

Los vinculos forman la superficie

=0, (3.49)

it=0 7 =0. (3.50)

Esta forma de los vinculos permite observar inmediatamente que las variables 7* y 7, son
observables con respecto a los vinculos ¢, y ¢o, mientras que =~ = n~ y 7, = 7, son

variables puras de gauge que se pueden eliminar introduciendo los vinculos:

p3=n"+1=0, ¢s=my =0 (3.51)
que actian como condiciones de gauge para ¢; y ¢s.

Al reducir el espacio de fase del sistema a la superficie generada por el conjunto de
vinculos de segunda clase ¢1, ¢, ¢35 v ¢4, se han excluido completamente de la teoria las
variables ¥ y 71 y con ello las variables 7j* y 7, se reducen a n* y m,. Finalmente los
generadores de Lorentz (3.48), del sistema en (d+2) dimensiones se han reducido a la forma
de los generadores de simetria conforme del sistema d dimensional. Por otro lado, ahora
la estructura cibica de K (en términos de las variables de fase), puede ser explicada como

consecuencia de la no linealidad de la transformacion canénica aqui introducida.
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3.2.2 Cuantizacién del modelo de Particula Relativista sin Masa en d + 2

Desde el punto de vista de la teoria de vinculos, no hay razon para preferir a priori ¢, ¢
como los vinculos primarios y ¢3 v ¢4 como las condiciones de gauge, de hecho si se elige a

la inversa, se puede considerar un Lagrangiano:

EX
2

L

— (X + 1) (3.52)

La eleccién del Lagrangiano (3.52), permite la realizacién directa de una formulacion
de campos usando los vinculos de primera clase ¢3 y ¢4 de acuerdo al precepto de Dirac,

entonces de acuerdo a las ecuaciones (3.51) y (3.49), el campo ®(X 4) satisface las ecuaciones
(%7 + 1)@(%,4) =0, 8+<I>(3€A) =0, 8%@(3@1) =0,

donde dp = 9/0XB, 8, = 9/0XT. La solucién es ®(X4) = (X~ + 1)p(X,) con el campo
p(X,) satisfaciendo la ecuacién d-dimensional de Klein-Gordon sin masa d7¢(%,) = 0, 9, =
0/0X* lo que da una explicacién natural a las simetrias de un campo escalar sin masa como

analogos cudnticos de las integrales de movimiento (3.28).
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3.3 Relacién canénica entre una particula masiva no relativista y

una relativista

A continuacién se demostrarda que una particula masiva no relativista estd canénicamente
relacionada con una particula sin masa, relativista, esto sera 1til en la interpretacién que se
hard en el préximo capitulo en términos de la correspondencia AdS/CFT.

En primer lugar, se mostrara que ambas particulas estan relacionadas por una iden-
tificacion casi directa entre sus lagrangianos. Para ello se considerard una particula masiva
no relativista en R!, de trayectoria x(t); cambiando la parametrizacién z'(t) — z'(t(7)),
i(r) =4 > 0, e introduciendo la notacién ¢ = 2°, se pasa de (3.8) al Lagrangiano invariante
ante reparametrizacion .

mx
L= 5;5 (3.53)
Aqui 2, = #*3" 1., nw = diag(—1,1) Ademads, se ha agregado la derivada total (—%1°),
de modo de escribir el Lagrangiano de la particula no relativista de una forma similar al
de la particula relativista sin masa (3.32), esta similitud formal serd 1til para demostrar la

equivalencia canénica de este sistema con el relativista en R%!. Las ecuaciones de movimiento

de (3.53) son:

d (i d (i)
dr (:to) ’ dr (x’o) ’ (3:54)
y su solucién puede ser representada en la forma: z! = x!(2°),

' (2°) = va® + a, (3.55)

donde a y v son constantes de integracién. Esta soluciéon puede ser comparada con las

ecuaciones de movimiento



para la particula sin masa en (1 + 1) dimensiones, cuyas soluciones son:

2 (2%) = ex® + b, e=M1i° (3.56)

donde € = +, b y M son constantes de integracion. La unica diferencia formal entre (3.55)
and (3.56) es la velocidad de las particulas: para el primer sistema ella puede ser arbitraria,
mientras que para el segundo es la velocidad de la luz. Sin embargo se ve claro que for-
malmente, para v # 0 la solucién (3.55) puede ser reducida a (3.56) simplemente por un
reescalamiento de 2°.

Es posible construir un Lagrangiano que relacione ambos sistemas;

.ﬁi’2

A
—F L Do ML40 )
L %6 + l<€ M™37), (3.57)

donde A es un multiplicador de Lagrange y [ es un parametro numérico. Las ecuaciones

resultantes para A y e son puramente algebraicas:
e— M1 (M) — ()2 - Ze? =0, (3.58)
la ecuacién para x! tiene la misma forma que para la particula sin masa y para 2° la ecuacién

d (., A

Las ecuaciones para A y e pueden ser usadas para expresar el Lagrangiano en términos de

es:

las otras variables y con la identificaciéon M = m, éste se reduce a la forma (3.53)). Por otro
lado, en el limite | — oo es posible reproducir el sistema (3.32).

En segundo lugar, es posible comparar ambos sistemas desde el punto de vista de sus
integrales de movimiento, para ello es conveniente pasar a variables de cono de luz. En el

+

caso de la particula no masiva, con #* = 2 £ 2!, py = L(po£p1), {a*,pi} ={z",p-} =1,
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ahora los generadores so(2,2) en R™ pueden ser representados en la forma

Dy =5(D+M")=a"p, Hy=5(0+P)=ps, K=K +K')=a"p,
(3.59)

D_ = %(D — MY =2"p., H_ = %(PO —P)=p., R = %(KO —KY)y=2"?p_.

Estos dos conjuntos de generadores ®,, $,, &, por un lado y ®_, $H_, K_ por el otro
conmutan entre si, mostrando explicitamente la estructura de suma directa so(2,2) =
s0(1,2) @ so(1,2). Como el vinculo p* = —ierp_ = 0 significa que p, = 0 0o p_ = 0,
uno de los dos conjuntos de generadores resulta ser una simetria de gauge pura que al re-
alizar la reduccion del sistema a la superficie fisica resulta identicamente cero, dejando sélo
una simetria so(1, 2).

Por otro lado el sistema no relativista (3.53) esté caracterizado por el vinculo

p2
@ = po+ ﬁ =0. (3.60)

Esta forma esconde el desplazamiento py + % — po que permite escribir el vinculo en forma

condensada y ademas no es otra cosa que la transformacion candnica consistente en omitir

m

2:°) en el Lagrangiano (3.53). Las cantidades

la derivada total (—

1 m
T =1p°, D = §p1$1 + poa®, K = 393% — po(x0)2 — 2%yt (3.61)

son las integrales de movimiento de la simetria conforme so(1,2).

Es posible escribir las integrales (3.61) en términos del vinculo:

1
T=H-¢, D= §w1p1 — Ha® + 2%, K= %x% —2D2° — H(2°)? + (2°)%p.

de esta forma se ve claro que con la identificacién 2% = ¢, ellos tienen la misma forma de la
formulacién tradicional de la particula no relativista (3.1) hasta términos proporcionales al

vinculo.
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Las otras dos integrales corresponden a traslaciones y boost de Galileo

ZEO

Pr=p, Xi=z1——p, (3.62)
m

a partir de las cuales se puede construir otro conjunto de generadores de so(1,2) ,

_ p? _ 1 _m
T=-L D=-X,P K=—X2 .
om’ g ML 9 1 (3.63)

sin embargo s6lo uno de ellos es independiente ya que se puede escribir:
T-T=¢, D-D=21 K-K=/(?%,

de modo que resultan idénticos para el sistema reducido a la superficie fisica.

Por lo tanto, se ha demostrado que ambos sistemas esté caracterizados por la simetria
s0(2,2), que en realidad corresponde a una estructura de suma directa so(2,2) = so(1,2) ®
so(1,2).

Finalmente se construye una transformaciéon candnica que relaciona ambos sistemas

directamente. Ello se logra suponiendo que p; # 0, y definiendo la transformacién candnica:

~ xr D ~ ~
T = E7,'1_17 p1=¢€ ) To = To, Po = Do, (364)
D1 2m

donde ¢ = p;/|p1|. El vinculo (3.60) toma la forma ¢ = py+ p1 = 0 para p; > 0y
© = po — p1 = 0 para p; < 0. En términos de estas variables los generadores so(2,1) (3.61)
resultan:

T =py, D=a"p,, K =2io(Zp")—T,po+ T,

los que pueden ser comparados directamente con P°, D and K (3.28) para la particula sin

masa. Ademas, los generadores (3.63) pueden ser reescritos como:

T =ep1, D=e(Topr —T1po+ T1p), K = €013, — prs, 4 2ToT1¢p),
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que se relacionan directamente con P, My, y K7 del sistema (3.28). De modo que a través
de la transformacién canénica (3.64) D corresponde al generador de boost de Lorentz Mg,
mientras que K es mapeado a K; con una estructura ctibica en las variables canénicas de la
particula no masiva.

La transformacion canénica (3.64) requiere que p; # 0 lo cual en términos del vinculo
(3.60) significa que el punto p; = py = 0 debe ser excluido, sin embargo este punto también
es excluido del sistema relativista pues corresponde a una representacion trivial del grupo

de Poincaré en (1 4 1) dimensiones.
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3.3.1 Cuantizacién del modelo de Particula No Relativista

La cuantizacion del sistema se puede obtener nuevamente a través de un vinculo de primera
clase, en este caso (3.60) que en términos de formulacién de teoria de campos cuantizados
se transforma en la ecuaciéon de Schrodinger:
. 0,1y _ 0 .1
ZaiL‘O (ZL',ZL‘)—— 2¢($7$)-
De esta forma la simetria conforme escondida de la ecuacion de Schrédinger obtiene
una explicacién natural como andlogo cudntico de las integrales de movimiento (3.61) del

modelo de una particula libre en su formulacion invariante a reparametrizaciones.
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3.4 Correspondencia AdS/CFT

La conjetura de Maldacena [5] concierne a teorias de cuerda o teoria M. Ella establece que la
la teoria de cuerda (o M), en un espacio AdSqy1 es mateméticamente equivalente (o dual),
a una teoria cudntica de campos invariante conforme en un espacio-tiempo de dimensiéon
d, el cual se interpreta como el borde del espacio AdSy,,. Aunque esto parece alejado del
tratamiento llevado a cabo en este trabajo, que es puramente clésico y mas adelante pseudo
clésico, lo que interesa aqui es que la correspondencia AdS/CFT establece un isorfismo entre
simetrias de espacio tiempos dimensionalmente distintos.

Por otro lado, como ya se ha podido establecer la relacion entre la simetria conforme
de una particula relativista en (1,d — 1), con la simetria de rotaciones de un espacio (2,d) y
considerando que es usual concebir un espacio AdSy,1, como una hipersuperficie embebida
en un espacio pseudoeuclidiano (2, d), es tentador investigar los sistemas ya estudiados a la

luz de la correspondencia AdS/CFT.

3.4.1 Sistema Relativista

El sistema (d + 2) dimensional (3.37) y (3.38) puede ser reinterpretado como una particula
no masiva que se mueve en el borde de un espacio AdS;,; de radio infinito, cuyas isometrias
corresponden a la simetria conforme de una particula no masiva en d dimensiones.

Una particula en AdS,y; de radio R puede ser descrita por

B0 = mam? =0, b1 =n'na + R? =0, (3.65)

el paréntesis de Poisson entre los vinculos (3.65) es {¢1, o} = 4nms. Para que el sistema

corresponda a una particula no masiva se debe tener que ¢y debe ser de primera clase, lo
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cual significa elegir

¢2 =n'ma=0 (3.66)

El vinculo (3.66) genera transformaciones de escala local. Como

{¢27 §b1} = _(rbl + R2 7& Oa

¢1 puede ser entendido como una condicién de gauge para (3.66).

Realizando la transformacién canénica (n, 74) — (74, 74),

~ A 77A

~ Rite A =mAR"™* (3.67)

con € > 0 y tomando el limite R — oo, n* — o0, m4 — 0, de tal forma que las variables
(3.67) se mantengan finitas, los vinculos (3.65) toman la forma de los vinculos de primera
clase (3.37) y (3.38) y el sistema original es reproducido en un cono. Es de notar que este
procedimiento ha producido un cambio de clase de los vinculos (3.65) que son originalmente

de segunda clase pues ahora resultan ser de primera clase.
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3.4.2 Sistemas No Relativistas

Una particula libre no masiva en un espacio AdS, de radio R con métrica

dz? — dx?
2 p2 0
ds“=R —
puede ser descrita por el Lagrangiano
2 2
L::<RQE§EE§9, (3.68)

donde z > 0 0 z < 0. Es facil ver que (3.68) se puede reducir a (3.32) a través de cambiar el
multiplicador de Lagrange, ez? R~? — e, e identificando z con 2!, de modo que una particula
masiva no relativista puede ser asociada candnicamente con una particula no masiva en
AdS, via la identificacién candnica con una particula relativista no masiva en un espacio de
Minkowski R

Por otro lado, es posible escribir el Lagrangiano de una particula masiva en AdSs,
agregando un término ”cosmoldgico” —§M2 al Lagrangiano (3.68). Esto genera un vinculo
que corresponde a una particula masiva de la forma ¢y = P? + M? = 0 que es también el
vinculo que caracteriza al sistema no relativista conforme invariante (3.14) identificando mao
con M?R2%. La relacién entre los dos sitemas puede ser establecida explicitamente a través
de la identificacién de z con z; y redefiniendo el multiplicador de Lagrange e22R~2 — e:

it —it e M*R?

L= - = . 3.69
2e 2 a3 (3.69)

Este Lagrangiano puede ser comparado con

2 30«
Lema 22 .
My5 5 P (3.70)



que es la version invariante de reparametrizacion del Lagrangiano (3.14). Ahora con la
identificacion ma = M?R?, la equivalencia del sistema no relativista y la particula masiva
relativista en AdSs; puede ser obtenida de la misma forma en que fue hecho entre la particula
no relativista y la relativista sin masa.

La generalizacion para los sistemas conforme invariante no relativista en d dimensiones
se puede realizar a través del Lagrangiano que describe a una particula relativista en AdSy x
G-t
I = ]#M

2e

Aqui N; = N;/V/ N2, N € R%es un vector unitario, N2 = 1, y ‘Zd(ﬁ) es un término

- Mt TL(N). (3.71)

topoldgico no trivial cuya forma para d = 2 y d = 3 se especifica més adelante . El caso

~

de una particula libre no relativista in R? estd dado por 0 = 1, M = 0, ‘Zd(]\_f) = 0. La
eleccion 0 < o < 1, M =0, f{d(ﬁ ) = 0 corresponde a la generalizacién de d-dimensional de la
particula norelativista en el cono (3.17) lograda a través de la substitucion o2r2¢? — o2r2ii2,
ii € S471. El caso con o = 1, Td(]\A_f) =0y M # 0 corresponde al sistema (3.14) con a > 0;
el caso con o < 0 se obtiene por el cambio M? — —M? in (3.71) (particula taquiénica en
AdSsy x S471).

Finalmente, los sistemas carga-vortice y carga-monopolo corresponden a la eleccion

c=1, M=0y

2, (6} ~ A 2 AR
SQ(N) = g—eijNiNj, zg(N) = —q_)—gQ]szNij
m NQ

respectivamente.
El caso general del Lagrangiano invariante bajo so(1,2) @ so(d—1) (3.71) corresponde
a la superposicién del sistema no relativista considerado en la seccién 3.1. E.g., el caso d = 2

con 0 < 0 < 1, M # 0y % que describe una carga en un cono en presencia de un
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potencial escalar 1/r? y un vértice magnético ubicado en el apex del cono. El caso d = 3 del
Lagrangiano (3.71) con 0 = 1/2, M # 0 and 0 = 1/2, 73 = 0 describe la dindmica de una

particula cargada cerca del horizonte de un agujero negro Reissner-Nordstrom [6].
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4 Simetria Superconforme y Supersimetria No Lineal

4.1 Introducién del Spin en un modelo de Mecanica Clasica

Es posible introducir grados de libertad fermiénicos en un modelo clasico a través del uso de
variables de Grassman J Para ello se analizara el siguiente modelo:
1y

L= 2~ 5 < D)@ - V(@) + 57

> (4.1)

en que V() y V(Z) son funciones arbitrarias. La ecuacién de Lagrange para la variable 1

es:

d — — —
b= v
g =vx
Ahora, es posible introducir
- i, - 1
S = —§(¢ X ) = _§5ijk¢j¢k‘ (42)
Es facil demostrar que
gxﬁzQ

de modo que en este sentido es posible decir que S | J ademas resulta que la ecuacién de

movimiento de S es:

d — — —
—S5=5xV,
dt
de modo que tiene la misma evolucion de @/7
El momento candnico asociado a @/7 es
0L —i

—a—%—7¢i-

Uy
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Es posible encontrar la ecuacion de vinculo
i
Xi =™+ 5¢i =0,
2
que con los paréntesis de Poisson candénicos
{%‘a%’} = {ﬂ-iaﬂ-j} = 07

(i, mi} = —dij,

determinan el paréntesis de Dirac
{i, s} p = —idyj,

el cual se considerara el paréntesis usual a partir de ahora entre las variables de Grassman.

Finalmente, es posible escribir el Hamiltoniano para este modelo:

?7?

P i b

La cuantizacién se realiza a través del precepto de Dirac, asociando a cada paréntesis

de Poisson un conmutador para las variables pares y un anticonmutador para las variables

impares cuyo valor es el del paréntesis clasico multiplicado por ih , asi:

[Guis] = o

La realizacion de estos operadores se puede hacer como

N h
¢z’ = \/;Uu

donde o; son las matrices de Pauli. Como consecuencia de que el spin de la particula es

S = —%(w X 1)) y su operador asociado es g‘&, entonces S resulta ser el operador de spin de

la particula.
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4.2 Mecanica Lineal Superconforme
4.2.1 Particula Libre

Como se vio en 3.1 una particula no relativista libre posee la simetria so(1,2), ahora se verd
lo que ocurre si se incluyen grados de libertad de Grassmann.

Considerando el modelo unidimensional:

1

7 -
Lo = =d* — =thatf.
0 233 2¢¢

donde ao =1, 2.

Se puede observar que su Hamiltoniano tiene la misma forma de la particula libre
bosénica (3.1), de modo que posee las mismas integrales de movimiento pares p, X = x — pt
de primer grado y H, D y K de segundo grado en las variables del espacio de fase, pero se

pueden encontrar ahora las integrales:

Y= iy, (44)
Qo = pYa So = Xthy = 2 — 1Qa, (4'5)

la primera integral tiene paridad de Grassmann cero y las dos siguientes son impares.
La integral 3 genera las transformaciones u(1) de las variables de Grassman y las

integrales impares generan supertransformaciones.
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Los paréntesis de Poisson no triviales entre estas integrales son:

(H,K}=—-2D, {D,HY=H, {D K)=—K,
{Qu Qi = 20, {Su, 5} = ~2iduk.
{Sa, Qv} = —2i0ap D + i€ap2,
{H, 8.} = —Qu,  {K,Qu} = Sa, (4.6)
{D.Qu} = 5Qu {D.5u} =35,
(5,Qu} = @ {55} = cai

Estas relaciones constituyen el superalgebra osp(2|2) donde es posible observar que
las integrales ), y S, tienen el sentido de raices cuadradas de H y K respectivamente y H,

K y D, atn conforman el algebra so(1,2).
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4.2.2 Modelo de Mecanica Superconforme

En este caso se considera para el Lagrangiano (4.1) la formulacién siguiente:

. 2
(16 ~ (0%
Vol=m V@l=ga

con lo cual el Hamiltoniano se puede escribir de la forma

1

H = 5 (p2 + %a(a + Qi@blz/}g)) )

(4.7)

Ahora las variables de orden uno p y X = x — pt no son més integrales de movimiento

pero existen los anédlogos de las integrales cuadraticas que forman la misma algebra (4.6).

Los generadores del subalgebra so(1,2) x u(1) son el Hamiltoniano (4.7) y

1 1
D = §xp—tH, K = 5332 —2tD — t*H,

Y=o — .

Los generadores impares de osp(2|2) toman la forma:

(6%
Qa - p¢a + ;Eab¢b7

(0
Sa = (-T - tp)wa - Eteabwb-
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4.3 Mecanica Superconforme No Lineal

Es interesante investigar el hecho de que realizando un pequeno cambio en la constante de

acoplamiento boson-fermion, 2a — 2an, n € N con lo cual el Hamiltoniano se transforma a:

1

en lugar del algebra osp(2|2) el sistema (4.11) queda caracterizado por la misma subdlgebra
par so(1,2) @ u(1) pero la parte impar incluye 2(n+1) integrales cuyos paréntesis de Poisson
resultan ser polinomios de los generadores pares.

Para el andlisis subsecuente es conveniente definir las siguientes variables:

en términos de las cuales el Hamiltoniano toma la forma:
. _ . N4
H, = é(zz +in{z, z}p 7).
Ademas del Hamiltoniano se tiene la carga nilpotente:
5= ¢ty (4.12)

donde y* = \%(1/11 + i), {YT,¥7} = —i. El sistema (4.11) estd caracterizado por las
integrales pares D,, y K,, de la forma (4.8) (con el Hamiltoniano(4.11)). Pero ahora es posible
definir:

Spo=2"Y", Soo=72"". (4.13)

Ademas de integrales impares que dependen explicitamente del tiempo:

Sto=(z+itz) 2" Wt ST = (z—itz) 2" Y. (4.14)

n,l — n,l —
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Se puede observar que para n = 1 las integrales (4.13), (4.14) toman la forma de
combinaciones lineales de (4.9), (4.10): QT = \%(Ql +1Qy), ST = \%(51 +4S3). Las
integrales impares (4.14) difieren de las integrales (4.13) en el factor:

x it o — 2iD,

— W= —

z 2H,

y su complejo conjugado las cuales son también integrales de movimiento explicitamente
dependientes del tiempo. Se puede extender entonces el conjunto de integrales impares

(4.13) y (4.14) agregando las integrales de la forma:

a—2iD,\' _ \
—) S;r,o’ Sn7l = (S:{,l) ) (4-15)

iy (x4 itz)' 2" o

donde [ =2,...,n.

Es posible observar que la parte bosonica del superalgebra (4.6) no cambia:

{H,,K,}=-2D,, {D,,H,}=H,, {D,K,}=-K,. (4.16)

Ahora, con el resultado {S,7, S, o} = —i(2H)", y las relaciones
4(D? — K, H,) — 2naY = —a?, (4.17)
SioSno = (2H,)"%, (4.18)

se puede construir el resto del algebra cuyos paréntesis no triviales son:
n .
[DuSEY= (5 -1) S5, {Z,S5) = Fisi, (4.19)

{H,,S,,} =+ilS,,_,, {Ky, S} = £i(n = 1)S,,

n,l+1°

(4.20)

{SF Sy = —i(2H,)" ™ (2K,) (o — 20D)™ " — i%(2H,,)" "N (2K,) T x

(a — 2D, (n(m — 1)(a — 2iD,,) + 4al(n —m)), m>1. (4.21)
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Los paréntesis {S;"

,m?

S,1} para m < [ pueden ser obtenidos a partir de (4.21) por
conjugacién y aplicando la relacion { B*, A*} = —({A, B})* valida para funciones arbitrarias
Ay B de paridad definida en las variables del espacio de fase.

De acuerdo a las relaciones (4.20) el Hamiltoniano actia sobre los Sil de modo que
reduce en uno el indice [ y aniquila a ij,o- Por otro lado K aumenta el valor de [ de las
integrales Sil y aniquila a Sin de modo que si se tiene cualquiera de las integrales impares
(en especial los casos Sio que no dependen del tiempo), es posible reconstruir el conjunto
completo de integrales impares.

Finalmente es importante hacer notar que para [ = 0 y m = n el término proporcional
a Y en la ecuacién (4.21) contiene un factor no polinomial , sin embargo un célculo directo

muestra que en estos dos casos se puede reducir los paréntesis a las formas polinomiales:

{5 s Snot = —i(2H,)" " (a — 2iD,)™ ! (o — 2iD,,) + nmY), (4.22)
1S St = —i(2K,) (o — 2iD,)" " ((av — 2iD,) + n(n — DY) . (4.23)
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4.4 Cuantizacion del Modelo

El analogo cudntico del Hamiltoniano (4.11) es de la forma:

H, = % <_% + i(an + bn03)) ) (4.24)

an = a2+ 3(n*—1), b, =—-nw, a,=a—3(n—1), (4.25)

donde A; = a, —a? y Ay = b, +na son correcciones cuanticas introducidas para garantizar
la conservacion de la supersimetria conforme no lineal y cuyo origen puede ser entendido a
partir de una reduccién desde un modelo dimensionalmente superior [27].

Por otra parte, los andlogos cudnticos de los generadores (4.8), (4.12) de la simetria
clésica bosénica so(1,2) x u(1) son:

1 1 1 1
Dn = Z[.T,p]Jr — tHn7 Kn - 5%‘2 - QtDn — t2Hn7 Y= §[w+,w_] = 50’3, (426)

que son integrales de movimiento del sistema (4.24) pues cumplen con la ecuacién de

movimiento:
01
za—t" — [Hn, I,] = 0. (4.27)
El sistema cuantico admite también el conjunto de integrales impares andlogos de las inte-
grales clasicas S;—Ll, [ =0,1,...,n. Esposible construirlas a partir de las siguientes relaciones:
S0 = Pant™, (4.28)

S+l = (.CC + Z'tpa,nJrl)(QI + Z'tDa,n+2>...(SC + Z't,Dafn+l+1)Pa,n*lw+7 l = 1, oo, (429)

n,

donde

d 1 ,
Pan = ,Dafn+1Da7n+2--~,Da71Daa D'y + 1 1/1i = 5(0-1 + 20'2)-

’ T4z %
Es posible demostrar explicitamente que ellas son integrales de movimiento a través de un

método de induccién como el descrito en detalle en la referencia [27].
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4.4.1 Estructura No Lineal del Algebra Superconforme Cuantica

Ahora se mostrard que las integrales enunciadas con anterioridad en la seccién anterior
forman efectivamente un algebra no lineal de la forma como sus analogos clasicos lo hacen.
Los operadores bosénicos (4.26) del subélgebra so(2,1) & u(1) satisface las siguientes

relaciones no triviales:

(H,, K,| =—-2iD,, [D,,H,)=1iH,, [D,,K,]=—iK,. (4.30)

Usando la forma explicita de las integrales impares es posible encontrar la forma del analogo

cudntico del elemento de Casimir (4.17):

1
2(H, K, + K,H,) — 4D? + 2na,> = o? + Zn? —1, (4.31)

donde «, estd dado por (4.25).

Los conmutadores no triviales entre las integrales pares e impares son:
n
[, 85) = 55, [Du ST =i (5 - 1) S5, (4.32)

[H,, sil] = q:zsgf,, (K, Sil] = F(n — Z)S,ifm. (4.33)

A partir de los conmutadores de las integrales impares con D, es posible encontrar que
los anticonmutadores entre ellas coinciden hasta factores de ordenamiento y correcciones

cuénticas de a (por ejemplo (4.31)), con las relaciones clasicas (4.21).
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Aunque una forma condensada para el caso general n es muy compleja de encontrar,

es posible calcular directamente casos especificos como el caso no lineal més simple n = 2:
[Sim S£0]+ = (2H2)27 [S;% S£2]+ = (2K2)27 [5;17 S£1]+ = <2D2>2 + O‘%?
[5;2’ Szf,oLr = (2iDy — ay) (2iDy — g — 4Y) [52’72, SZOL— = ([5;27 S£0]+)T,
[5;17 S£0]+ = —2i(DyHy + HyDs) + 2H, (g + 2Y) [Sila 52+,1]+ = ([Sila S£0]+)Ta
(S35, 551), = =2i(Da Ky + KaDs) + 2[5 (a + 2R),  [S50, 5511, = ([S52,551],)",

donde ay estd dado por (4.25) con n = 2. Al comparar con las relaciones clésicas, parece
que las relaciones de anticonmutacion pueden ser obtenidas a partir de los correspondientes
paréntesis de Poisson (4.21), (4.22), (4.23) con el simple precepto de simetrizacion de los
productos de aquellos generadores de so(1,2) que no conmutan entre si y realizando el
reemplazo o — a — % Sin embargo, como se verd inmediatamente este precepto no es
aplicable al caso general.

Para el caso general es posible encontrar algunas relaciones de anticonmutacion en

forma relativamente facil:

1S s Sl = (2K3)", (4.34)
(St s Sy = —i(D,(2K,)" ' + (2K,)" 'D,)) + (2K,)" ' (a, +nX). (4.35)

De acuerdo a la relacién (4.35), el andlogo cuédntico de los paréntesis de Poisson se puede
obtener a través del precepto antes descrito para el caso n = 2, sin embargo comparando la
relacién cuédntica:

1

[+ 5(2[{”(2[()”’1 + (2K,)" 12H,) + (n — 1)(n — 2)(2K,,)" 2

n,n—1- S

n,n—1]+ =

+4(n —1)(2K)" a2, (4.36)

con la correspondiente relacion clésica (4.21) param = [ = n—1, se puede concluir que debido

a la presencia del segundo término este precepto no funciona para el caso general. Claramente
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este término es identicamente cero para el caso n = 2. Complicaciones similares aparecen al
intentar establecer explicitamente la estructura general de los otros anticonmutadores entre
las integrales impares del caso general n.

Por 1ltimo siempre es posible encontrar que el anticonmutador entre las integrales de
orden [ = 0 (aquellas que no dependen explicitamente del tiempo) es el andlogo cudntico de
la relaciéon clasica correspondiente, es decir:

[S0s Smols = (2H,)". (4.37)

n
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4.4.2 Sistemas Caracterizados Por Dos Simetrias Superconformes

Uno de los resultados sorpresivos de la construccion vista en las dos secciones anteriores es

que gracias a las correcciones cuanticas al pardmetro a es posible escribir:

1
Hy=Hyo 4 (n—a = 1)1, (4.38)

donde Iy = 3(1 + 03), 4yt = ¢T, ¢TI, = 0. Entonces, para el caso o = n — 1 se
produce la igualdad H, = H,_1, lo cual quiere decir que el sistema esta caracterizado por
dos simetrias superconformes no lineales de orden n y n — 1 simultdneamente.

Es posible estudiar el caso més general que requiere que el sistema sea representado

alternativamente por dos Hamiltonianos de distinto orden es decir:

H,(a) = Hy(a). (4.39)

La ecuacién (4.39) puede ser satisfecha de dos formas : H (a) = HZ(a'), 0 HE (o) = H ('),
donde + (—) corresponden a los sub espacios propios +1 (—1) de o3, Entonces es posible

distinguir entre los siguientes casos

(n+n' —1), (4.40)

a=—(a'+1)=3(n—n"—1). (4.41)

En estos casos el Hamiltoniano esta dado por:

1 d2 j: /2_1 /
H:_< +w¢@m)7 (4.42)

2\ da2 42 2

donde los signos superior e inferior corresponden a los casos (4.40) y (4.41) respectivamente.
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Otros dos casos estan dados por las relaciones:

a—n=—(a'+1)=3(n+n'+1), (4.43)
a—n=d =3(n—n'"+1), (4.44)
1 >  Bn+2+n)—-1 n@2n+2+7)
H=—-|—-—— — I, . 4.4
2 ( dx? * 42 x? - (4.45)

El Hamiltoniano (4.45) se puede obtener a partir del (4.42) a través del cambio formal
n' —n' +£2(n+1). El caso n” =n — 1 en (4.40) reproduce el mencionado caso H, = H,_;.
Es importante notar que en todos los casos (4.40), (4.41), (4.43), (4.44) el pardmetro a (')
toma valores enteros.

No todas la simetrias adicionales son significativas esto es facil de ver en algunos

ejemplos simples. Si n’ = 0, el dltimo término en (4.42) es cero y el Hamiltoniano toma una

1 ? n*-1
H=-|—-—F—F+——]. 4.4
( dx? * 42 ) (4.46)

Este sistema reproduce el sistema (4.24) con las ecuaciones (4.25) que toma una forma

forma puramente bosdnica:

puramente bosénica (b, = 0) cuando o = 3(n — 1), es decir cuando « toma valores enteros o

semienteros. Para el caso n = 2p la integral S;;

o esigual a (—2H)PY". De la misma forma
el resto de las integrales impares toma una forma de productos de las integrales triviales ¢)*
y las integrales pares H, D y K de modo que en este caso la simetria adicional de orden n
es trivial. Sin embargo cuando n = 2p + 1 resulta que la integral de movimiento P, 2,11 que

es factor de S;;, 11,0 resulta ser el Hamiltoniano en orden p + % Un ejemplo simple de ello es:
(Pa5)* = D_yD_1DyD1(DyD_3)D_1DyD1Dy = D_yD_1DyD1(D_yD1)D_yDyD Dy =
D,QD,{DO,Dg’DgID()DlDQ - ’D,QD,1D(6],D1,D2 - D,2D71(ID1,D,1)3D1D2 -

D_o(DyD_y)" Dy = (DsD_y)° = (—2H)’ (4.47)

De la misma forma, los operadores S=

., L =1,...,n, resultan ser productos de potencias

semienteras de H.
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En los casos generales (4.40), (4.41), (4.43) y (4.44) con n’ # 0, n > n', S es
proporcional a 5;70. Cuando n —n’ =2k, k = 1,2, ..., esta relacién es simplemente S;; 0=
(—2H )kS:{/,m y asi la supersimetria de mayor orden es simplemente una transformacién
trivial de la de orden menor. En cambio, los casos (4.40), (4.41), (4.43) y (4.44) con n’ # 0,
n —n' = 2k + 1 resultan en que ambas supersimetrias son no triviales.

Como un ejemplo se puede observar que para n’ = 1 y n = 2p, pertenece al tipo de
sistema con Hamiltoniano:

1 & P

H=-(———+ X (p—
cas+ hw-0y),  peN

el cual es el andlogo cudntico directo de (4.11) con a@ = p. Este sistema, ademés de la
supersimetria de orden n’ = 1, posee la supersimetria no lineal de orde n = 2p, aqui los gen-
eradores impares tiene una estructura proporcional a grados semienteros de los generadores

bosénicos de so(1,2) x u(1) (ver detalles en [26]).
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4.4.3 Operador de Casimir de la Simetria Superconforme

A partir de (4.17) es posible construir el Casimir:

C =4(D? — KH) — 2a% + o? (4.48)

de la superdlgebra osp(2|2). Ya que el sistema esté caracterizado por dos variables de Grass-
mann independientes (Y1 y 1), no todas las integrales impares pueden ser independientes.

Ellos deben satisfacer las siguientes relaciones:

OéQa + 2€ab(QbD — SbH) = 0, OéSa + 2€ab(QbK — SbD) = O, (449)

Clasicamente estas ecuaciones constituyen un sistema homogéneo cuya condicién para
no tener solucién trivial es que el determinante sea A = 0 lo cual fija el valor del Casimir:
C = 0. En el andlogo cuantico de estas relaciones la condicion de existencia de soluciones

no triviales se reduce a la ecuacion:

(é — Zrﬁ) (é — Zrﬁ + 8ha03) =0,

lo cual fija el valor del anédlogo cuantico del elemento de Casimir:

. . PSP 3
C=4D*> —2(KH + HK) + a(a — 03) = Zh2‘ (4.50)
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5 Simetria Dinamica del Sistema Fermion-Monopolo

Se vio en (3.1) que el sistema fermién-monopolo posee la simetria so(2,1) ahora se verd
que al considerar el caso de un fermién en presencia del campo de un monopolo magnético,
aparece una estructura isomorfa a la simetria superconforme vista en el capitulo anterior.

El sistema tridimensional fermién Monopolo esta descrito por el Hamiltoniano:

1
con P, = p; —eA;, By = €ijkajAk = 91151'/’513\37 \iﬂf = /TiTy, Sj = —%Ejk1¢k¢17 y por los
paréntesis fundamentales {z;,p;} = 0;;, {¢;, ¥} = —idjp. El Hamiltoniano (5.1) y las
cantidades:
1 1
1 1
K= 5)(3 — et’B;S; = 5:@ —2tD — t*H (5.3)

junto con el momento angular J;, definido por las relaciones:
Ji = Li —vn; + S;, L; = e, P, nig = — v =eg,

constituyen el conjunto de integrales de movimiento que genera la simetria so(1,2) & so(3).

El elemento de Casimir es:

C=4D*-KH)+J —29Q; =0, (5.4)

donde
J =J} =3 (5.5)
Qr = L;S;. (5.6)

La integral de movimiento Qj ademéas de conmutar con todos los elementos generadores del

algebra so(1,2) @ so(3), produce una extensién de ella a so(1,2) @ so(3) & u(1).
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De las ecuaciones descritas en la seccién (4.1), podemos observar que las relaciones

entre S; y 1; son

1
{Si, ¥} = —ieiu, {Si,5;} = —i€;jk Sk, P;iS; = g(sz‘j(skwk>7

y sus ecuaciones de evolucion estan dadas por

d d
El/)i = e€ijiY; By, ESZ' = €€.5; By (5.7)

Ademas es conveniente notar que S; es una cantidad par nilpotente en tres dimensiones, es

decir S? = 0. Es posible ahora, definir entonces una integral impar dada por:
Qs = Sithi. (5.8)

Como los operadores analogos cuanticos de S; y 1; pueden ser realizados ambos en
términos de matrices de Pauli, 1[12 = \/éai, S, = gai, el anédlogo cudntico de (5.8) se reduce
a una constante de cardcter puramente cudntico: Qg = 3(%/2)3/2.

Siguiendo a Plyushchay [22], es posible definir el vector X; = z; — tP;, el cual en
el caso libre se reduce al generador de boost de Galileo, es posible al igual que en el caso

superconforme definir cantidades de segundo orden en las variables de fase que resultan ser

integrales de movimiento impares:

Qp = P, Rx = Xii, (5.9)

con los paréntesis de Poisson:

{Qp,Qp} = —2iH, {Qx,Qx} = —2iK, {Qx,Qp} = —2iD. (5.10)

Las integrales Qp v Qx, son analogos de las integrales (), and S, del modelo super-

conforme. En este caso se tiene ademds la integral cldsica impar (5.8). Para obtener un
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algebra completa es necesario incluir las integrales que se generan a partir de los paréntesis

de Poisson entre las integrales anteriores y ella, obteniéndose asi las nuevas integrales pares:
Qp = B;S;, Ox = X;S;. (5.11)

Es interesante observar que aunque cldsicamente las cantidades (5.9) son de paridad de
Grassmann impar y distintas de las cantidades (5.11), sus analogos cudnticos coinciden hasta
el factor numérico /h/2

La contraparte impar de (5.6) es:

Qr = Liths, (5.12)

que también es una integral de movimiento.
Con el fin de construir una integral de movimiento que sea la raiz cuadrada (en
términos de paréntesis de Poisson), del momento angular total 7, se puede introducir una

combinacién lineal de Qv Qg,

Qy = QL+ ng, (5.13)

que satisface la relacion:

{Qy,Q‘/} = —iJ.

Esta integral tiene la caracteristica de tener paréntesis nulo con todas las integrales impares
y en nivel cuantico anticonmuta con ellas. Por otra parte es necesario seguir incluyendo las
integrales generadas ahora por la conmutacién (en términos de paréntesis de Poisson), con

la integral Qp y asi se generan las integrales:

{QL,Qpr} = Qp, {Q1,Qx} = Qux,

donde
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2
Pi = EijijPk + §V’$|_1Si,

Los paréntesis de las integrales (5.14) con (5.8) produce sus contrapartes pares:

Qp = PS5,

Qx = X,5;.

2
Xi = Ez]kL]Xk’ — gtl/‘x|_1si.

(5.15)

En la tabla siguiente se muestran todos los paréntesis necesarios para dar cuenta del algebra

completa.

Paréntesis de Poisson entre las integrales de movimiento nilpotentes.

Aqui A =91 + J, Q+EQY+%QS'

Qx Qp Qx Qp Qy Ox Qp Qx Qp

Ox 92K | —2iD 0 iA 0 0 0. | 2KOQy | 2D0Qy
Op —2iD | —2%H | —iA 0 0 —Q, 0 2DQy | 2HOy
Ox 0 LN | 2K | —29D | 0 | —2KQy | —2D0Qy | 0 | JQ.
Op i\ 0 | -20JD | -2%JH| 0 | -2DQy | —2HOy | -7Q. | 0
Qy 0 0 0 0 —iJ Qx Qp -JQx | =JQp
or Qx Qp ~J0Qx | —JQp 0 Qx Qp —-JQx | —JQp
@s —3iQx | —3iQp | —3iQx | —31Qp | =39 0 0 0 0
Qx 0 Q+ 2KQy | 2DQy | -Qx 0 or 2KQr | 2DQy
Op —Q+ 0 2DQy | 2HQy | —Qp -9y 0 2DQ; | 2HQy,
Qv | —2KQy | —2DQy 0 —JQ+ | JQx | —2KQ. | —2DQy 0 J9r
Qp —2DQy | —2HQy | JQ+ 0 JQp | —2DQr | —2HQ, | —J QL 0

Las cantidades Qg, Qy v Qp, tienen paréntesis de Poisson nulo con los generadores de

so(1,2) (5.1), (5.2), (5.3), mientras que los paréntesis no triviales de las integrales impares

con los generadores de so(1,2) son:

{D.Qr} = 5@,

{D,Qx} = _%QX7 {K,Qpr} = Qx,
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{H,Qx} = —Qp. (5.16)




Los pares (Qp, Q). (Qp. Qx), vy (Qp. Qx), asi como el par (Qp, Qx), forman las rep-

resentaciones de spin-1/2 de so(1,2), i.e. sus paréntesis con H, K y D tienen una forma
similar a (5.16).
Las integrales impares Qp, Qx, Qp v Q) x satisfacen relaciones anédlogas a las relaciones

(4.49):

QpJ +2(QpD — QxH) =0, QxJ —2(QxD — QpK) =0,
Qr —2(QpD — QxH) =0, Qx +2(QxD — QpK) =0, (5.17)

QpQ +2iHQ =0, QxQx +21KQ =0, QprQx + 219y, =0,
QrQx —19.T =0, QpQx — 219D =0, QpQx +2iQD=0. (5.18)

Considerando esta similitud y comparando la estructura de los paréntesis de Poisson
de Qp, Qx, Qp, Qx, H, K, D y Qp del sitema fermion-monopolo con aquellas de las
integrales del sistema superconforme ., S,, H, K, D y ¥ es posible decir que el primer
conjunto es una generalizacién no lineal del algebra superconforme osp(2, 2).

Ya que J tiene paréntesis de Poisson nulo con todas las integrales, juega el rol de
carga central de esta simetria, andlogamente al rol jugado por o? en el modelo superconforme.

Para L? # 0, el reescalamiento:
Qr = QpJ % Qx—QxJ ? QL— QT ' (5.19)

transforma el algebra superconforme no lineal del sistema fermién-monopolo en la super
algebra de Lie 0sp(2,2), en la cual el rol del pardmetro « es jugado por J/2.

El rol del operador cudntico de spin de osp(2]2) aqui es jugado por:

O, = g (ﬁm + h) . (5.20)
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En correspondencia con las relaciones clasicas €l predice una rotacién de las supercargas:

[Q1,Qx] = ihQx, [Or,Qp] = ihiOp,
[QL>QX] = _ithXa [QL:QP] = —ithP- (5.21)

donde
J=J -1+ ihQ

es el analogo cudntico de (5.5) con v cuantizado, |v| =n/2, n € N, y los andlogos cudnticos
de Qx y Qp son obtenidos de (5.14), (5.15) por antisimetrizacién de los factores que no
conmutan [:j y Pk, 0 [:j y Xk

La tnica diferencia entre el superalgebra no lineal formada por las integrales del
sistema fermion-monopolo y la versién cudntica del superalgebra osp(2|2) del sistema super-
conforme de la seccién 4.4 consiste en la presencia del factor adicional J en los commutadores
(5.21) y en los anticommutators de Qpr v Qu.

Finalmente el andlogo cudntico de la relacién (5.4) es:
- - oo NS B A 3
C=4D*-2(KH+HK)+ J — 29 = Zh?

Esta relacion fija el valor de C y aparece como condiciéon de soluciones no triviales para las
ecuaciones analogas cudnticas de (5.17).

En una representacién diagonal de J? donde J? = j(j + 1)i2, j + 3 = |[v| +m,
m = 0,1,2,..., se tiene J = (|v] + m)> — 2 . Para los estados m > 0 los operadores
Q1, Qv v Op (ver eq. (5.19)) junto con el resto de las integrales de movimiento generan
la superdlgebra osp(2|2) @ su(2). Hay que considerar sin embargo, que la normalizacién
(5.19) tiene una no localidad escondida debida a la presencia del operador J elevado a un
exponente negativo. En el sector m = 0, la simetria del sistema se reduce a la simetria

conforme so(1, 2).
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6 Conclusiones

En el presente trabajo se ha realizado un amplio estudio de la simetria conforme en sus
mas variadas realizaciones, interesantes resultados se han obtenido en la primera parte al
aprender que una particula no masiva en (1,d — 1) puede ser tratada como una particula
en una hipersuperficie (d + 1) dimensional inmersa en un espacio (2,d) en que se excluye el
punto {0}. Desde este punto de vista la simetria conforme so(2, d) del sistema no masivo se
origina a partir de las isometrias del espacio (2,d). Este hecho estda ademés en la base del
caracter no lineal de las transformaciones especiales conformes.

Por otro lado se ha visto que diversos sistemas no relativistas (3.8), (3.14), (3.17) y
(3.20) pueden ser "unificados” a través de un Hamiltoniano genérico y que ellos comparten
las caracteristicas de la simetria conforme.

Se ha dado también una visién de las simetrias encontradas en términos de la
correspondencia AdS/CFT que permite encontrar interpretaciones alternativas para las
propiedades de estos sistemas.

Ademas, la cuantizacién de estos sistemas da una explicacion natural a las simetrias
observadas en las ecuaciones de Schrodinger y Klein Gordon sin masa.

Por otro lado se ha hecho una super extension de la simetria conforme y se ha encon-
trado una generalizacion no lineal que arranca de una modificacién muy simple del modelo
superconforme lineal.

Finalmente de los sistemas "unificados” en el segundo capitulo se ha estudiado el
sistema Fermién Monopolo por ser un modelo muy simple que hasta ahora se habia resistido
a un analisis exhaustivo de sus de simetrias, encontrandose una fuerte similitud con el sistema
superconforme estudiado en el capitulo anterior y encontrando su algebra de simetria a través
de la comparacion directa con este ultimo.

Resumiendo, los resultados obtenidos son:
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Realizacion no lineal de la simetria conforme como consecuencia natural de la reduccién

de un sistema en dos dimensiones extras, que posee simetria lineal.

Se mostré que una particula sin masa en un espacio de Minkowsky d dimensional
puede ser tratada como un sistema confinado en el borde de un espacio AdS;y1 de

radio infinito.

Varios sistemas no relativistas pueden ser canénicamente relacionados a una particula
relativista en AdS, x S9~!. Estos sistemas corresponden al carga-vértice en dos
dimensiones, el sistema fermion-monopolo en tres dimensiones, el de una particula
moviéndose en un campo gravitacional plano de una fuente puntual y el modelo con-
forme asociado con una particula cargada moviéndose cerca del horizonte de un agujero

negro extremo Reissner-Nordstrom.

Se mostré que un simple cambio de la constante de acoplamiento bosén-fermion
20 — 2am,n € N, en el modelo superconforme produce un cambio radical de la
simetria, siendo ahora los sistemas clasico y cuantico caracterizados por una simetria

superconforme no lineal.

Se encontré que el sistema modificado con un valor entero del pardmetro « posee
dos simetrias superconformes no lineales de érdenes desplazados relativamente en un

nimero impar.

Se encontrd simetri superconforme escondida en modelo superconforme original para

valores enteros de constante de acoplamiento bosén-fermién.

Se investigaron las simetrias del sistema fermién-monopolo encontrandose que se puede

tratar como una generalizacién no lineal de osp(2]2) + su(2).

Algunos de los interesantes problemas abiertos ain son:
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Investigar la relacién entre sistemas relativistas y no relativistas en el d&mbito de las

correspondientes teorias de campo.

Investigar si el sistema supersimétrico de N particulas de Calogero [15] [16] admite una

generalizacién para el caso de simetria superconforme no lineal.

Investigar la realizacién geométrica de la simetria superconforme no lineal descrita en

el superespacio apropiado.
consecuencias de la simetria superconforme escondida en el modelo superconforme.

Investigar cudles son las consecuencias fisicas de la simetria superconforme no lineal,
teniendo en cuenta las consecuencias que existen de la simetria del problema de Kepler
asociada con el vector de Laplace-Runge-Lenz, seria interesante mirar el problema de

scattering fermién-monopolo [33] desde el punto de vista de la simetria encontrada.
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7 APENDICE: Vinculos y Grados de Libertad

Cuando un sistema es llevado del formalismo Lagrangiano al Hamiltoniano [17], es necesario
trabajar en el llamado espacio de fase, en él el sistema esta definido por sus coordenadas y

los momentos candnicos del sistema:

p = 2@ 4,
7 aql )
con ¢ = 1,..., N para poder despejar todas las velocidades en funcién de las variables del
espacio de fase es necesario que la matriz:
opi
Wi‘ = i7
¢’

sea invertible, en caso contrario aparecen relaciones entre las coordenadas y los momentos

candnicos de la forma:

bm(q,p) = 0,

donde m = 1,..., M, denominados vinculos primarios los cuales definen una superficie de
2N — M dimensiones La existencia de ellos implica que existe una arbitrariedad en el proceso
de obtencién de las velocidades a partir de los momenta. Estos vinculos deben ser consistentes
con la evolucion temporal del sistema por lo cual su derivada temporal total debe anularse,
en general esto provoca la apariciéon de nuevos vinculos denominados secundarios. El proceso
se repite hasta que no aparezcan nuevos vinculos.

De entre estos vinculos es posible distinguir aquellos que son de primera clase, aquellos
que tienen paréntesis de Poisson nulos en la superficie de todos los vinculos y aquellos en

que su paréntesis no es trivial, denominados de segunda clase.
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La existencia de estos vinculos significa que el sistema no ocupa todo el espacio de
fase en su evolucion si no que esta restringido a una hipersuperficie de menor dimension.

Para describir el sistema con sus grados reales de libertad es necesario realizar lo
que se denomina reduccién a la superficie fisica o de vinculos de segunda clase més condi-
ciones de gauge. En orden de realizar esto es necesario eliminar la arbitrariedad de gauge
introducida por los vinculos de primera clase a través de una relacién conocida simplemente
como condicién de gauge para el vinculo en consideraciéon. Una vez introducidas todas las
condiciones de gauge necesarias es posible reducir el sistema a la hipersuperficie generada

por ellos y usando la matriz
Aij = {xi: x5}
donde los x; son los vinculos , ahora todos de segunda clase, es posible definir entonces una

nueva formulacion del sistema en base a nuevos paréntesis conocidos como Paréntesis de

Dirac dados por:

{A’ B}d = {Av B} - {A> XOA}Aaﬂ{Xﬁv B}'

Como se puede ver entonces cada vinculo de segunda clase elimina un grado de libertad
del espacio de fase y cada vinculo de primera clase elimina dos pues es necesario introducir

los gauges correspondientes quedando el sistema finalmente con:

Np =2N =V, =2V,

donde Np, son los grados de libertad resultantes, V5 es el nimero de vinculos de segunda

clase y V; es el nimero de vinculos de primera clase.
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