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Resumen

En los últimos años, la Información y la Computación cuántica han sido ob-

jeto de una profunda investigación por parte de una creciente comunidad

cient́ıfica. Parte importante de este interés proviene de las auspiciosas ven-

tajas que tiene para resolver una importante variedad de problemas con re-

specto a la teoŕıa clásica de la computación. Otro aliciente para el desarrol-

lo de estas nuevas ĺıneas de investigación, son las constantes mejoras en la

preparación, control y medición experimental de sistemas cuánticos consid-

erados como posibles procesadores de Información cuántica.

En esta tesis se estudian algunos de estos sistemas f́ısicos compuestos de

una y más part́ıculas. Este estudio está centrado en algunos elementos claves

para la Información cuántica, tales como el entrelazamiento y la evolución

de estos sistemas. Desarrollamos una técnica para encontrar la evolución de

un sistema de muchas part́ıculas en un espacio de Hilbert reducido. Usando

esta técnica, estudiamos la dinámica y las propiedades de entrelazamiento del

espectro de autoestados de un conjunto de átomos acoplados inhomogénea-

mente a un modo del campo electromagnético. Esta técnica también nos

permite estudiar la viabilidad de usar un sistema compuesto por un esṕın

electrónico interactuando con muchos espines nucleares en un Punto Cuánti-



III

co como un dispositivo de almacenamiento de información cuántica. También

desarrollamos un método para manipular colectivamente, en un subespacio

determinado, un sistema de iones atrapados en una trampa de Paul.
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económico para el término de esta tesis. Agradezco también al Centro de
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6.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.2. El Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.3. Propiedades del espectro de autoestados . . . . . . . . . . . . 88

6.4. Conclusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

7. Conclusiones 94
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g sin [jπ/ (N + 1)], j = 1, .., N , con N = 6, un estado inicial

|0̄〉, y el campo inicialmente en un estado coherente con n̄ =
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4.3. Evolución del tangle τe−n (ĺınea continua) y la población P↓ del

estado |↓〉e (ĺınea segmentada) para un defecto uniformemente

distribuido. El estado inicial es |Ψ〉 = 1/
√

2 (|↑〉+ |↓〉)e⊗|1〉n,

N = 103, y τ ∼ 68τ0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.4. Evolución del tangle τe−n para la distribución del defecto cen-

trada al borde del quantum dot. Se muestran acá, la población
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como función del número de átomos N . ∆E(k) = 100(|(E(k)
1 −

E
(k)
2 )/E

(k)
1 |), donde E

(k)
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con k = 1 excitación para distintos números de átomos. . . . . 90
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Índice de figuras XIII

6.4. Concurrencia C1,j entre el primer el el j-ésimo átomo para
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Caṕıtulo 1

Introducción

La mecánica cuántica ha cambiado radicalmente el entendimiento del

mundo f́ısico donde vivimos. Uno de los aspectos más profundos de esta es

que predice efectos f́ısicos, los cuales no hubiesen sido esperados de acuerdo a

la teoŕıa clásica. Otro aspecto interesante es que, en general, escapa a nuestra

intuición de cómo debeŕıa comportarse la naturaleza, por ejemplo, conceptos

como la incerteza cuántica y los aspectos no locales de esta teoŕıa tienen un

profundo impacto en la forma como vemos el mundo. Por este motivo, la

gran fortaleza que tiene la mecánica cuántica es su impresionante capacidad

para predecir variados fenómenos imposibles de interpretar a partir de teoŕıas

clásicas.

A principios de la década de 1980, P. Benioff [2,3,4] y R. Feynman [5,6],

empezaron a considerar la idea de computadores que funcionen con algo-

ritmos basados en la mecánica cuántica. En particular Feynman, motivado

por su interés en los ĺımites f́ısicos de la computación [7], empezó a con-

siderar computadores con componentes cuánticos [8]. Si bien Feynman [5]y

anteriormente Y. Manin [9], entendieron que simular sistemas cuánticos era

de alguna forma dif́ıcil, sólo con los trabajos de D. Deutsch [10] y Deutsch

1
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y Jozsa [11] dieron luz de que los computadores basados en principios de

la mecánica cuántica, podŕıan realizar intŕınsicamente operaciones de forma

más eficiente de la que podŕıan hacerlo los computadores clásicos. En es-

tos últimos trabajos liderados por D. Deutsch, se mostró que la información

en algún ambiente cuántico manipulado por un computador cuántico, tiene

una productividad diferente a la equivalente información manipulada por un

computador clásico.

Posteriores trabajos demostraban las crecientes y poderosas aplicaciones

de la idea de la computación cuántica. En el problema del oráculo investi-

gado por Deutsch y Josza se ve que la cantidad de recursos necesarios para

realizar el cálculo en un computador cuántico es, exponencialmente, menor

que para un cálculo exacto similar realizado en un computador clásico. Sin

embargo, este trabajo por śı solo no demuestra una clara separación entre la

computación clásica y la computación cuántica. Esto, debido a que un com-

putador clásico probabiĺıstico puede resolver el problema de Deutsch y Jozsa

con un número similar de recursos, si a la salida el resultado del algoritmo

puede estar errado con alguna probabilidad pequeña.

En 1993, Bernstein y Vazirani [12] desarrollaron algoritmos que no re-

queŕıan la exactitud demandada por Deutsch y Jozsa. Estos algoritmos de

Bertein y Vazinari, mostraron una real disminución superpolinomial de los

recursos requeridos por un computador cuántico respecto de un computa-

dor clásico. Siguiendo con esta tendencia, Simon [13] propuso un problema

donde un computador clásico requeŕıa, exponencialmente, más recursos que

su contraparte cuántica.

En este contexto, una de los trabajos más notables es el algoritmo de

Shor [14]. En este trabajo, Shor desarrolla un algoritmo para la factorización

de números primos y el cálculo de logaritmos discretos en un computador

cuántico. Si bien este proceso de factorización puede también hacerse en un
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computador clásico, la caracteŕıstica más importante del algoritmo de Shor

es la notable reducción del tiempo de computación. Esta va de tiempos ex-

ponenciales a tiempos polinomiales de computación. Esta reducción equivale

a reemplazar la tarea de contar todos los números hasta uno de 137 d́ıgitos,

por sólo escribirlo.

Evidencia posterior del poder de los computadores cuánticos fue dada por

Grover cuando mostró que un computador cuántico permite un algoritmo de

búsqueda mucho más eficiente [15,16]. Aunque este algoritmo no provee una

aceleración tan espectacular en la computación como el algoritmo de Shor

(va de O(N) a O(
√

N) operaciones), la amplia gama de aplicaciones de

las metodoloǵıas basadas en algoritmos de búsqueda han implicado un gran

interés en el algoritmo de Grover.

Esta superioridad en el rendimiento de los llamados computadores cuánti-

cos como procesadores de información respecto de su contraparte clásica, se

debe en gran medida a una intrigante propiedad de la mecánica cuántica

conocida como entrelazamiento. El entrelazamieno es uno de los temas cen-

trales de debate en la teoŕıa cuántica desde comienzos del siglo XX. Esta

propiedad resulta clave a la hora de diferenciar los conceptos clásicos de los

cuánticos.

El interés en el entrelazamiento a sufrido un importante incremento de-

bido a sus nuevas aplicaciones, entre estas y tal como hemos mencionado

está la computación cuántica [5, 10], además de la teleportación [17] y la

criptograf́ıa cuántica [18].

Actualmente, el gran progreso experimental en el control cuántico en

diferentes sistemas f́ısicos bajo investigación, ha permitido la producción, la

manipulación y la detección de estados entrelazados [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,

26,27,28].

Otro aspecto sin duda fundamental para el desarrollo de la Información
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cuántica es la disponibilidad de un sistema f́ısico que pueda ser usado como

un computador cuántico.

Para que un sistema f́ısico sea candidato para cumplir el rol de un com-

putador cuántico, debe satisfacer varios requerimientos [29]. Dentro de estos

requerimientos se encuentran, por ejemplo, la iniciación controlada del sis-

tema (estado inicial del sistema), la posibilidad de realizar operaciones uni-

tarias, ya sean induviduales (locales) y colectivas (no locales) entre uno y

más qubits, respectivamente. También es fundamental que este sistema f́ısico

posea un tiempo de coherencia suficientemente alto que permita la realización

de las operaciones lógicas necesarias para la computación cuántica.

Una vez realizadas estas operaciones lógicas, se requiere conocer los re-

sultados provenientes de los algoritmos. En este sentido, el sistema f́ısico

debe permitir una confiable obtención de resultados, es decir, procedimien-

tos para medir los observables asociados a la computación que se realice en

este sistema deben implementarse con alta precisión.

Otra importante propiedad que debe tener un sistema f́ısico candidato

a ser un procesador de información cuántica es la escalabilidad, es decir, la

capacidad para definir dentro de este sistema cuántico un número suficiente

de unidades básicas de información, en este caso de qubits. De esta man-

era, el desarrollo pleno de la Información cuántica requiere necesariamente

de sistemas f́ısicos capaces de ser manipulados controladamente, de manera

individual y colectiva.

El objetivo de esta tesis es estudiar distintos sistemas f́ısicos compuestos

de una o más part́ıculas. El enfaśıs de este estudio esta centrado algunos

de los elementos claves para la Información cuántica: el entrelazamiento, la

descripción dinámica y una controlada manipulación de sistemas colectivos.

En particular, desarrollamos un método para estudiar la dinámica cuánti-

ca de una part́ıcula (o un modo) interactuando inhomogéneamente con un
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gran número de part́ıculas. Este método consiste en la descripción del sistema

completo en términos de estados colectivos. De esta forma, desarrollamos un

acercamiento efectivo para encontrar el espacio de Hilbert accesible al sistema

dada su condición inicial. Mostramos que, este método permite encontrar la

dinámica efectiva de este sistema dentro de un espacio de Hilbert reducido.

Como primera aplicación de este método efectivo, estudiamos la dinámica

cuántica de una colección de N átomos de dos niveles interactuando inho-

mogéneamente con un modo (cuántico) del campo electromagnético. En este

sistema, estudiamos la validez de nuestro método comparándolo con resulta-

dos exactos. Además, mostramos que es posible estudiar configuraciones que

son muy dif́ıciles de tratar incluso numéricamente debido a las dimensiones

del espacio de Hilbert asociado al problema.

Otro sistema f́ısico abordado en esta tesis, es el compuesto por un esṕın

electrónico interactuando con un sistema de espines nucleares en el interi-

or de un quantum dot. Este sistema involucra acoplamiento inhomogéneo

de manera natural debido a las caracteŕısticas de la interacción hiperfina

de intercambio que domina este sistema. Desde el punto de vista de la In-

formación cuántica, estudiamos la viabilidad de que este sistema pueda ser

utilizado para el almacenamiento de información cuántica [63] y mostramos

que imperfecciones en el estado inicial, juegan un rol crucial en la fidelidad

de los procesos de almacenaje y recuperación de la información cuántica.

Una de las propuestas más importantes para un computador cuántico es

la basada en iones atrapados [40]. En este sistema, desarrollamos un método

para manipular, colectivamente, los iones atrapados dentro de un subespacio

seleccionado. Usando este método podemos preparar estados simétricos con

un número fijo de excitaciones iónicas: los llamados estados de Dicke [49]. En

particular podemos preparar estados maximalmente entrelazados de muchas

part́ıculas.
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Finalmente, dejaremos un poco de lado el estudio de la evolución de

sistemas cuánticos y nos concentraremos espećıficamente en el problema de

la caracterización del entrelazamiento en el espectro de autoestados para

un sistema de átomos acoplados inhomogéneamente a un modo del campo

electromagnético cuántico.



Caṕıtulo 2

Fundamentos

En este caṕıtulo resumiremos algunos conceptos relativos a la mecánica y

la Información cuántica. En particular, daremos una breve introducción a los

postulados de la mecánica cuántica, la definición de qubit y la presentación de

algunas compuertas lógicas cuánticas. Revisaremos algunos modelos f́ısicos

que serán usados a lo largo de esta tesis como la interacción de uno o muchos

átomos de dos niveles con un modo del campo electromagnético (modelo de

Jaynes- y Tavis-Cummings respectivamente), además de la interacción de un

esṕın nuclear con muchos espines núcleares confinados en un quantum dot y

la dinámica de iones atrapados en una trampa de Paul.

2.1. Postulados de la Mecánica Cuántica

La mecánica cuántica es la piedra angular para el desarrollo de las teoŕıas

f́ısicas. Es el modelo matemático para describir el mundo f́ısico. Este modelo

consta de cuatro postulados principales asociados a la definición de estado,

observables, mediciones y la evolución del sistema f́ısico.

7
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Postulado 1

Asociado a cualquier sistema f́ısico aislado hay un espacio vectorial com-

plejo, llamado espacio de Hilbert del sistema. Este sistema está completa-

mente descrito por su vector de estado el cual es un vector unitario en el

espacio de Hilbert del sistema.

Un espacio de Hilbert tiene las siguientes propiedades:

a) Es un espacio vectorial sobre los números complejos C. Los vectores

componentes de este espacio se denotan |Ψ〉.
b) Este espacio tiene producto interno 〈ψ|ϕ〉 que mapea un par ordenado

de vectores a los complejos C. A su vez el producto interno tiene las siguientes

propiedades

(i) 〈ψ|ψ〉 > 0, para |Ψ〉 6= 0. (Positividad).

(ii) 〈ϕ|(a|ψ1〉+ b|ψ2〉) = a〈ϕ|ψ1〉+ b〈ϕ|ψ2〉. (Linealidad).

(iii) 〈ϕ|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉∗
c) Es completo en la norma, esto es,

‖ψ‖ =
√
〈ψ|ψ〉. (2.1)

lo que en el caso de espacios con dimensión infinita asegura la convergencia

de expansiones en funciones propias. Esto permite la expansión de estados

en términos de una base ortonormal.

Postulado 2

Un observable es una propiedad f́ısica que, en principio, puede ser medida.

Un observable corresponde matemáticamente a un operador autoadjunto o

Hermı́tico, esto es, Â = Â†.
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Postulado 3

El resultado de realizar una medición sobre un observable Â es un au-

tovalor de este operador. Las mediciones cuánticas están descritas por un

conjunto {P̂m} de operadores de medición. El ı́ndice m da cuenta de los re-

sultados posibles de la medición. Si el sistema cuántico está en un estado |ψ〉,
inmediatamente antes de la medición la probabilidad de obtener un resultado

m está dada por

p(m) = 〈ψ|P̂ †
mP̂m|ψ〉, (2.2)

e inmediatamente después de la medición el estado del sistema colapsará a

|ψ〉 → P̂m|ψ〉√
〈ψ|P̂ †

mP̂m|ψ〉
, (2.3)

Postulado 4

La evolución temporal de un sistema cuántico cerrado está descrita por

la ecuación de Schrödinger,

i~
d|ψ〉
dt

= Ĥ|ψ〉, (2.4)

donde Ĥ es un operador Hermı́tico llamado Hamiltoniano.

Esto completa la la descripción matemática de la mecánica cuántica.

2.2. Computación e Información Cuántica

En esta sección describiremos algunos de los elementos fundamentales

para la Computación y la Información cuántica, como por ejemplo el entre-

lazamiento. Introduciremos la noción de qubit, y algunas compuertas cuánti-

cas.
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2.2.1. El Qubit

En computación clásica, la unidad básica de información es el llamado

bit. Un bit tiene dos valores posibles 0,1. En computación cuántica la corre-

spondiente unidad básica de información es el qubit.

Esta unidad fundamental para la computación cuántica describe el más

simple de los sistemas cuánticos, aquél compuesto por dos estados que puede

ser descrito por un vector complejo de dos dimensiones en el espacio de

Hilbert. Podemos denotar una base ortonormal para este espacio vectorial

de dos dimensiones como {|0〉, |1〉}, llamada base computacional. Entonces,

un estado normalizado arbitrario de dos niveles puede escribirse como

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, (2.5)

donde α y β son números complejos que satisfacen |α|2 + |β|2.
Entonces, un qubit es un sistema cuántico de dos niveles que puede ex-

presarse como (2.5).

2.2.2. Compuertas lógicas cuánticas

En esta parte describiremos brevemente algunas compuertas cuánticas

para uno y mas qubits mencionando sus propiedades más generales.

Compuertas de un qubit

Consideremos una compuerta clásica de un qubit. La unica compuerta no

trivial de esta clase es la llamada compuerta NOT. Esta compuerta clásica

actúa de la siguiente forma sobre un bit 0, 1

0 → 1

1 → 0. (2.6)
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La contraparte cuántica de esta compuerta, esta dada por

X =


 0 1

1 0


 , (2.7)

de esta forma si tenemos un qubit inicialmente en el estado α|0〉 + β|1〉, la

acción de la compuerta X sobre este qubit es de la siguiente forma

X (α|0〉+ β|1〉) → α|1〉+ β|0〉. (2.8)

Las puertas de un qubit deben cumplir un sólo requerimiento: deber ser

unitarias. De esta forma cualquier operación unitaria de un qubit puede ser

considerada como una compuerta lógica.

Por otra lado, mientras que sólo existe un tipo de compuerta clásica de un

bit (la compuerta NOT), existen muchas compuertas cuánticas de un qubit.

Dos compuertas importantes son la compuerta Z y la compuerta Hadarmard

H:

Z =


 1 0

0 −1


 (2.9)

H =
1√
2


 1 1

1 −1


 (2.10)

Estas compuertas actúan sobre el qubit α|0〉+ β|1〉 de la siguiente forma

Z (α|0〉+ β|1〉) → α|0〉 − β|1〉
H (α|0〉+ β|1〉) → α

|0〉+ |1〉√
2

|0〉+ β
|0〉 − |1〉√

2
(2.11)

Compuertas cuánticas controladas

La idea de compuertas clásicas puede expresarse en la siguiente acción:

Si A es cierto, entonces realice B. Este tipo de compuertas son unas de las

más útiles tanto para la computación cuántica como para la clásica.
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Figura 2.1: Representación de una compuerta controlada NOT (CNOT)

Una de las principales compuertas lógicas de esta clase es la compuer-

ta NOT controlada o CNOT. Esta compuerta tiene dos qubits de entrada,

llamados qubit de control |c〉 y qubit objetivo |t〉 respectivamente. Esta com-

puerta tiene una representación tal como se muestra en la Fig. 2.1.

La ĺınea superior representa el qubit de control mientras que la inferior

representa al qubit objetivo. La accción de la compuerta CNOT está dada

por

|c〉|t〉 → |c〉|t⊗ c〉, (2.12)

donde ⊗ representa la suma en módulo 2. En otras palabras, esta compuerta

realiza una operación NOT sólo cuando el qubit de control está en el estado

|1〉 de otra forma el qubit objetivo es dejado intacto.

En general, si suponemos que U es alguna operación unitaria de un qubit

arbitraria, una compuerta U controlada es una operación de dos qubits, un

qubit de control y otro qubit objetivo. Entonces, si el qubit de control está en

un estado determinado, se aplica U sobre el qubit objetivo, de otra forma el

qubit objetivo es inalterado. Esto es,

|c〉|t〉 → |c〉U c|t〉. (2.13)
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Figura 2.2: Representación de una compuerta controlada U arbitraria

Este tipo general de compuertas está representada en la Fig. 2.2.

2.2.3. Entrelazamiento

En esta parte daremos un breve análisis a una de las propiedades de la

mecánica cuántica fundamentales para la Información cuántica: el entrelaza-

miento.

Entrelazamiento bipartito

Un sistema bipartito es un sistema cuántico compuesto por dos subsis-

temas f́ısicamente diferentes. Está asociado a un espacio de Hilbert H dado

por el producto tensorial HA ⊗HB correspondientes a cada subsistema.

En el caso de estados puros se pueden distinguir dos diferentes clases de

estados. Un estado cuántico |Ψ〉 se dice estado producto o separable, si puede

escribirse como un producto tensorial de los estados de los subsistemas, es

decir, si existen estados para los subsistemas, digamos |ϕ〉 y |φ〉 tal que

|Ψ〉 = |ϕ〉A ⊗ |φ〉B. (2.14)

Este estado describe una situación análoga a la clásica donde cada sub-

sistema contiene toda su información independiente del otro subsistema. Por
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ejemplo, si realizamos una medición sobre uno de los subsistemas, esta no

tiene ninguna influencia sobre el otro subsistema, esto es, no hay correlación

entre los resultados de las mediciones de estos dos subsistemas

Por otro lado, cuando el estado global del sistema bipartito no puede

escribirse de la forma (2.14) si existe correlación entre las mediciones de los

dos subsistemas. A este tipo de estados se les llama estados entrelazados. En

este caso, una medición local causa la reducción del estado sistema bipartito

y por lo tanto cambia los resultados de mediciones futuras en ambos sistemas.

En el caso de estados mixtos, la situación es más complicada ya que esta-

dos separables y estados productos ya no son sinónimos. Un estado producto

de dos sistemas %A y %B se escribe como

% = %A ⊗ %B , (2.15)

sin embargo, un estado separable se escribe como

% =
∑

i

pi %i
1 ⊗ %i

2 , (2.16)

donde
∑

i pi = 1 y pi > 0. Estos estados dan cuenta de la situación donde

las correlaciones entre los dos subsistemas se deben al conocimiento incom-

pleto del estado, siendo completamente caracterizados por las probabilidades

clásicas pi.

Un estado mixto entrelazado se define entonces como

% 6=
∑

i

pi %i
1 ⊗ %i

2 (2.17)

las correlaciones contenidas en estos estados no pueden ser completamente

caracterizadas con el conjunto de probabilidades clásicas, de esta forma pode-

mos decir que los estados entrelazados tienes correlaciones que no existen en

ningún sistema clásico.
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2.2.4. Criterios de separabilidad

Separabilidad de estados puros

Los estados puros bipartitos pueden clasificarse a traves de su descom-

posición de Schmidt. Cada estado bipartito puro |Ψ〉 puede expresarse en una

base producto,

|Ψ〉 =
∑
ij

Aij |ϕi〉 ⊗ |φj〉, (2.18)

para una matriz A con coeficientes Aij.

Las bases {|ϕi〉} y {|φi〉} correspondientes a cada subsistema pueden ele-

girse arbitrariamente. Sin embargo, para un estado bipartito dado, siempre

hay una base ortonormal para cada subsistema tal que

|Ψ〉 =
∑

i

λi|ξi〉1 ⊗ |ξi〉2, (2.19)

donde la suma es hasta d, que es la dimensión del subsistema más pequeño.

La demostración de esta propiedad es directa. Escribamos A en términos

de su descomposición en valores singulares,

A = UDV , (2.20)

donde U y V son matrices unitarias y D es una matrix diagonal con elementos

reales no negativos. Reemplazando esto en la Ec. (2.18) tenemos que

|Ψ〉 =
∑

ijk

uijdiivik|ϕi〉 ⊗ |φj〉. (2.21)

con uij = 〈ϕi|U|ϕ|〉, vij = 〈φj|U|φ〉〉 y dii son los elementos de matriz de D.

Luego, definimos los estados ortonormales |ξi〉1 ≡ ∑
j uij|ϕj〉, |ξi〉2 ≡

∑
k vik|ϕj〉 y λi ≡ dii. Con estas definiciones la Ec. (2.21) puede reescribirse

como

|Ψ〉 =
∑

i

λi|ξi〉1 ⊗ |ξi〉2. (2.22)
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Las bases |ξi〉1 y |ξi〉2 son las llamadas bases de Schmidt y λi son los

coeficientes de Schmidt.

Los coeficientes de Schmidt puede calculase a partir de las matrices densi-

dad reducidas de los subsistemas dadas por: %1 = Tr2|Ψ〉〈Ψ| y %2 = Tr1|Ψ〉〈Ψ|
respectivamente. A partir de la Ec. (2.22) puede verse que el espectro de %1

esta dado por los coeficientes de Schmidt.

Dado que las bases de Schmidt, por construcción, incluyen sólo estados

separables, toda la información acerca del entrelazamiento está incluida en

los coeficientes de Schmidt. Esto puede verse ya que un estado separable

está caracterizado por un vector de coeficientes de Schmidt con sólo un valor

no nulo: ~λ = ~λs = [1, 0, . . . , 0], mientras que el vector de coeficientes de

Schmidt para un estado entrelazado tiene al menos dos componentes no nulas.

Un estado se llama maximalmente entrelazado cuando el vector de Schmidt

es de la forma ~λ = ~λm = [1/d, . . . , 1/d].

Entonces los coeficientes de Schmidt relacionan la cantidad de entrelaza-

miento de un estado bipartito puro con el grado de pureza de las matrices

densidad reducidas. Una matriz reducida pura corresponde a un estado sepa-

rable, mientras que una matriz reducida completamente mezclada (diagonal)

da cuenta de un estado maximalmente entrelazado.

Separabilidad en estados mixtos

Hemos visto que para un estado puro es fácil verificar si este estado cor-

responde a un estado separable o a un estado entrelazado. Sin embargo, la

tarea se complica cuando hablamos de estados mixtos.

En general, puede caracterizarse la separabilidad de un estado mixto % a

traves de los llamados mapeos positivos.

Un mapeo Λ : B(H) → B(H), donde B(H) es el espacio de los oper-

adores lineales actuando sobre H se llama positivo cuando mapea operadores
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positivos (semidefinidos positivos, es decir, con autovalores no negativos) a

operadores positivos, esto es

Λ(%) ≥ 0, para todo % ≥ 0. (2.23)

A partir de la noción de mapeos positivos puede definirse que un estado

es separable solo si

(
Λ⊗ 1

)
(%) ≥ 0 para todos los mapeos positivos Λ, (2.24)

Un tipo de mapeo positivo es la transposición T =: Λ [88]. En particular

la transpuesta parcial %pt =
(
T ⊗ 1

)
(%) de un estado % da cuenta de la

separabilidad de un estado bipartito mixto: Si %pt tiene al menos un autovalor

negativo, esto es

%pt � 0 (2.25)

el estado está entrelazado.

Sin embargo, a partir del criterio de la transpuesta parcial uno puede

inferir separabilidad sólo para sistemas de baja dimensión, más precisamente

de dimensión 2⊗ 2 y 2⊗ 3. Para estos sistemas el criterio de la transpuesta

parcial distingue sin ambigüedad estados entrelazados de separables.

2.2.5. Medidas de Entrelazamiento

La medida de entrelazamiento más usada por la comunidad ciéntifica rela-

cionada con la Información cuántica es el llamado entrelazamiento de forma-

ción [30]. El entrelazamiento de formación puede definirse de la siguiente

manera: Sea ρ el estado mixto de un par de sistemas cuánticos compartido

por dos observadores separados que pueden comunicarse sólo a través de

señales clásicas. El entrelazamiento de formación de ρ es entonces el número

asintótico de estados maximalmente entrelazados que el observador necesita,
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por par, para crear un ensamble de pares de estados puros cuyo ensamble

promedio sea ρ [31].

A continuación, mostraremos algunas derivaciones anaĺıticas para este

entrelazamiento de formación, para el caso de un sistema en un estado puro

y para el caso de un sistema en una mezcla estad́ıstica.

Entrelazamiento de estados puros

Como comentamos anteriormente, un estado bipartito puro puede ser

fácilmente analizado desde el punto de vista de separabilidad a partir de los

coeficientes de Schmidt. En otras palabras, el entrelazamiento de un esta-

do bipartito puro, puede cuantificarse a traves del grado de mixtura de las

matrices densidad reducidas de los subespacios componentes del sistema bi-

partito, digamos A y B. Esto es, si tenemos un estado puro ρAB = |ψ〉〈ψ|, a

partir de las matrices densidad reducidas de cada subsistema se puede inferir

que

Trρ2
A = Trρ2

B = 1 si el estado es separable, (2.26)

y

Trρ2
A = Trρ2

B =
1

2
si el estado está maximalmente entrelazado, (2.27)

donde ρA(B) es la matriz densidad reducida de A(B) obtenida a partir de

trazar la matriz densidad global sobre el sistema B(A).

A partir de estas ideas, el entrelazamiento entre dos sistemas A y B de

dimensión finita arbitraria en un estado global puro, puede cuantififcarse a

traves del llamado tangle [34]. Esta medida de entrelazamiento está dada por

τAB = 2νAνB

(
1− Tr

(
ρ2

A

))
= 2νAνB

(
1− Tr

(
ρ2

B

))
, (2.28)
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donde, νA y νB son constantes arbitrarias que dependen de la dimensión de

los sistemas A y B respectivamente.

En este caso de estados puros, el entrelazamiento de formación puede

escribirse en términos de la llamada concurrencia [32]. En esta situación, el

entrelazamiento de formación Ef (ρ) = E(C(ψ)) esta dado por

E(C) = h

[
1

2

(
1 +

√
1− C2

)]
(2.29)

donde h es la función entroṕıa binaria

h(x) = −xlog2x− (1− x)log2(1− x) (2.30)

y C es la concurrencia dada por

C(ψ) = |〈ψ∗|σy ⊗ σy|ψ〉, (2.31)

donde σy es la segunda matriz de Pauli, y |ψ∗〉 es el complejo conjugado de

|ψ〉.
Para el el caso de dos qubits en un estado global puro, la concurrencia esta

directamente relacionada con el tangle a través de la ecuación: C2(ψAB) =

τAB

Entrelazamiento de estados mixtos

El caso de estados mixtos es más complejo, debido a la dificultad en

los procesos de optimización procedentes del entrelazamiento de formación,

ya que existen distintas descomposiciones en estados puros para la matriz

densidad.

En este caso, un estado mixto ρ, puede siempre escribirse en muchas

diferentes formas como una mezcla estad́ıstica de distintos aunque no nece-

sariamente ortogonales estados puros, tal como

ρ =
∑

j

pj|Φj〉〈Φj|. (2.32)
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El entanglement de formación de ρ es definido como el entrelazamiento

promedio de los estados puros de la descomposición, minimizado sobre todas

las posibles descomposiciones, esto es

Ef (ρ) = ı́nf
∑

j

pjE(|Φj〉). (2.33)

Para el caso de dos qubits, existe una fórmula expĺıcita para el entre-

lazamiento de formación para un estado mixto arbitrario [33]. Esta fórmu-

la, corresponde a la generalización para estados arbitrarios de dos qubits

de la concurrencia [33]. En esta situación, el entrelazamiento de formación

Ef (ρ) = E(C(ρ)) esta dado por

E(C(ρ)) = h

[
1

2

(
1 +

√
1− C2

)]
(2.34)

donde la concurrencia para dos qubits arbitrarios está dada por

C(ρ) = máx{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}, (2.35)

donde los λi son las ráıces cuadradas de los autovalores de ρ(σy⊗σy)ρ
∗(σy⊗

σy) ordenados decrecientemente.

A lo largo de esta tesis usaremos como medidas de entrelazamiento entre

los sistemas A y B el tangle τAB y la concurrencia C(ρAB) para el caso de

estados puros y mixtos respectivamente.

2.3. Modelos f́ısicos para la Computación e

Información Cuántica

En esta sección daremos una breve descripción de los modelos f́ısicos que

usaremos a lo largo de esta tesis. Estos modelos corresponden a la interacción

de uno o muchos átomos con un modo del campo electromagnético, un esṕın
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electrónico interactuando con espines nucleares confinados en un quantum

dot y la dinámica iones atrapados en una trampa de Paul.

2.3.1. Interacción átomo-campo. Modelo de Jaynes-Cummings

La interacción de un campo electromagnético E con un átomo de un sólo

electrón puede describirse a través del Hamiltoniano

Ĥ = ĤA + ĤC + ĤINT (2.36)

Donde, ĤA y ĤC son las enerǵıas libres del átomo y el campo, respectiva-

mente, y ĤINT representa la interacción entre ellos. Ahora, si la longitud de

onda del campo electromagnético es grande comparada con el tamaño de un

átomo, que t́ıpicamente es de unos 10−9m, entonces la variación del campo

sobre el átomo puede ser ignorada. Este seŕıa el caso cuando la frecuencia

del campo es menor a unos 1018Hz. De esta forma, puede mostrarse que la

parte dominante de la interacción átomo-campo aparece tratando el átomo

como un dipolo compuesto por Z electrones ligados al núcleo. Si rj denota la

posición del j-ésimo electrón, el Hamiltoniano de interacción átomo-campo

en la aproximación dipolar está dado por

ĤINT = −d̂ · Ê(r0) = −e

Z∑
j=1

r̂j · Ê(r0), (2.37)

donde e es la carga del electrón, d̂ es el momento dipolar atómico, Ê(r0) es

el operador campo electŕıco dado por

Ê(r0) = i
∑

k

√
~ωk

2V
ελ(k) exp (ik · r0)âk + h.c. (2.38)

Considerando un átomo con un sólo electrón tenemos que, el Hamiltoni-
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ano de interacción está dado por

ĤINT = −er̂ · Ê(r0), (2.39)

Por otro lado, la enerǵıa del campo ĤC está dada en términos de los

operadores de creación y aniquilación tal como

ĤC =
∑

k

~νk(â
†
kâk +

1

2
) (2.40)

Sea, {|ψi〉}, i = 1, . . . , N un conjuto completo de autoestados ortonor-

males accesibles para el electrón y {Ei} las correspondientes autoenerǵıas.

Aśı, el Hamiltoniano libre del átomo puede escribirse como

ĤA =
N∑

j=1

Ejσ̂jj, (2.41)

donde, σ̂ij = |ψi〉〈ψj|. En esta base, el operador de posición puede escribirse

como:

er̂ = e
∑
ij

|i〉〈i|r̂|j〉〈j| =
∑
ij

%ijσ̂ij, (2.42)

con, %ij = 〈i|r̂|j〉. Asumiendo que el átomo se encuentra en el origen del

sistema de coordenadas, el operador campo puede escribirse como

Ê =
∑

k

εkε̂k(â
†
k + âk), (2.43)

con εk = (~ωk/2ε0V )1/2. De esta forma, el Hamiltoniano total del sistema

está dado por

Ĥ =
∑

k

~νkâ
†
kâk +

N∑
j=1

Ejσ̂jj + ~
∑
ij

∑

k

gij
k σ̂ij(â

†
k + âk) (2.44)
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con gij
k = −%ij · εkε̂k/~, donde hemos omitido los términos constantes del

Hamiltoniano.

Supondremos un átomo de dos niveles, es decir, {|ψi〉} = {|e〉, |g〉}.
Aqúı hemos denotado |g〉 al estado base del átomo y |e〉 al estado excita-

do. Si gij
k = gji

k ≡ gk y los elementos de matriz dipolares son reales, el

Hamiltoniano puede reescribirse como

Ĥ =
∑

k

~νkâ
†
kâk + (Egσ̂gg + Eeσ̂ee) + ~

∑

k

gk(σ̂eg + σ̂eg)(â
†
k + âk). (2.45)

Definiendo los operadores atómicos

σ̂z = |e〉〈e| − |g〉〈g| (2.46)

σ̂† = |e〉〈g| (2.47)

σ̂ = |g〉〈e|, (2.48)

el Hamiltoniano pude escribirse, omitiendo los términos constantes, tal como

Ĥ =
∑

k

~νkâ
†
kâk + ~ωσ̂z + ~

∑

k

gk(σ̂
† + σ̂)(â†k + âk). (2.49)

Los operadores atómicos σ̂†, σ̂ y σ̂z satisfacen el álgebra de las matrices de

Pauli de esṕın 1/2. El operador σ̂† lleva un átomo desde el estado base al

estado excitado, mientras que el operador σ̂ lleva el átomo desde el estado

excitado al estado base.

El último término de la ecuación anterior, correspondiente a la parte de

interacción, consta de cuatro contribuciones: el término σ̂â†k describe el pro-

ceso f́ısico en que el átomo va desde su estado excitado al estado base creando

un fotón en el modo k. El término σ̂†âk describe el proceso inverso, es de-

cir, un átomo es llevado de su estado base al estado excitando mientras que
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un foton en el modo k es aniquilado. Es importante hacer notar que estos

dos términos conservan energia, ya que representan el intercambio de enerǵıa

entre el campo electromagnético y el átomo. Por otro lado, el término σ̂†â†k
representa el proceso en que un fotón es creado y el átomo va desde su esta-

do base al estado excitado. El término σ̂âk representa la aniquilación de un

fotón y el átomo va desde su estado excitado al estado fundamental. Clara-

mente, ambos procesos no conservan la enerǵıa ya que el primero produce

una ganancia de enerǵıa de aproximadamente 2~ω y el segundo resulta en

una pérdida de enerǵıa de igual magnitud. La eliminación de estos términos

que no conservan la enerǵıa corresponde a la aproximación de onda rotante.

En esta aproximación, el Hamiltoniano toma la forma

Ĥ =
∑

k

~νkâ
†
kâk + ~ωσ̂z + ~

∑

k

gk(σ̂
†âk + â†kσ̂). (2.50)

Cuando suponemos que el sistema se encuentra en una cavidad electro-

magnética, podemos asumir que el sistema sólo acopla un modo del campo

electromagnético. De esta manera, el Hamiltoniano (2.50) puede escribirse

como

Ĥ = ~νâ†â + ~ωσ̂z + ~g(σ̂†â + â†σ̂). (2.51)

Este es el llamado modelo de Jaynes-Cummigs [47] para la interacción de

un átomo de dos niveles con un modo cuántico del campo electromagnético.

2.3.2. Modelo de Tavis-Cummings

En al sección anterior consideramos un sistema f́ısico compuesto por un

átomo de dos niveles {|e〉, |g〉} acoplado a un campo electromagnético cuánti-

co.
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Consideremos ahora el caso en que N átomos se acoplan dipolarmente

a un modo cuántico del campo electromagnético [50]. El Hamiltoniano para

un modo del campo electromagnético interactuando con N átomos de dos

niveles en la aproximación dipolar y de onda rotante descritas en la sección

anterior está dado por

Ĥ = ~ωâ†â + ~ωeŜe + ~ωgŜg + ~g(âŜ+ + Ŝ−â†) (2.52)

donde â†(â) es el operador de creación (aniquilación) actuando sobre el cor-

respondiente espacio de Fock F de dimensión infinita, Ŝ±, Ŝe y Ŝg son los

operadores colectivos atómicos definidos como

Ŝe =
N∑

j=1

12 ⊗ 12 ⊗ · · · ⊗ (|e〉 〈e|)j ⊗ 12 ⊗ · · · ⊗ 12︸ ︷︷ ︸
N−j veces

,

Ŝg =
N∑

j=1

12 ⊗ 12 ⊗ · · · ⊗ (|g〉 〈g|)j ⊗ 12 ⊗ · · · ⊗ 12︸ ︷︷ ︸
N−j veces

, (2.53)

Ŝ± =
N∑

j=1

12 ⊗ 12 ⊗ · · · ⊗ σj
± ⊗ 12 ⊗ · · · ⊗ 12︸ ︷︷ ︸

N−j veces

(2.54)

donde σ̂j
+ = (|e〉 〈g|)j y σj

− = (|g〉 〈e|)j son los operadores atómicos en la

base
{
|e〉j , |g〉j

}
correspondiente al estado excitado y al estado base del j-

ésimo átomo respectivamente. Estos operadores colectivos actúan sobre un

espacio de Hilbert de dimensión 2N C2 ⊗ C2 ⊗ · · · ⊗ C2 (N veces) tal que el

Hamiltoniano (2.52) actúa en el espacio de Hilbert

F ⊗ C2 ⊗ C2 ⊗ · · · ⊗ C2

︸ ︷︷ ︸
N veces

(2.55)

A continuación asumiremos por simplicidad el campo resonante a la transi-

ción atómica, es decir, ωe−ωg−ω = 0. De esta manera, el Hamiltoniano (2.52)
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en el cuadro de interacción está dado por

V̂ ≡ e−iĤ0ĤeiĤ0 = ~g(âŜ+ + Ŝ−â†) (2.56)

Una base natural para representar este Hamiltoniano es la base de momento

angular{|jm〉}, j = 1, 2, 3, ..., N/2 y m = −j, ..., j. Donde los operadores

colectivos están dados por

Ŝ± =
⊕

j=N
2

, N
2
−1,...

Ĵ j
± ⊕ Ĵ j

± ⊕ · · · ⊕ Ĵ j
±︸ ︷︷ ︸

nj veces

(2.57)

donde Ĵ j
± =

m=j−1∑
m=−j

|jm〉 〈jm∓ 1| f∓m, y los coeficientes f−m y f+
m estan daddos

por

f+
m =

√
(j + m + 1) (j −m) (2.58)

f−m =
√

(j −m + 1) (j + m) (2.59)

Esta representación de los operadores atómicos colectivos está asociada la

representación unitaria irreducible del grupo SU(2)

C2 ⊗ C2 ⊗ · · · ⊗ C2 =
⊕

j=N
2

, N
2
−1,...

njE
j

donde los espacios Hermı́ticos de dimensión 2j+1, Ej aparecen con multiplici-

dad nj en la suma directa, dependiendo de j, de esta forma 2N =
∑

j=N
2

, N
2
−1,...

nj (2j + 1). Entonces, por ejemplo, para dos, tres, y cuatro átomos tenemos

la siguiente descomposición

C2 ⊗ C2 = E1 ⊕ E0

C2 ⊗ C2 ⊗ C2 = E
3
2 ⊕ E

1
2 ⊕ E

1
2 (2.60)

C2 ⊗ C2 ⊗ C2 ⊗ C2 = E2 ⊕ 3E1 ⊕ 2E0
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En este contexto, el Hamiltoniano (2.56) puede escribirse como

V = ~g
⊕

j=N
2

, N
2
−1,...

nj

(
m=j−1∑
m=−j

|jm〉 〈jm + 1| f+
ma† +

m=j∑
m=−j+1

|jm〉 〈jm− 1| f−ma

)

(2.61)

Esto significa que formalmente la solución de la ecuación de evolución puede

expresarse por la suma directa de operadores de evolución actuando sobre

asociados al momentum angular total tal como

U (t) =
⊕

j=N
2

, N
2
−1,...

njU
j (t) (2.62)

donde U j (t) son operadores de evolución de dimensión 2j + 1.

En particular, el espacio simétrico j = N/2 está constituido por los de-

nominados estados de Dicke [49]. Estos estados son simétricos ante el in-

tercambio de part́ıculas. Entonces, si el estado inicial del sistema atómico

se encuentra en alguno de estos estados de Dicke, la d́ınamica dada por el

Hamiltoniano (2.61) ocurrirá sólo en el subespacio simétrico con j = N/2 sin

acoplar el resto de los subespacios con j 6= N/2.

2.3.3. Dinámica de un esṕın electrónico en quantum

dots

Actualmente, la dinámica de espines electrónicos confinados en estruc-

turas semiconductoras tiene un gran interés en la investigación ciéntifica.

Entre los desarrollos más importantes en esta área están los experimentos

de Kikkawa y Awschalom [36, 37] quienes demostraron que en este sistema

pueden lograrse tiempos de coherencia muy altos para el esṕın electrónico

en GaAs. Esta escala de tiempo representa el tiempo T2, es decir, el tiempo
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de relajación transversal del esṕın de un ensamble de electrones. Esta es-

cala puede exceder los 100 ns. Estos resultados experimentales han generado

importantes propuestas en los campos de la espintrónica y la computación

cuántica en semiconductores [56,35].

Consideramos un electrón confinado en un quantum dot semiconductor

en una banda de conducción tipo s. Asumimos además que el electrón se en-

cuentra en algún autoestado orbital de acuerdo al potencial de confinamiento,

en general, el estado base orbital en el quantum dot. El grado de libertad

de esṕın se acopla con un campo magnético ~B con un factor electrónico g, y

a los espines que lo rodean a través de la interacción de contacto hiperfina.

Entonces el Hamiltoniano esta dado por

Ĥ = gµB
~S · ~B + ~S ·

∑
i

Ai
~I, (2.63)

donde el sub́ındice i representan los núcleos y las constantes de acoplamiento

Ai estan dados por

Ai = Av0|Ψ(~ri)|2 (2.64)

con

A =
4µ

3I
µBµIηn0 (2.65)

donde n0 = 1/v0 es la densidad de los núcleos.

El Hamiltoniano (5.1) también describe la interacción hiperfina entre los

espines nucleares y el esṕın de un electrón ligado en una orbita tipo hidrógeno

alrededor de un donor en un cristal de silicio.

Estudiemos ahora el orden de magnitud de la interacción hiperfina. Un

quantum dot de GaAs con un volumen del orden de 105 nm3 contiene del

orden de N = 106 núcleos con una densidad n0 = 45,6 nm−3. Tomando en

cuenta la abundancia natural de los isótopos 69Ga, 71Ga y 75As se tiene un

momento magnético nuclear promedio de µI = 1,84µN . Los valores estimados
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de η en la Ref. [38] llevan a una constante de acoplamiento total A del

orden de 10−5 − 10−4 eV. Esta es la fuerza de un acoplamiento hiperfino

actuando sobre el esṕın electrónico en presencia de un sistema de espines

nucleares completamente polarizados. Con el factor g electrónico g = −0,44

para GaAs este corresponde a un campo magnético efectivo del orden de

unos pocos tesla. Para un sistema de espines nucleares completamente no

polarizados la fuerza del campo hiperfino fluctúa alrededor de cero con un

valor t́ıpico dado por A/
√

N , donde N es el número de núcleos en el quantum

dot interactuando efectivamente con el esṕın electrónico.

En el caso del GaAs, todos los momentos magnéticos son positivos lo

que implica un acoplamiento hiperfino antiferromagnético. La situación es

distinta en Si:P, donde el momento magnético del 31P es positivo mientras

que el 29Si tiene un momento magnético nuclear negativo, lo que lleva a un

acoplamiento predominantemente ferromagnético con el esṕın electrónico. La

abundancia natural del 29Si lleva a una densidad n0 = 2,3 nm−3. Asumiendo

un radio de Bohr de 30Å para la orbita del tipo hidrógeno del eletrón, el

número de núcleos interactuando efectivamente con el esṕın electrónico es

aproximadamente de unos pocos cientos y de la Eq. (2.65) se tiene que |A|
es del orden de 10−7 eV, con η dado en Ref. [39].

Otro tipo de interacción involucrada en este sistema f́ısico es el acoplamien-

to dipolar entre los espines nucleares. La contribución de esta interacción al

Hamiltoniano (5.1) se obtiene a partir de su contraparte clásica expresan-

do los momentos magnéticos en términos de operadores de esṕın nulcear,

~µI = ~I(µI/I). Entonces, la interacción entre dos espines nucleares está dada

por

Ĥij = −µ0µiµj

4πIiIj

1

r3
ij

(
3(~Ii · ~rij)(~Ij · ~rij)

r2
ij

− (~Ii · ~Ij)

)
, (2.66)

donde ~rij es el vector de posición entre los núcleos. En GaAs, el isótopo 71Ga
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tiene el mayor momento magnético nuclear con µI = 2,562µN . Si asumi-

mos dos de estos núcleos como primeros vecinos entre si uno encuentra que

rij = 0,24 nm y la escala de enerǵıa de la interacción dipolar entre estos dos

núcleos es de µ0µ
2
I/(4πr2

ij) = 7,6× 10−12 eV. Esta es una cota superior para

el acoplamiento dipolar entre núcleos vecinos en GaAs y fija una escala de

tiempo de 10−4−10−5 s en la cual esta interacción dipolar influencia indirec-

tamente la dinámica cuántica del esṕın electrónico. Las escalas de tiempo más

largas para la dinámica del esṕın electrónico debida al acoplamiento hiperfino

son del orden de 10−6 s. Entonces, la escala de tiempo del acoplamiento dipo-

lar es mucho mayor que la escala de tiempo de la interacción hiperfina. Por

este motivo, la interacción dipolar entre los espines nucleares es despreciada

frente al acoplamiento hiperfino.

Otra contribución al Hamiltoniano (5.1) que también es despreciada es

el acoplamiento de los espines nucleares al campo magnético externo. Esta

interacción es mucho menor que el acoplamiento Zeeman del esṕın electrónico

debido a lo pequeño del magnetón nuclear comparado con el magnetón de

Bohr para electrones.

2.3.4. Iones atrapados

A partir del trabajo de I. Cirac y P. Zoller [40], los iones atrapados han

sido centro de gran interés para las áreas de la Computación y la Información

cuántica. En aquel trabajo describieron un proceso usando este sistema f́ısico

para realizar una compuerta lógica CNOT, la cual, sumada a rotaciones lo-

cales son compuertas universales, es decir, cualquier compuerta lógica puede

realizarse a partir de una CNOT junto con rotaciones locales.

Las trampas de iones más populares son la trampa de Penning [41], en

la cual las part́ıculas cargadas son sujetas por una combinación de campos

electrostáticos y campos magnéticos, y la otra es la trampa de Paul [42], en
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Figura 2.3: Esquema Raman

la cual un campo tiempo dependiente que vaŕıa espacialmente, t́ıpicamente

en el dominio de las radio-frecuencias (rf), confina las part́ıculas cargadas en

el espacio.

A continuación estudiaremos la dinámica de un ión atrapado en una tram-

pa de Paul interactuando con campos electromagnéticos en el esquema Ra-

man.

El esquema Raman consiste en la creación de un sistema efectivo de dos

niveles a través del acoplamiento de dos estados fundamentales via transi-

ciones esimulados de Raman de dos fotones. [102,43]. El esquema de niveles

de enerǵıa es mostrado en la Fig. 2.3

Las transiciones Raman son inducidas por dos campos clásicos cuya difer-

encia de frecuencia iguala la separación de los dos niveles fundamentales kete

y |g〉 además de una pequeña desintońıa δ, cuya función quedará clara más

abajo. Estos campos están dados por

~Ej = ~E0j{exp [i(~kj · ~̂r − ωjt + φj)] + c.c.}, (2.67)

donde ~kj es el vector de onda, ωj es la frecuencia y φj es la fase del campo
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láser j. El operador ~̂r, es la posición asociada con el movimiento del centro de

masa. Considerando que los iones están atrapados en un potencial armónico,

el operador de posición del centro de masa ~̂r puede ser escrito como

~̂rj =

√
~

2mωj

(
â†j + âj

)
, j = x, y, z. (2.68)

Cada campo láser, es sintonizado a una transición dipolar permitida a un

electrónico excitado de corta vida |c〉 pero suficientemente fuera de resonancia

(∆ À δ) como para despreciar la población de este estado. El Hamiltoniano

nque describe esta situación puede escribirse como

Ĥ = Ĥ0 + ĤI , (2.69)

con,

Ĥ0 = ~ωâ†â + ~ωe|e〉〈e|+ ~ωg|g〉〈g|+ ~ωc|c〉〈c|, (2.70)

y

ĤI = ~g1 exp [−i(~k1 · ~r − ω1t + φ1)]|g〉〈c|
+ ~g2 exp [−i(~k2 · ~r − ω2t + φ2)]|e〉〈c|+ H.c., (2.71)

donde hemos asumido que sólo vibraciones en una dirección son excitadas,

esto puede suceder en el caso que ω sea mucho mayor en aquella dirección, o

bien, ~k1 − ~k2 está en esa dirección.

Cuando el acoplamiento aumenta y se tiene que ∆ À δ el nivel excitado

|c〉 puede ser eliminado adiabáticamente dejando un acoplamiento efectivo

de dos niveles entre los estados metaestables |a〉 y |b〉. De esta forma y sin-

tonizando las frecuencias tales que: ωc−ωg−ω1 = ∆ y ωc−ωe−ω2 = ∆− δ,

el Hamiltoniano efectivo está dado por

Ĥefec = ~ωâ†â + ~δ̄σ̂z

− ~Ω0

2
{|e〉〈g| exp [iη(â† + â) + φ1)] + H.c.}, (2.72)
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con Ω0 = 2|g1g2|/∆, σ̂z = (|e〉〈e| − |g〉〈g|) /2 y η = |~k1 − ~k2|sqrt~/(2mω) es

el parámetro de Lamb-Dicke. Haciendo una expansión de la exponencial de

esta última ecuación tenemos en el cuadro de interacción

ĤI
efec = −~Ω0

2

[|e〉〈g| exp

(
−η2

2
+ iφ

)

×
∑

l,l′

(iη)l+l′

l!l′!
â†lâl′ exp it[(l − l′)ω + δ̄] + H.c.

]
. (2.73)

Sea k = l′ − l y ∆k ≡ δ̄ − kω. Entonces, en la aproximación de onda

rotante podemos escribir

ĤI
efec = −~ (

Ωk exp (i∆kt)â
k|e〉〈g|+ H.c.

)
, (2.74)

donde,

Ωk =
Ω0

2
exp

(
−η2

2
+ iφ

)
(iη)k

∑

l

(iη)2l

l!(l + k)!
â†lâl. (2.75)

Distintos tipos de d́ınamicas pueden obtener se a partir de este Hamilto-

niano con el ajuste de algunos de los parámetros en el ĺımite de Lamb-Dicke,

η
√

n, donde n es el número de excitaciones (fonones) del centro de masa.

En este ĺımite, tenemos que δ̄ ∼ δ. A continuación describiremos algunos

de estos tipos de dinámicas concentrándonos en el caso donde desaparece la

dependencia temporal, es decir, ∆k = 0.

Transición Carrier

Esta d́ınamica corresponde al caso δ = 0, k = 0. En este caso, el Hamil-

toniano a más bajo orden en η está dado por

Ĥcarrier = −~Ω0

2
(exp (iφ)|e〉〈g|+ exp (−iφ)|g〉〈e|) . (2.76)
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Este Hamiltoniano produce una evolución (oscilaciones de Rabi) entre los

dos niveles metaestables |e〉 y 〈g| sin perturbar el estado del centro de masa.

Primer red sideband (corrimiento al rojo)

Este caso corresponde a δ = ω, k = 1. En este caso, el Hamiltoniano a

más bajo orden en η está dado por

Ĥrsb = −iη~
Ω0

2

(
â|e〉〈g| exp (iφ)− â†|g〉〈e| exp (−iφ)

)
. (2.77)

Este Hamiltoniano corresponde al modelo de Jaynes-Cummings [47], el

cual produce inversión de población del estado |e〉 al estado |g〉 liberando una

excitación (fonón) al centro de masa.

Esta interacción puede ser usada para enfriar los iones [43,44] [19.8Orzag].

En otras palabras usando la interacción de Jaynes-Cummings podemos dis-

minuir el número de excitaciones del centro de masa. Para lograr esto se

puede realizar la siguiente secuencia: Primero se realiza una inversión com-

pleta de población (pulso π) del nivel |g〉 al nivel |e〉. Si el centro de masa

esta en un estado de Fock con n excitaciones esta operación, de acuerdo con

el Hamiltoniano (5.33) lleva a

|g〉|n〉 → |e〉|n− 1〉 (2.78)

Luego, un láser de bombeo resonante a la transición |e〉 ↔ |h〉 produce

inversión de población de |e〉 a |c〉. Como mencionamos anteriormente este

último nivel es de corta vida, es decir, decae de forma espontánea rápida-

mente al nivel |g〉 sin afectar el estado del centro de masa. De esta forma el

estado final después de este proceso será |g〉|n − 1〉. Entonces, aplicaciones

sucesivas de estos procesos producen la sistemática reducción del número de

excitaciones del centro de masa.



Caṕıtulo 3

Modelo de Tavis-Cummings

inhomogéneo

En este caṕıtulo desarrollamos un método efectivo para estudiar la dinámi-

ca de un modo del campo electromagnético acoplado inhomogéneamente a

N átomos. En particular, en la Sección 3.2 analizamos la interacción de

una colección de átomos de dos niveles con un modo del campo electro-

magnético cuantizado. En la Sección 3.3 identificamos un subconjunto del

espacio de Hilbert que resulta ser relevante para la dinámica. En la Sec-

ción 3.4 mostramos que se pueden reproducir resultados precisos con un re-

ducido número de estados componentes del espacio de Hilbert efectivo [103].

3.1. Introducción

La interacción de un átomo con un modo electromagnético cuantizado,

descrito por el modelo de Jaynes-Cummings (JC) [47], ha tenido un papel

central en óptica cuántica y otros sistemas f́ısicos relacionados. Entre sus

muchas predicciones podemos mencionar las oscilaciones de Rabi del vaćıo

35
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electromagnético, colapsos y resurgimientos de las poblaciones atómicas, y

squeezing del campo electromágnetico [96]. Por otro lado, la f́ısica de nubes

atómicas puede ser convenientemente descrita por el modelo de Dicke [49],

cuando consideramos que la interacción de los átomos con el campo elec-

tromagnético ocurre en el espacio libre, o por el modelo de Tavis-Cummings

(TC) [50], cuando los acoplamientos toman lugar dentro de una cavidad elec-

tromagnética.

En la mayoŕıa de las aplicaciones y tratamiento del modelo de TC, se

asume que los átomos están igualmente acoplados al campo electromagnético.

Esta simplificación reduce considerablemente la complejidad de una descrip-

ción anaĺıtica [51, 52, 53, 74]. Más aún, en este caso de muchos átomos el

acoplamiento homogéneo de las partes se beneficia de la estructura de grupo

SU(2) que tienen los operadores colectivos involucrados, permitiendo al menos,

soluciones numéricas. Sin embargo, la situación se vuelve drásticamente difer-

ente cuando consideramos el caso más realista de acoplamiento inhomogéneo

entre los átomos y el campo electromagnético. En este caso, no hay una for-

ma directa de enfrentar el problema, ya que todas las representaciones de

momento angular se mezclan durante la evolución dinámica.

3.2. El Modelo

El Hamiltoniano que describe el acoplamiento inhomogéneo de N átomos

de dos niveles con un modo del campo cuantizado, en las aproximaciones

dipolar y de onda rotante, puede escribirse como

Ĥ = ~νâ†â +
1

2
~ω

N∑
i=1

σ̂z
i + ~

N∑
i=1

gi

(
σ̂−i â† + σ̂+

i â
)
, (3.1)

donde ν es la frecuencia del campo y ω es la frecuencia de la transición entre

los dos niveles de enerǵıa de los átomos. Considerando el campo resonante
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a la transición atómica, es decir, ω = ν, el Hamiltoniano en el cuadro de

interacción se escribe como (~ = 1)

ĤITC =
N∑

i=1

gi

(
σ̂−i â† + σ̂+

i â
)
. (3.2)

Aqúı, gi = g(~ri) es la constante de acoplamiento inhomogéneo del átomo i en

la posición ~ri, σ̂−i (σ̂+
i ) es el operador de aniquilación (creación) de excitación

atómica del átomo i, y â (â†) es el operador de aniquilación (creación) del

modo del campo.

Este modelo descrito por el Hamiltoniano (3.2), lo llamaremos modelo de

Tavis-Cummings inhomogéneo.

En el caso homogéneo (gi = g, ∀i), se pueden definir operadores de mo-

mento angular Ĵ± ∝ g
∑N

i=1 σ̂±i , que describen las transiciones entre los au-

tovectores comunes del sistema completo de observables compatibles formado

por los operadores Ĵz y Ĵ2, donde Ĵz =
∑N

i=1 σ̂zi
.

Sin embargo, esto ya no es cierto en el caso inhomogéneo, ya que esta car-

acteŕıstica del sistema en estudio implica, naturalmente, que los operadores

{ ˆ̃J±, Ĵz} no satisfacen más el álgebra su(2).

A pesar de esto, mostraremos que este problema aún puede ser abordado

con ciertas restricciones. La estrategia consiste en seguir el espacio de Hilbert

que el sistema visita durante su evolución y la implementación de un criterio

de truncación.

3.3. Espacio de Hilbert Efectivo

Asumamos que inicialmente el sistema se encuentra en el estado

|Ψ(0)〉 =
∑
n=0

cn|n〉|0̄〉, (3.3)
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donde |n〉 denota un estado de Fock fotónico y |0̄〉 a la colección de N átomos

en el estado fundamental.

Para cada estado producto |n〉|0̄〉, tenemos un número fijo de excitaciones,

el cual, incluso en el caso inhomogéneo es conservado durante la dinámica

dada por ĤITC.

Si el estado inicial es |0〉|0̄〉, la evolución unitaria es trivial

|0〉|0̄〉 −→|0〉|0̄〉. (3.4)

Comenzando desde el estado inicial |1〉|0̄〉, ĤITC produce una dinámica no

trivial sólo a través del término ˆ̃J+â, tal que

ˆ̃J+â|1〉|0̄〉 =|0〉
N∑

i=1

gi|1̄i〉, (3.5)

donde |1̄i〉 = σ̂+
i |0̄〉 representa un estado de N átomos con una excitación en

el i-ésimo átomo. Definimos

|1̄〉 =
1√∑N
i=1 g2

i

N∑
i=1

gi|1̄i〉, (3.6)

como un estado normalizado tal que

〈0|〈1̄|HITC|1〉|0̄〉 =

√√√√
N∑

i=1

g2
i ≡ N0. (3.7)

Es posible notar acá que el sistema evoluciona en un subespacio bi-dimensional

cerrado {|1〉|0̄〉, |0〉|1̄〉} en el cual todos los estados tienen el mismo número

de excitaciones.

Si comenzamos la dinámica con el estado de dos excitaciones |2〉|0̄〉, este

evoluciona a través del término ˆ̃J+â, tal que

ˆ̃J+â|2〉|0̄〉 =
√

2|1〉
∑
i=0

gi|1̄i〉,

=
√

2N0|1〉|1̄〉. (3.8)
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El estado generado |1〉|1̄〉 lleva a

ˆ̃J+â|1〉|1̄〉 =
1

N0

|0〉
N∑

i=1

giσ̂
+
i

N∑
j=1

gj|1̄j〉,

=
N1

N0

|0〉|2̄〉, (3.9)

donde

|2̄〉= 2

N1

∑
i<j

gigj|2̄ij〉, (3.10)

y

N1 =

√
4
∑
i<j

g2
i g

2
j . (3.11)

Al mismo tiempo,
ˆ̃J−â†|1〉|1̄〉=

√
2N0|2〉||0̄〉. (3.12)

Por otro lado, el estado |0〉|2̄〉 evoluciona de acuerdo a

ˆ̃J−â†|0〉|2̄〉 = |1〉 2

N1

∑

k

∑
i<j

gkgigjσ̂
−
k |2̄ij〉,

= |1〉|φ1〉, (3.13)

con

|φ1〉 =
∑

i

(
∑

j 6=i

cijgj)|1̄i〉, (3.14)

y cij = 2gigj/N1.

El resultado es un estado de una excitación diferente al estado |1̄〉 definido

en la Ec. (3.6). El estado resultante puede se expresado como una com-

binación lineal de |1̄〉 y un estado ortogonal |1̄p〉 el cual puede escribirse

convenientemente como

|1̄p〉 =
1√

〈φ1|φ1〉 − |〈1̄|φ1〉|2
(|φ1〉 − 〈1̄|φ1 〉|1̄〉), (3.15)
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lo que lleva a

|1〉|φ1〉 = 〈1̄|φ1 〉|1〉|1̄〉+
√
〈φ1|φ1〉 − |〈1̄|φ1〉|2|1〉|1̄p〉. (3.16)

El estado |1〉|1̄p〉 es un nuevo estado ortogonal del subspacio de Hilbert de dos

excitaciones considerado. Podemos observar que mientras ˆ̃J−â†|1〉|1̄p〉 = 0,

el subespacio de Hilbert asociado crece de acuerdo a

ˆ̃J+â|1〉|1̄p〉 = α2|0〉|2̄〉+ α2p|0〉|2̄p〉, (3.17)

donde introducimos el estado |2̄p〉 ortogonal a |2̄〉. El estado resultante |2̄p〉
es acoplado a través del término ˆ̃J− a los estados |1̄p〉 y |1̄pp 〉, donde |1̄pp〉
es ortogonal a |1̄p〉, y aśı sucesivamente. De hecho, aplicando ( ˆ̃J†a)n sobre

|n〉|0̄〉 resulta en el estado

|0〉|n̄〉 = (n!)3/2 |0〉
∑

i1<...<in

gi1gi2 . . . gin|n̄i1i2...in〉, (3.18)

y los estados colectivos se acoplan siguiendo la tabla de la Fig. (3.1). En

general, los estados |n〉|m̄〉 llevan a espacios linealmente independientes de

n + m excitaciones, las cuales se conservan durante la evolución.

3.4. Evolución efectiva

Eventualmente, todos los estados del espacio de Hilbert serán visitados

por alguna evolución arbitraria del sistema. Sin embargo, bajo ciertas condi-

ciones y en ciertos momentos o ventanas de tiempo, sólo una porción restringi-

da del espacio de Hilbert será visitada. De acuerdo a esto, en el ejemplo de la

Fig. (3.2) podemos observar que nuestra aproximación para la evolución del

estado atómico colectivo fundamental, es muy cercana a la solución numérica
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Figura 3.1: Representación esquemática del crecimiento del espacio de Hilbert

asociado con los estados atómicos colectivos.

exacta para tiempos bastante largos relativos al sistema, tanto aśı que repro-

duce incluso los colapsos y resurgimientos de la población del estado atómico

colectivo fundamental.

Lo que resulta sorprendente en este caso, es que para lograr esta pre-

cisión en los resultados, sólo es necesario considerar las primeras dos filas de

la Fig. (3.1). El número total de columnas que se deben considerar está dado

por el número inicial de excitaciones que tiene el sistema ya que el Hamilto-

niano de la Ec. (3.2) preserva este número. En consecuencia, el bajo número

medio de fotones n̄ = 1,8 suguiere que los estados atómicos inicialmente

desocupados pueden alcanzar a lo más un valor medio similar. Dado que el

número de átomos es mayor, N = 6, es de esperar que los acoplamientos nor-

malizados entre los pocos estados atómicos de la primera fila de la Fig. (3.1)

y las filas siguientes sean muy pequeños. Para confirmar esta intuición, en la

Fig. (3.3) mostramos cómo la población de la segunda y la tercera fila de la
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Figura 3.2: Evolución de la población del estado colectivo fundamental, P|0̄〉,

en el caso de acoplamiento inhomogéneo dado por gj = g sin [jπ/ (N + 1)],

j = 1, .., N , con N = 6, un estado inicial |0̄〉, y el campo inicialmente en

un estado coherente con n̄ = 1,8. solución exacta (ĺınea continua) y solución

aproximada (ĺınea punteada).

Fig. (3.1) decrece mientras el número de átomos N aumenta para los mismos

parámetros de la Fig. (3.2).

Es importante recalcar que en el ejemplo de la Fig. (3.2) nuestro método

reduce la dimensión del espacio de Hilbert desde 26 × 7 = 448, donde 7

es la dimensión del espacio truncado del campo cuántico, a una dimensión

efectiva de 49. Intuitivamente podemos decir que en general, para mejorar la

precisión, sólo necesitamos tomar en cuenta más filas de la Fig. (3.1) en el

cálculo.

Entonces, gracias a las propiedades de esta forma de encontrar la dinámica

de un sistema complejo, como el descrito por el Hamiltoniano (3.2), podemos
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Figura 3.3: Evolución de la población total de la segunda y tercera filas,

Pr2,r3 , para diferentes números N de átomos.

ahora estudiar problemas que resultaŕıan muy demandantes numéricamente

usando los métodos estándar de diagonalización. En nuestra aproximación,

estos requerimientos numéricos son considerablemente menores.

En la Fig. (3.4) se muestra la evolución del entrelazamiento bipartito

entre el sistema atómico y el campo electromagnético cuantizado. El entre-

lazamiento en este caso, puede ser cuantificado a través del tangle τa−f [34] ya

que el estado total del sistema es un estado puro. Consideramos aqúı N = 15

átomos interactuando con un campo electromagnético inicialmente en un es-

tado coherente. La dinámica de esta interacción está descrita a través del

Hamiltoniano (3.2). Para este caso, la inhomogeneidad en el acoplamiento

entre los átomos y el campo cuántico impide una simplicación a través de

consideraciones de simetŕıa, por lo cual, en principio se debiera considerar
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Figura 3.4: Evolución del tangle τa−f = 2
(
1− Tr

(
ρ2

f

))
para N = 15 átomos,

inicialmente en el estado fundamental, acoplados a un campo coherente con

n̄ = 1. La constante de acoplamiento es gj = g sin (jπ/ (N + 1)) denota la

posición del j-ésimo átomo.

una dimensión total para el espacio de Hilbert del subsistema atómico de

215, lo que resulta en un dif́ıcil problema de diagonalización para describir

la dinámica. Por otro lado, vimos que [Fig. (3.3)] el procedimiento de seguir

el espacio de Hilbert que visita el sistema es más preciso cuando el número

de átomos interactuando con el campo cuántico aumenta. Por lo tanto, la

dimensión del espacio de Hilbert relevante para la dinámica se reduce con-

siderablemente.

Como otro ejemplo, podemos estudiar cuan fuertes son los efectos de

la inhomogeneidad en la dinámica de observables relevantes. En la Figu-

ra (3.5), comparamos las diferentes predicciones para las fluctuaciones de las

cuadraturas del campo. En el caso homogéneo, la primera escala de tiem-
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Figura 3.5: Evolución de las fluctuaciones de la cuadratura (∆X1)
2 = 〈X2

1 〉−
〈X1〉2 para N = 8 átomos inicialmente en el estado colectivo fundamental, y

un campo coherente con n̄ = 1. Ĺınea cont́ınua: acoplamiento inhomogéneo

gj = g sin [jπ/ (N + 1)], donde j denota las posición del j-th atomo. Ĺınea

segmentada: caso homogéneo con gj = 1/(
√

N)(
∑

j g2
j )

1/2.

po corresponde a
√

Ng, mientras que para el caso inhomogéneo el análo-

go seŕıa (
∑

j g2
j )

1/2. Entonces, para hacer los dos casos comparables, con-

sideramos en el caso homogéneo una constante de acoplamiento igual a

gj = 1/(
√

N)(
∑

j g2
j )

1/2. En este ejemplo podemos observar [Fig. (3.5)] que la

situación inhomogénea no solo difiere de la homogénea en la escala de tiem-

po t́ıpica, sino que también muestra efectos adicionales, los cuales en nuestro

caso están reflejados en un incremento en las fluctuaciones de la cuadratura.
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3.5. Conclusión

En este caṕıtulo, hemos desarrollado una técnica basada en la inspec-

ción y la truncación del espacio de Hilbert asociado, que permite seguir la

evolución cuántica de sistemas interactuantes. En particular, hemos ilustra-

do este método en el modelo de Tavis-Cummings inhomogéneo donde vimos

por ejemplo, cómo propiedades estad́ısticas pueden cambiar apreciablemente

dependiendo del la distribución espacial de los acoplamientos. Finalmente,

podemos recalcar que nuestro método permite el estudio de estos efectos

para números de part́ıculas que no son tratables con los métodos estándar

de simulación.



Caṕıtulo 4

Memoria cuántica y defectos

distribuidos en un quantum dot

En el caṕıtulo anterior desarrollamos un método efectivo para estudiar

la dinámica del modelo de Tavis-Cummings inhomogéneo. En este caṕıtulo,

usaremos el formalismo desarrollado para estudiar la dinámica de un esṕın

electrónico acoplado (inhomogéneamente) a N espines nucleares dentro de

un quantum dot. En particular, analizaremos la propuesta de M. D. Taylor,

et. al [63] para utilizar un quantum dot como memoria cuántica [103].

4.1. Introducción

La dinámica de espines nucleares y electrónicos en nanoestructuras semi-

conductoras ha sido de gran interés en los últimos años [54, 56]. En este

contexto, varias técnicas para el procesamiento de información cuántica han

sido propuestas para estos sistemas [57,58,59,60,61,62]. Por ejemplo, en en-

sambles de espines nucleares polarizados en quantum dots se han propuesto

como memorias cuánticas de larga vida [63,64].

47
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Este sistema f́ısico involucra acoplamiento inhomogéneo de forma natural,

ya que el electrón interactúa con los espines nucleares a través del traslape

de sus funciones de onda, las cuales vaŕıan espacialmente. Es por este motivo

que este sistema f́ısico resulta apropiado para ser estudiado con el método

desarrollado en el caṕıtulo anterior

En presencia de un campo magnético B0 a lo largo del eje z y despreciando

las interacciones dipolares entre los espines nucleares, el Hamiltoniano que

describe la interacción de un esṕın electrónico con N espines nucleares esta

dado por [66,67]

ĤQD = g∗µBB0Ŝz + gnµnB0

N∑
i=1

Î(i)
z + V̂HF. (4.1)

Los primeros dos términos corresponden a las enerǵıas Zeeman del esṕın elec-

trónico y los espines nucleares, y V̂HF = V̂D + V̂Ω da cuenta de la interacción

hiperfina de contacto de un esṕın electrónico interactuando con N espines

nucleares, donde

V̂D =
N∑

i=1

αiÎ
(i)
z Ŝz, (4.2)

V̂Ω =
N∑

i=1

(αi/2)
(
Î

(i)
− Ŝ+ + Î

(i)
+ Ŝ−

)
. (4.3)

Los coeficientes αi = Av0 |ψ (~ri)|2 son las constantes inhomogéneas de

acoplamiento, donde A es la constante de acoplamiento hiperfino, v0 es el

inverso de la densidad de núcleos en el material, y ψ (~ri) es la envolvente de

la función de onda del electrón en la posición ~ri.

Por otro lado, el término V̂D induce un campo magnético efectivo para el

electrón dado por

B̂eff = B̂0 + (1/g∗µB)
N∑

i=1

αiÎ
(i)
z , (4.4)
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llamado campo Overhauser.

De aqúı en adelante, las enerǵıas Zeeman de los espines nucleares serán

despreciadas debido a que su momento magnético es mucho menor que el

electrónico [66].

Si aplicamos un campo B0 de forma tal que, g∗µBB̂eff ¿ V̂Ω, el término

de intercambio dominará la dinámica [63]. En este caso, el Hamiltoniano de

la Ec. (4.1) se reduce aproximadamente a

ĤQD ' V̂Ω =
1

2
(Â−Ŝ+ + Â+Ŝ−), (4.5)

donde hemos definido Â±,z =
∑

j αj Î
(j)
±,z.

Sin embargo, el término V̂D = ÂzŜz en general no puede ser despreciado.

Esto ya que incluso en resonancia, donde B0 = −(1/g∗µB)〈Âz〉, uno tiene

〈Â2
z〉 − 〈Âz〉2 6= 0. Por lo tanto, el campo Overhauser sentido por el esṕın

electrónico no puede ser completamente compensado.

Para incluir este efecto, reescribimos la componente zz de la interacción

como Âz = ᾱĴz + δÂz = ᾱ
∑N

i=1 Î
(i)
z +

∑
i(αi − ᾱ)Î

(i)
z , tal que en resonancia,

el Hamiltoniano se escribe ahora como

̂̃
HQD =

1

2

(
Â−Ŝ+ + Â+Ŝ−

)
+ ᾱŜz(Ĵz − 〈Ĵz〉0) + V̂zz, (4.6)

donde 〈Ĵz〉0 es el valor de espectación con respecto al estado completamente

polarizado, ᾱ =
∑

i αi/N es la constante de acoplamiento promedio y V̂zz =

ŜzδÂz. La contribución inhomogénea al término zz de la interacción puede ser

tratado perturbativamente. Como veremos después, el término homogéneo

ŜzĴz es despreciado frente al término de intercambio de esṕın debido a un

pequeño factor 1/
√

N . El término V̂zz es incluso más pequeño y despreciable,

ya que depende adicionalmente del parámetro de inhomogeneidad, como la

varianza de la (suave) función de onda del electrón.

Consideramos aqúı, espines nucleares I = 1/2 ubicados en un quantum
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dot esférico, y

|ψ(~r)|2 ∝ e
− r2

r2
0 , (4.7)

como la envolvente de la función de onda de tamaño r0 [66].

4.2. Dinámica de espines electrónico y nucle-

ares

Tal como fue analizado en el caṕıtulo anterior, el acoplamiento inho-

mogéneo del espin electrónico con los espines nucleares no permite una solu-

ción anaĺıtica general para la dinámica de este sistema. Sin embargo, si asum-

imos que los espines nucleares se encuentran inicialmente completamente po-

larizados, la dimensión del espacio de Hilbert relevante para la dinámica se

reduce desde 2N+1 a 2 con lo cual el problema puede ser resuelto anaĺıtica-

mente sin dificultad. Por otro lado, un estado inicial más general de los

espines nucleares incrementa considerablemente la dimensión del espacio de

Hilbert que el sistema visitará a lo largo de la evolución.

En el año 2003 J. M. Taylor, C. M. Marcus, y M. D. Lukin propusieron una

técnica para utilizar el estado colectivo de los N espines nucleares dentro del

quantum dot como una memoria cuántica de larga vida para qubits [63]. La

idea principal es lograr un mapeo reversible del estado de un esṕın electrónico

en el estado colectivo de los espines nucleares a través de la interacción hiper-

fina. El principal requerimiento de esta propuesta es el estado inicial del en-

samble de espines nucleares. Se asume que los espines nucleares se encuentran

completamente polarizados, esto es, en el estado |0〉 ≡ |0〉n = | ↓↓ ... ↓↓〉n.

Si la dinámica está gobernada por el Hamiltoniano de la Ec. (4.5), sólo

habrá dinámica no trivial cuando el esṕın electrónico se encuentra inicial-

mente en el estado | ↑〉e. Entonces, la evolución del estado inicial | ↑〉e|0〉
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estará dada por

|Ψ(t)〉 = cos

(
Ωt

2

)
| ↑〉e|0〉n + i sin

(
Ωt

2

)
| ↓〉e|1L〉n, (4.8)

donde, Ω =
√∑

j |αj|2 es la frecuencia de Rabi y |1L〉n está definido como

|1L〉n =
1√∑
j |αj|2

∑
j

αj|1j〉n, (4.9)

con |1j〉n ≡ | ↓↓ ... ↑j ... ↓↓〉n.

Consideremos un estado total inicial del esṕın electrónico y los espines

nucleares dado por

|Ψ〉 = (µ| ↑〉e + ν| ↓〉e)⊗ |0〉n, (4.10)

con |µ|2 + |ν|2 = 1.

Si dejamos que este sistema evolucione de acuerdo al Hamiltoniano (4.5)

por un tiempo t = π/Ω, tendremos

(µ| ↑〉e + ν| ↓〉e)⊗ |0〉n → | ↓〉e ⊗ (ν|0〉n + iµ|1L〉n) , (4.11)

donde claramente vemos que existe un mapeo reversible del estado del esṕın

electrónico al estado colectivo de los espines nucleares. De esta forma, si

los espines nucleares están inicialmente completamente polarizados podemos

usar el estado cuántico colectivo de estos últimos como medio f́ısico de alma-

cenamiento de información cuántica.

Sin embargo, ¿qué ocurre con el almacenamiento de la información cuánti-

ca cuando no podemos tener un estado inicial de los espines nucleares com-

pletamente polarizados?. Esta es una pregunta válida ya que experimental-

mente, aún no es posible obtener una completa polarización de los espines

nucleares [68,69,70,71]. En particular, en la Ref. [68] se describe un método

para polarizar ópticamente los espines nucleares.
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Motivados por esto, a continuación estudiaremos el caso en que los espines

nucleares se encuentran inicialmente en un estado de alta, pero no completa

polarización. Nos centraremos primero en el caso más simple, cuando consid-

eramos que el sistema de espines nucleares se encuentra en un estado inicial

completamente polarizado excepto por un único esṕın nuclear con esṕın in-

vertido. A este esṕın invertido lo llamaremos “defecto”.

El estado puro más general que describe esta situación se puede escribir

como

|1〉n =
N∑

j=1

aj|1j〉n, (4.12)

con
∑N

j=1 |aj|2 = 1, y |1j〉n representa ahora el estado |↓↓ . . . ↑j . . . ↓↓〉n
con un defecto en la posición rj. El coeficiente aj representa la amplitud de

probabilidad de que el defecto se encuentre inicialmente en la posición rj. En

particular, consideraremos el caso de un defecto uniformemente distribuido,

es decir, aj = 1/
√

N y un defecto localizado en la posición j con amplitud

de probabilidad aj dada por

aj = C (Γ/2)2 /
[
(j − j0)

2 + (Γ/2)2] , (4.13)

donde C es una constante de normalización y Γ caracteriza el ancho de la

distribución.

Consideremos los dos estados iniciales posibles para el esṕın electrónico

y el estado colectivo de espines nucleares con un defecto,

|↓〉e |1〉n ≡ |↓ 1〉 , (4.14)

|↑〉e |1〉n ≡ |↑ 1〉 . (4.15)

Para encontrar la dinámica efectiva del sistema total, empleamos el méto-

do de seguir el espacio de Hilbert relevante para una condición inicial dada

del sistema que vimos en el caṕıtulo anterior.
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Podemos ver que, bajo la acción del Hamiltoniano (4.6), el estado inicial

|↓ 1〉 se acopla al estado |↑ 0〉 a través de

Ŝ+Â− |↓ 1〉 = γ |↑ 0〉 , (4.16)

con γ =
∑

i aiαi.

Ahora, el estado |↑ 0〉 se acoplará a través del término Ŝ−Â+ a un estado

con una excitación, pero distinto al estado |↓ 1〉. De forma similar a la usada

en el caṕıtulo anterior, podemos escribir

Ŝ−Â+ |↑ 0〉 = γ |↓ 1〉+ β |↓ 1⊥〉 , (4.17)

donde el estado

|1⊥〉 =
1

β

(∑
i

αi |1i〉 − γ |1〉
)

(4.18)

es ortogonal al estado |1〉, con β =
√

(N0)
2 − γ2 y N0 =

√∑
i

α2
i . Finalmente,

podemos observar que Ŝ+Â− |↓ 1⊥〉 = β |↑ 0〉.
En resumen, los términos de intercambio llevan a

Ŝ+Â− |↓ 1〉 = γ |↑ 0〉 ,
Ŝ−Â+ |↑ 0〉 = γ |↓ 1〉+ β |↓ 1⊥〉 ,

Ŝ+Â− |↓ 1⊥〉 = β |↑ 0〉 . (4.19)

Por otro lado, la componente zz del Hamiltoniano (4.6) tiene elementos de

matriz

〈↓ 1| ᾱŜz(Ĵz − 〈Ĵz〉0) |↓ 1〉 = − ᾱ

2
,

〈↑ 0| ᾱŜz(Ĵz − 〈Ĵz〉0) |↑ 0〉 = 0,

〈↓ 1⊥| ᾱŜz(Ĵz − 〈Ĵz〉0) |↓ 1⊥〉 = − ᾱ

2
. (4.20)

Vemos entonces que, para la condición inicial (4.14) el sistema evoluciona

sólo en el subespacio {|↓ 1〉 , |↑ 0〉 , |↓ 1⊥〉}.
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Debido a la baja dimensionalidad de este subespacio, la evolución tempo-

ral del sistema para la condición inicial dada puede encontrarse exactamente.

Esta evolución es |Ψ↓ (t)〉e−n = a1(t) |↓ 1〉 + b1(t) |↑ 0〉 + c1(t) |↓ 1⊥〉, donde

las amplitudes de probabilidad están dadas por

a1(t) = 1 +
γ2 exp (iᾱt/4)

Ω2δ
[δ cos (δt/2)

+i
ᾱ

2
sin (δt/2)− δ exp (−iᾱt/4)],

b1(t) = −i
γ

δ
exp (iᾱt/4) sin (δt/2) ,

c1(t) =
γβ exp (iᾱt/4)

Ω2δ
[δ cos (δt/2) + i

ᾱ

2
sin (δt/2)

−δ exp (−iᾱt/4)]. (4.21)

Aqúı, Ω =
√

γ2 + β2 = N0 y δ =
√

(ᾱ/2)2 + Ω2 juegan el rol de una fre-

cuencia de Rabi generalizada para un proceso con desintońıa ᾱ. El término

zz del Hamiltoniano (4.6) produce entonces una pequeña desintońıa para el

intercambio de excitaciones entre los espines electrónico y nucleares.

Es importante notar que en el caso de un estado inicial nuclear completa-

mente polarizado |0〉n y el esṕın electrónico en |↓〉e el sistema no es afectado

por los términos Ŝ−Â+ y Ŝ+Â− de la interacción de intercambio .

Por otro lado, si el sistema está inicialmente en el estado |↑〉e |1〉n, el

acoplamiento a través del Hamiltoniano de la Ec. (4.6) no lleva a un espacio

de Hilbert cerrado. En este caso, para encontrar la evolución del sistema es

necesario hacer algunas aproximaciones.

Empezando desde |↑ 1〉, tenemos que

Ŝ−Â+ |↑ 1〉 = |↓〉
∑
i<j

bij |2ij〉 , (4.22)

donde bij = aiαj + ajαi y |2ij〉 = |↓↓ . . . ↑i . . . ↑j . . . ↓↓〉. Definiendo

|2〉 =
∑
i<j

cij |2ij〉 , (4.23)
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con cij = bij/N2 y N2 =
√∑

i<j

b2
ij, observamos que el estado |↓ 2〉 se acopla

sólo a través de

Ŝ+Â− |↓ 2〉 =
∑

i

(
∑

j 6=i

cijαj) |↑ 1i〉 ≡ |↑ φ1〉 . (4.24)

Aqúı, |φ1〉 puede considerarse como si tuviese una componente a lo largo del

estado |1〉 y otra componente en el estado ortogonal |1p〉 , tal que

|φ1〉 = 〈1 |φ1〉 |1〉+

√
〈φ1 |φ1〉 − 〈1 |φ1〉2 |1p〉 , (4.25)

donde

|1p〉 =
1

N1p

(|φ1〉 − 〈1 |φ1〉 |1〉) , (4.26)

con N1P
=

√
〈φ1 |φ1〉 − 〈1 |φ1〉2. Siguiendo este procedimiento, tenemos

Ŝ−Â+ |↑ 1p〉 = |↓ 2〉+ N2p |↓ 2p〉 ≡ |↑ φ2〉 , (4.27)

donde

|2p〉 =
1

N2P

(|φ2〉 − 〈2 |φ2〉 |2〉) , (4.28)

con |φ2〉 = Â+ |1p〉 y N2P
=

√
〈φ2 |φ2〉 − 〈2 |φ2〉2.

Para implementar una descripción semi-anaĺıtica para el sistema total,

debemos truncar el espacio de Hilbert. Esto puede hacerse aproximando la

acción de Ŝ+Â− sobre |2p〉 tal como

Ŝ+Â− |↓ 2p〉 = N2P
|↑ 1p〉+ N1pp |↑ 1pp〉

' N2P
|↑ 1p〉 , (4.29)

donde el estado |↑ 1pp〉 está similarmente definido en términos de |↑ 1p〉. Esta

aproximación puede justificarse viendo la Fig. (4.1) donde se ha graficado la

probabilidad de ocupación total de los estados dentro del subespacio de los

primeros estados ortogonales {|↑ 1〉 , |↓ 2〉 , |↑ 1p〉 , |↓ 2p〉}. Como todos estos
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Figura 4.1: Población total PT de los estados {|↑ 1〉 , |↓ 2〉 , |↑ 1p〉 , |↓ 2p〉},
con N = 103 y una distribución para el defecto aj = 1/

√
N .

estados son autoestados del término Ĵz, su efecto es también una pequeña

desintońıa. Estos resultados se han obtenido a través de cálculos numéricos

considerando un espacio de Hilbert truncado de dimensión 12 hasta |↓ 2ppppp〉.
Sin embargo, usando en la simulación numérica un espacio de Hilbert trun-

cado hasta |↓ 2pp〉, la probabilidad total de ocupación del mencionado sube-

spacio es prácticamente igual a la mostrada en la Fig. (4.1).

Hemos visto antes que la escala t́ıpica para el intercambio de una ex-

citación entre el esṕın electrónico y los núcleos está dada por la inversa de la

frecuencia de Rabi generalizada

τ := π/Ω = π/N0. (4.30)

A partir de la Fig. (4.1) deducimos que la dinámica del sistema total está bien

descrita para tiempos mayores que τ , lo cual es importante para el análisis

de la memoria cuántica. En particular, para el caso N = 103, este tiem-

po es aproximadamente τ ≈ 68τ0, con τ0 = ~/A, y hemos restringido la
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Figura 4.2: Población total PT de los estados {|↑ 1〉 , |↓ 2〉 , |↑ 1p〉 , |↓ 2p〉} a

un tiempo t = 2τ , en función del número N de espines nucleares para un

defecto uniformemente distribuido aj = 1/
√

N .

dinámica al subespacio {|↑ 1〉 , |↓ 2〉 , |↑ 1p〉 , |↓ 2p〉}. Esta es una importante

caracteŕıstica de nuestro método, ya que los cálculos numéricos se simplifican

significativamente.

Para ver cómo esta caracteŕıstica depende del número de espines nuclear-

es presentes en el quantum dot, en la Fig (4.2) mostramos, al igual que en la

Fig. (4.1), la probabilidad total PT dentro del subespacio de los primeros esta-

dos ortogonales {|↑ 1〉 , |↓ 2〉 , |↑ 1p〉 , |↓ 2p〉}, ahora como función del número

de núcleos para un tiempo t = 2τ , con τ dado por la Ec. (4.30), esto es, dos

veces la escala t́ıpica para el intercambio de una excitación. Podemos clara-

mente ver de esta figura, que la proporción correspondiente a la población

de los estados {|↑ 1〉 , |↓ 2〉 , |↑ 1p〉 , |↓ 2p〉} se mantiene casi constante (con

diferencias del orden de 10−2) incluso para un número reducido de espines

nucleares.
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Figura 4.3: Evolución del tangle τe−n (ĺınea continua) y la población P↓ del

estado |↓〉e (ĺınea segmentada) para un defecto uniformemente distribuido.

El estado inicial es |Ψ〉 = 1/
√

2 (|↑〉+ |↓〉)e ⊗ |1〉n, N = 103, y τ ∼ 68τ0.

4.3. Almacenamiento de información cuánti-

ca

Como previamente comentamos, en la Ref. [?] es propuesta una memoria

cuántica de larga vida basada en la capacidad de que el estado de un esṕın

electrónico sea mapeado reversiblemente a un estado colectivo de espines

nucleares completamente polarizados.

Esto está representado por la Ec. (4.11),

(u |↑〉+ v |↓〉)⊗ |0〉 → |↓〉 (v |1〉+ iu |0〉) ,

donde |1〉 = (1/N0)
∑

i αi |1i〉.
A continuación, estudiamos esta dinámica en el contexto de un defecto

distribuido en el estado inicial de los espines nucleares.

Para que la transferencia sea exitosa, es necesario que el estado electrónico
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se factorice del estado de los espines nucleares. Esto implica, que en algún

punto de la evolución se cumpla que

(u |↑〉+ v |↓〉)⊗ |1〉n →




|↓〉e ⊗
∣∣ψ↓u,v

〉
n

|↑〉e ⊗
∣∣ψ↑u,v

〉
n

.
(4.31)

Para verificar si este tipo de mapeo es posible cuando consideramos un

defecto en el estado inicial de los núcleos, analizamos las poblaciones del esṕın

electrónico y estudiamos el entrelazamiento entre el esṕın electrónico y los

espines nucleares. Como el sistema total se encuentra, a todo tiempo en un

estado puro, podemos usar como medida de entrelazamiento el tangle [34].

Primero, consideramos el caso de una excitación uniformemente distribui-

da en los núcleos. En la Fig. (4.3) mostramos la población del esṕın electron-

ico P↓ y el tangle τe−n entre el esṕın electrónico y los N = 103 espines

nucleares. Podemos observar claramente en la figura que para el caso de un

defecto uniformemente distribuido, no existe un tiempo para el cual el sis-

tema total evolucione a un estado factorizado como el de la Ec. (4.31). La

población del esṕın electrónico nunca es máxima ni mı́nima (en ambos ca-

sos el tangle desapareceŕıa), lo que significa que no hay alta fidelidad en la

transferencia de información cuántica hacia los núcleos.

Estudiaremos ahora el proceso de transferencia para el caso de un defec-

to localizado como se muestra en la Ec. (4.13). Cuando consideramos que

la distribución del defecto tiene su máximo en el centro del quantum dot,

el almacenamiento de la información cuántica se ve seriamente perjudicada.

Sin embargo, si el defecto tiene mayor probabilidad de estar ubicado en un

extremo del quantum dot, el acoplamiento de este defecto con el esṕın elec-

trónico es débil, por lo cual la condición de separabilidad requerida para la

transferencia de información se mantiene incluso cuando la distribución del

defecto es relativamente ancha, como puede verse en la Fig. (4.4). Las condi-

ciones necesarias para una exitosa tranferencia de la información cuántica se
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Figura 4.4: Evolución del tangle τe−n para la distribución del defecto centrada

al borde del quantum dot. Se muestran acá, la población del esṕın electrónico

P↓ (ĺınea punto-segmentada) y el tangle (ĺınea segmentada) para un ancho de

la distribución del defecto Γ = N/50, y el tangle para el ancho Γ = N (ĺınea

continua) para N = 103 y el estado inicial |Ψ〉 = 1/
√

2 (|↑〉+ |↓〉)e ⊗ |1〉n.

alcanzan después de un tiempo t ≈ 68τ0, el cual es muy cercano al tiempo de

transferencia para un estado inicial de los espines nucleares completamente

polarizados dado por la Ec. (4.30)

El rendimiento del proceso de almacenaje de la información cuántica lo

analizamos ahora de una forma más cuantitativa simulando un ciclo completo

de escritura, almacenaje y recuperación de la información.

En el primer paso, el esṕın electrónico inicialmente en el estado |ψi〉 inter-

actúa con los espines nucleares y después de un tiempo τ la evolución se in-

terrumpe sacando de resonancia el sistema manipulando el campo magnético

aplicado y luego trazamos el esṕın electrónico. Luego, un nuevo electrón con

esṕın en el estado | ↓〉 interactúa con los núcleos y después de un tiempo τ
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Figura 4.5: Fidelidad de la memoria cuántica para N = 103 espines nucleares

y distintos j0, 1 ≤ j0 ≤ N .

los núcleos son trazados. La fidelidad F = 〈ψi|ρf |ψi〉 entre este estado final

del esṕın electrónico ρf y el estado inicial es graficado en la Fig. (4.5) para

distintas distribuciones del defecto, donde F se ha calculado promediando

sobre el estado del esṕın electrónico en la esfera de Bloch. Podemos ver en

esta figura, que debido a la disminución de la magnitud del acoplamiento, la

fidelidad del proceso aumenta a medida que la posición más probable para

el defecto (j0) se acerca a los bordes del quantum dot.

A continuación, estudiaremos el caso en que los espines nucleares se en-

cuentran inicialmente en un estado mixto de la forma

ρN =
N∑

j=1

ajσ̂
(j)
+ |0〉 〈0| σ̂(j)

− . (4.32)

En la Figura (4.6) mostramos las poblaciones del estado del esṕın elec-

trónico. Esta figura muestra que el esṕın electrónico experimenta oscilaciones

de Rabi muy regulares, desviándose muy levemente de la situación ideal

donde no hay defectos en el estado de los espines nucleares. En particular, el
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Figura 4.6: Evolución de la población P↑ del estado del esṕın electrónico

|↑〉e para N = 40. El estado inicial para el esṕın electrónico es |Ψ〉e =

1/
√

2 (|↑〉+ |↓〉)e y ρN =
∑N

j=1 ajσ̂
(j)
+ |0〉 〈0| σ̂(j)

− para los espines nucleares.

Ĺınea continua: aj = 1/N ; Ĺınea segmentada: aj = [C (Γ/2)2 /((j − j0)
2 +

(Γ/2)2)]2, con Γ = N j0 = 1, y C es una constante de normalización. Ĺınea

punto-segmentada: igual que para la ĺınea segmentada pero con j0 = N .
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Figura 4.7: Evolución de la población P↓ del estado del esṕın nuclear

|↑〉e para una distribución térmica inicial para cada esṕın nuclear con-

siderando N = 10 espines nucleares y diferentes 〈k〉. El estado inicial

del esṕın electrónico es |Ψ〉 = 1/
√

2 (|↑〉+ |↓〉)e. Para este caso, 〈k〉 =

exp (−β~ω) / (1 + exp (−β~ω)) .

rendimiento es mejor que en los casos correspondientes de defectos distribui-

dos coherentemente. Esto es esperable debido a que el almacenamiento de

información cuántica es sensible a la coherencia del estado de espines nucle-

ares, la cual está ausente en el caso de un estado mixto. Es importante notar

que en la Fig. (4.6) el número inicial de excitaciones en los espines nucleares

está fija, a diferencia de una distribución térmica. En este caso, el espacio de

Hilbert que visita el sistema escala como N2 y no como 2N+1, lo que permite

un cálculo numérico exacto.

Otro posible escenario f́ısico es el de un estado inicial de los espines nucle-

ares a temperatura finita. Nuestro método no es directamente aplicable a esta

situación debido a que el estado inicial ya cubre una parte importante del

espacio de Hilbert. Sin embargo, a modo de completitud incluiremos un breve
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análisis de este caso en el contexto de una memoria cuántica en presencia de

defectos.

Consideremos un estado térmico para cada esṕın nuclear

ρi
th =

e−~ωσ̂i
zβ

tr(e−~ωσ̂i
zβ)

(4.33)

con β = 1/(kBT ), donde T es la temperatura asociada. La población media

de cada esṕın es 〈k〉 = 〈σ̂(i)
z 〉+1/2. Tal como para el caso de un estado inicial

mixto de la Fig. (8), no es posible definir estados colectivos como fue para

el caso de estados iniciales puros. En la Fig. (4.7) se muestran los resultados

de la simulación numérica tomando en cuenta el espacio de Hilbert completo

del problema. En esta figura se muestran las poblaciones del estado |↑〉 del

esṕın electrónico. Para polarizaciones nucleares sobre el 95%, las oscilaciones

de Rabi del esṕın electrónico se desv́ıan del caso ideal sólo en un pequeño

porcentaje.

4.4. Conclusiones

En este caṕıtulo hemos estudiado la dinámica de un esṕın electrónico

interactuando inhomogeneamente con un sistema de espines nucleares polar-

izados en un quantum dot, considerado previamente como un candidato a

memoria cuántica. Demostramos que la viabilidad del proceso de almacenaje

de información cuántica depende fuertemente de la presencia y la posición

de defectos en el estado polarizado de los espines nucleares.



Caṕıtulo 5

Control selectivo del subespacio

simétrico de Dicke en iones

atrapados

En este caṕıtulo, mostraremos un método que permite producir de forma

secuencial y unitaria estados de Dicke de N iones con un arbitrario número

de excitaciones. También proponemos una técnica no determinista para pro-

ducir directamente estados de Dicke iónicos a partir de condiciones iniciales

apropiadas [105].

5.1. Introducción

Los estados de muchas part́ıculas juegan un rol fundamental en infor-

mación cuántica. Este tipo de estados son usados en diferentes aplicaciones

y recientemente para mejoras de espectroscoṕıa, acercándola al ĺımite de

Heisenberg [72].

En este sentido, técnicas para la generación secuencial de estados entre-

65
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lazados de muchas part́ıculas han sido propuestas recientemente [73]. Tam-

bién, un método para generar entrelazamiento multipartito accesando glob-

almente una cadena de iones en el marco del modelo de Tavis-Cummings

ha sido desarrollado [74]. Desde el punto de vista experimental ha habido

un importante desarrollo en las técnicas de control de sistemas de muchas

part́ıculas. Por ejemplo, en iones atrapados se ha descrito un experimento

donde se prepara un estado W de hasta ocho iones [75]. En este sistema, los

qubits son codificados en los niveles electrónicos internos de los iones atrapa-

dos, y el estado W se prepara realizando una secuencia de operaciones sobre

los diferentes iones que en total suman N operaciones, donde N es el número

de iones en la trampa. Podemos mencionar también, el experimento realizado

en los laboratorios del NIST en Boulder, donde se ha preparado un estado

GHZ de hasta 6 iones atrapados [76].

Por otro lado, como ya hemos discutido anteriormente, un sistema f́ısico

debe cumplir varios requerimientos si quiere utilizarse como un computador

cuántico [29]. Entre estos requerimientos se encuentran: la escalabilidad del

sistema, esto es, la viabilidad para definir un número suficiente de unidades

básicas de información (qubits) y por otro lado, mitigar los efectos de la de-

coherencia. En este contexto, una forma eficiente para manipular sistemas de

muchas part́ıculas, o dicho de otra manera, sistemas compuestos por muchos

qubits, puede ser una herramienta de mucha importancia para mejorar, por

ejemplo, la eficiencia de protocolos de información y computación cuántica.

En este caṕıtulo, consideramos un sistema compuesto de N iones atrapa-

dos accesados colectivamente por dos láseres en un esquema Raman. En este

sistema, desarrollamos un método para manipular el espacio de Hilbert de tal

manera que se pueda restringir la dinámica del sistema cuántico dentro de un

subespacio determinado, permitiendo de este modo, la manipulación selectiva

del sistema cuántico. Como veremos más adelante, este método permite una
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forma útil de manipular colectivamente el sistema de iones y el movimiento

(cuantizado) de su centro de masa. En particular, las interacciones selectivas

de muchas part́ıculas permite la generación secuencial de estados de Dicke

iónicos con un número cualquiera de excitaciones.

Interacciones selectivas han sido propuestas para cavidades QED [77] y

para iones atrapados [78, 79]. Además, se ha demostrado que estas interac-

ciones selectivas permiten la generación de estados arbitrarios de oscilador

armónico [80] y su medición a través de interacciones instantáneas [81].

Espećıficamente, en la Ref. [79] se han descrito interacciones selectivas

para un único ión atrapado interactuando con láseres en una configuración

Raman. Sin embargo, una generalización de este esquema selectivo a N iones

atrapados no es directa y envuelve una f́ısica diferente como mostraremos a

continuación.

5.2. El Modelo

Consideraremos una configuración Raman de láseres interactuando con

N iones atrapados de tres niveles tal como muestra la Fig. (5.1). Un campo

estacionario con una fuerza de acoplamiento Ω1j excita fuera de resonancia,

con desintońıa ∆ + ν À Ω1j, la transición entre los estados electrónicos

internos |ej〉 → |cj〉. Similarmente, un láser de onda viajera con una fuerza de

acoplamiento Ω2j, excita la transición entre los estados electrónicos internos

|gj〉 → |cj〉 con una desintońıa ∆ (∆ À Ω2j). Esta situación es descrita por
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Figura 5.1: N iones de tres niveles atrapados en una trampa lineal de Paul

donde el diagrama de enerǵıa del j-ésimo ión es mostrado.

el Hamiltoniano

Ĥ = ~νâ†â + ~ωe

N∑
j=1

|ej〉〈ej|+ ~ωc

N∑
j=1

|cj〉〈cj|

+~
[

cos(k1ẑ)eiω1t

N∑
j=1

Ω1j|gj〉〈cj|

+e−i(k2ẑ−ω2t)

N∑
j=1

Ω2j|ej〉〈cj|+ H.c.

]
, (5.1)

donde, Ω1j = Ω1j(~rj) y Ω2j = Ω2j(~rj) son las fuerzas de acoplamiento depen-

dientes de la posición de cada ión con los láseres Raman.

En el régimen de Lamb-Dicke, esto es, ηi

√
n̄ ¿ 1, donde n̄ es el número

promedio de fonones y ηi ≡ ki

√
~/2mν son los llamados parámetros de

Lamb-Dicke y eliminando adiabáticamente los niveles |cj〉, el Hamiltoni-

ano (5.1) en el cuadro de interacción puede escribirse como

Ĥeff = −~∆̂n + â† ˆ̃J+ + â ˆ̃J−, (5.2)
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donde ∆̂n es el llamado AC Stark shift que depende del estado del centro de

masa y está dado por

∆̂n =
1

∆

N∑
j=1

[1− η2
1(2â

†â + 1)]|Ω1j|2|gj〉〈gj|

+
1

∆

N∑
j=1

|Ω2j|2|ej〉〈ej|, (5.3)

además,

ˆ̃J+ =
N∑

j=1

Ωj
eff σ̂†j (5.4)

ˆ̃J− =
(

ˆ̃J+
)†

, (5.5)

con Ωj
eff = 2i~η2Ω

∗
1jΩ2j/∆ y σ̂j = |gj〉〈ej|. En este caso, hemos eliminado los

términos que involucran el nivel |cj〉 ya que asumimos que no hay población

inicial en estos niveles.

La dependencia del número de fonones en el Stark shift (5.3) proviene

del láser onda estacionaria, el cual junto con el de onda viajera producen la

dinámica de la Ec. (5.2).

La desintońıa ∆̂n dependiente del número de fonones puede compensarse

ya sea, provocando DC Stark shifts (Stark shifts que no dependen del número

de fonones) o bien corriendo la frecuencia de los láseres en un valor fijo δj
0

para el j-ésimo ión. De esta forma, el Hamiltoniano (5.2) puede escribirse

como

Ĥeff = − ~
∆

N∑
j=1

Ωj
0(n̂− δj

0)|gj〉〈gj|+ â† ˆ̃J+ + â ˆ̃J−, (5.6)

donde Ωj
0 = 2η2

1|Ω1j|2/∆. En el cuadro de interacción, la Ec. (5.6) se trans-

forma en

Ĥ I
eff =

N∑
j=1

Ωj
eff â†σ̂†je

−i[Ωj
0(n̂−δj

0)+
∑

k 6=j Ωk
0 σ̂kσ̂†k] + H.c., (5.7)
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donde σ̂kσ̂
†
k = |gk〉〈gk|.

Para ilustrar cómo aparece la selectividad en el caso de N iones, es-

tudiaremos el caso especial donde todos los iones se acoplan igualmente

a los láseres Raman, es decir, el caso de acoplamiento homogéneo donde

Ωj
eff ≡ Ωeff = 2i~η2Ω

∗
1Ω2/∆ y Ωj

0 ≡ Ω0 = 2η2
1|Ω1|2/∆.

En este caso, la parte de interacción en el Hamiltoniano (5.6) corre-

sponde al llamado modelo de (anti) Tavis-Cummings [50]. Este modelo cor-

responde a una generalización a esṕın j = N/2 del modelo de (anti) Jaynes-

Cummings [47]. En el modelo de Tavis-Cummings, ˆ̃J± → Ωeff Ĵ±, donde los

nuevos operadores colectivos Ĵ± pueden considerarse como operadores de

momento angular, imponiendo una simetŕıa de permutación sobre el subsis-

tema iónico. Esto permite reducir la dimensión del espacio de Hilbert donde

se produce la evolución desde 2N a N+1 en términos de los estados simétricos

de Dicke [49]. De esta manera, si el sistema se encuentra a cualquier tiempo

en el subespacio simétrico de Dicke, este evolucionará sólo dentro de este

mismo espacio.

Si asumimos entonces que el estado iónico está inicialmente en el sube-

spacio simétrico, los operadores colectivos Ĵ± pueden reescribirse exclusiva-

mente en términos de los estados simétricos de Dicke. En el espacio simétrico

podemos escribir entonces

N∑
j=1

|gj〉〈gj| →
N∑

k=0

(N − k)|Dk〉〈Dk| (5.8)

Ĵ+ →
N−1∑

k=0

fk|Dk+1〉〈Dk|, (5.9)

con fk =
√

(k + 1)(N − k) y |Dk〉 son los estados simétricos de Dicke con k

excitaciones dados por

|Dk〉 =

(
N

k

)− 1
2∑

k

Pk(|g1, g2, ..., gN−k, eN−k+1, ..., eN〉), (5.10)
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donde Pk es el conjunto de todas las distintas permutaciones. Es importante

notar que en las expresiones Ec. (5.8) y Ec. (5.9), hemos omitido las com-

ponentes no simétricas, esto debido a que hemos asumido un estado inicial

para los iones en el espacio simétrico.

En consecuencia, el Hamiltoniano (5.7) puede escribirse ahora como

ˆ̄H I
eff = â†Ωeff

N−1∑

k=0

fke
−iΩ0n̂teiΩ0(N−1−k+δ0)t|Dk+1〉〈Dk|+ H.c., (5.11)

esta expresión será útil para estudiar interacciones selectivas dentro del sube-

spacio simétrico.

Consideremos el sistema preparado inicialmente en el estado |N0〉|Dk0〉.
Entonces, sintonizando las frecuencias de los láseres tales que δ0 = k0 +

N0 − N + 1 tendremos un acoplamiento selectivo resonante a la transición

{|N0〉|Dk0〉, |N0 + 1〉|Dk0+1〉}. Además, si se cumple que Ωeff ¿ Ω0, todos los

otros subespacios quedarán fuera de resonancia, con lo que obtenemos una

dinámica efectiva de dos niveles.

Entonces, seleccionando un subespacio determinado, el Hamiltoniano (5.11)

puede reescribirse como

ˆ̃H =
√

N0 + 1Ωefffk0(σ̂
+
N0

Ĵ+
k0

+ σ̂−N0
Ĵ−k0

) (5.12)

donde Ĵ+
k0

= |Dk0+1〉〈Dk0| y σ̂+
N0

= |N0 + 1〉〈N0| son operadores efectivos de

esṕın 1/2 del espacio de Hilbert reducido del estado colectivo de los iones y

el campo bosónico respectivamente.

Considerando los parámetros de los experimentos de iones en el NIST en

Boulder [19], se pueden lograr acoplamientos efectivos del orden de Ωeff ∼ 105

Hz, lo cual produce inversión de población en el subespacio {|N0〉|Dk0〉, |N0 +

1〉|Dk0+1〉} en un tiempo τ ≤ 0,1 ms menor que el tiempo de decoherencia

t́ıpico del estado del centro de masa que es del orden de τd ∼ 10 ms.
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5.3. Producción de estados de Dicke. Aplica-

ciones de la selectividad generalizada

En esta sección describiremos métodos para la preparación de estados

de Dicke de cualquier número de excitaciones y además, propondremos un

método no determinista para proyectar alguna superposición de estados de

Dicke en uno de estos estados con un número preciso de excitaciones.

Preparación de estados de Dicke

Consideremos un estado inicial de la forma

|Ψ(0)〉 = |0〉CM|g...g〉 ≡ |0〉CM|D0〉. (5.13)

Sintonizando el subespacio {|0〉CM|D0〉, |1〉CM|D1〉} de la forma descrita en la

sección anterior, la evolución del estado (5.13) estará dada por

|Ψ(t)〉 = cos(|Ωeff |
√

Nt)|0〉|D0〉 − ieiφ sin(|Ωeff |
√

Nt)|1〉|D1〉, (5.14)

donde Ωeff = |Ωeff |e−iφ.

El estado de Dicke de una excitación |D1〉 es también conocido como

estado W (|WN〉), dado por

|WN〉 =
1√
N

(|eg...g〉+ |geg...g〉+ ... + |g...ge〉). (5.15)

Este estado entrelazado de N part́ıculas tiene una gran importancia en la

teoŕıa de la información cuántica. Más aún, este estado presenta lo que se

denomina como entrelazamiento persistente, es decir, se necesita más esfuerzo

operacional para desentrelazar este estado [82].

Si dejamos al sistema, gobernado por el Hamiltoniano (5.12), evolucionar

durante un tiempo t1 dado por

2|Ωeff |
√

Nt1 = π (5.16)
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y φ = π/2, entonces el estado (5.14) se transformará en

|Ψ(t1)〉 = |1〉|D1〉 ≡ |1〉|WN〉, (5.17)

resultando en un estado |WN〉 de N iones atrapados.

Por otro lado, si dejamos al sistema evolucionar un tiempo tal que

cos(|Ωeff |
√

Nt) =
1√

N + 1
, (5.18)

el estado al que se llega es

|Ψ(t)〉 = |WN+1〉, (5.19)

donde, el (N + 1)-ésimo qubit corresponde al sistema bosónico efectivo de

dos niveles.

En la ecuación (5.17) hemos preparado un estado de Dicke iónico de

una excitación. A continuación mostraremos cómo, secuencialmente pueden

prepararse estados iónicos de Dicke con un número creciente de excitaciones.

Una vez preparado el sistema en el estado (5.17), sintonizamos en el

red-sideband (RSB) el subespacio {|1〉CM|D1〉, |0〉CM|D2〉} y conectamos la

interacción durante un tiempo t2:

2|Ωeff |
√

Nt2 = π. (5.20)

Después de este tiempo, el estado estará dado por

|Ψ(t2)〉 = |0〉|D2〉. (5.21)

De esta manera, podemos deducir que la sucesiva aplicación de interac-

ciones colectivas sintonizadas apropiadamente en el blue-sideband (BSB) y

el RSB, puede producir de forma determinista y secuencial todos los estados

simétricos de Dicke con de k excitaciones.
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Discriminación de estados de Dicke

Otra aplicación de las interacciones selectivas de muchas part́ıculas, es la

posibilidad de discriminar entre estados iónicos con diferente número de ex-

citaciones. Esto permite la producción no determinista de estados iónicos de

Dicke con un número determinado de excitaciones a partir de una superposi-

ción, por ejemplo, de estados de Dicke de diferente número de excitaciones.

Veamos como funciona esto. Supongamos que inicialmente el estado de

los iones corresponde a una superposición de estados de Dicke tal que

|ΨI〉 =
N∑

k=0

ck|Dk〉, (5.22)

donde ck es la amplitud de probabilidad de tener el sistema en un estado de

Dicke con k excitaciones, y
∑N

k=0 |ck|2 = 1.

Este tipo de estados puede corresponder, por ejemplo, a un estado co-

herente atómico [83] dado por exp(iθĴx)|g...g〉 el cual puede ser generado en

una trampa de iones aplicando los láseres en configuración Raman sintoniza-

dos a la transición carrier colectiva e inhomogéneamente sobre los N iones.

Suponemos además que el modo de centro de masa está inicializado en un

estado de Fock con N0 excitaciones |N0〉CM. Adicionalmente consideramos un

sistema auxiliar, que en este caso corresponde a un nuevo ión, inicializado en

el estado |g〉A. Esto es,

|Ψ0〉 = |ΨI〉|N0〉CM|g〉A (5.23)

Una vez preparado este estado, elegimos como subespacio resonante el

subespacio {|N0〉CM|Dk0−1〉, |N0 + 1〉CM|Dk0〉}, donde |Dk0〉 es el estado de

Dicke con k0 excitaciones que queremos discriminar.

Aplicando un pulso π colectivamente sobre los iones, obtenemos un estado
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de la forma

|Ψ0〉 → |Ψ1〉 = (ck0−1|N0 + 1〉CM|Dk0〉+ |N0〉CM

N∑

k 6=k0−1

ck|Dk〉)|g〉A. (5.24)

A continuación, se aplica otro pulso π sintonizado en el primer red-

sideband pero esta vez sobre el ión auxiliar. Esto lleva a

|Ψ1〉 → |Ψ2〉 = (ck0−1|Dk0〉|e〉A +
N∑

k 6=k0−1

ck|Dk〉|g〉A)|N0〉CM. (5.25)

De este estado podemos notar que, si al realizar una medición sobre el ión

auxiliar, encontramos que se encuentra en el estado excitado |e〉A, el estado

colectivo de los iones inmediatamente colapsará al estado de Dicke |Dk0〉 con

k0 excitaciones. Este proceso ocurre con probabilidad |ck|2 . De esta manera,

si sintonizamos el subespacio {|N0〉CM|Dk0−1〉, |N0 + 1〉CM|Dk0〉}, podemos

producir un estado simétrico de Dicke de k0 excitaciones.

Por otro lado, se ha demostrado que el uso de interacciones selectivas en

un sólo ión atrapado puede ser usado para manipular de forma determinista

y universal el estado del centro de masa [80]. Siguiendo aquellas ideas, una

manipulación similar puede ser implementada acá para accesar estados ar-

bitrarios dentro del subespacio simétrico de Dicke. En este caso, los estados

de Fock del oscilador armónico Ref. [80], seŕıan reemplazados por los estados

simétricos de los grados de libertad internos de los iones con un número fijo

de excitaciones.
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Figura 5.2: Esquema de discriminación de estados de Dicke.

5.4. Detección de estados de Dicke y lógica

cuántica colectiva

En la sección anterior vimos que, mediante interacciones selectivas en

muchas part́ıculas es posible la preparación secuencial de estados de Dicke

iónicos con un número arbitrario de excitaciones. En esta sección usaremos

estas mismas interacciones selectivas para detectar estados de Dicke mediante

mediciones sobre un sistema auxiliar.

A modo de ejemplo, nos concentraremos primero en el caso del estado de

Dicke de N iones con una excitación, es decir, el estado WN . El estado WN

definido en la Ec. (5.15) puede reescribirse como un producto de dos qubits

efectivos de la siguiente manera

|WN〉 =
1√
N
|e〉1|D0〉2 +

√
N − 1√

N
|g〉1|D1〉2 (5.26)
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donde,

|D̄0〉2 = |gg...g〉 (5.27)

|D̄1〉2 =
1√

N − 1
(|eg...g〉+ |geg...g〉+ ... + |g...ge〉) . (5.28)

El primer qubit corresponde a un ion, y el segundo qubit (qubit efectivo)

Figura 5.3: Esquema para la detección de estados de Dicke

corresponde a los estados colectivos |D̄0〉2, |D̄1〉2 de los restantes N − 1 iones

con cero y una excitación respectivamente.

Para caracterizar el estado WN , desarrollaremos un método para obtener

experimentalmente la concurrencia [32,33] entre los dos qubits efectivos. En

este sentido mostraremos que, los estados de Dicke con diferente numero de

excitaciones escritos en términos de dos qubits efectivos poseen diferente en-

trelazamiento, por este motivo usamos la concurrencia entre estos dos qubits

efectivos para caracterizar un estado de Dicke determinado.

Debido a que el estado global de los dos qubits efectivos es un estado

puro, la concurrencia puede escribirse como C = |〈Ψ|Ψ̃〉| [32, 33], donde

|Ψ̃〉 = σy ⊗ σy|Ψ∗〉. A partir de esto, podemos decir que la concurrencia

medida entre los qubits efectivos 1 y 2 debe ser, si corresponde a un estado
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WN como en la Ec.(5.26), igual a

C =
2

N

√
N − 1 (5.29)

Empezaremos considerando el estado

|Φ1〉 = |Ψ〉|g〉A|0〉CM, (5.30)

donde,

|Ψ〉 ≡ |WN〉 = α|e〉1|D̄0〉2 + β|g〉1|D̄1〉2, (5.31)

con α = 1/
√

N , β =
√

(N − 1)/N , |g〉A es un qubit (ión) auxiliar inicializado

en el estado fundamental, y |n〉CM etiqueta el modo del centro de masa con

n cuantos de excitación.

Aplicando una compuerta Hadamard sobre el ión auxiliar, el estado |Φ1〉
se transforma en

|Φ1〉 → |Φ2〉 =
1√
2

(|Ψ〉|g〉A + |Ψ〉|e〉A) |0〉CM. (5.32)

Un pulso π sintonizado al primer RSB sobre el mismo ión auxiliar, trasforma

el estado |Φ2〉 en

|Φ2〉 → |Φ3〉 =
1√
2
(|Ψ〉|0〉CM + |Ψ〉|1〉CM)|g〉A. (5.33)

El siguiente paso es realizar operaciones condicionales a |1〉CM .

Necesitamos realizar una operación de la forma

∣∣D̄0

〉
2
|0〉CM →

∣∣D̄0

〉
2
|0〉CM∣∣D̄1

〉
2
|0〉CM →

∣∣D̄1

〉
2
|0〉CM∣∣D̄0

〉
2
|1〉CM →

∣∣D̄1

〉
2
|1〉CM∣∣D̄1

〉
2
|1〉CM →

∣∣D̄0

〉
2
|1〉CM,

(5.34)

esto es, que lleva el estado |D̄0〉2 a |D̄1〉2 y el estado |D̄1〉2 a |D̄0〉2 cuando el

centro de masa se encuentra en el estado |1〉CM, dejando al estado colectivo
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de los iones intacto cuando el centro de masa está en el estado con cero

excitaciones |0〉CM, esto es, una compuerta CNOT colectiva.

Para realizar esta operación, primero los láseres en configuración Raman

son sintonizados al BSB y al subespacio {|D̄0〉2|1〉CM, |D̄1〉2|2〉CM}. Aplicando

un pulso π sobre el qubit 2 tenemos

|Ψ〉|1〉CM → |φ〉 = α|e〉1|D̄1〉2|2〉CM + β|g〉1|D̄0〉2|1〉CM, (5.35)

ahora, un pulso π en el RSB resonante a la transición {|D̄1〉2|1〉CM, |D̄0〉2|2〉CM},
aplicado al qubit 2 transforma |φ〉 en

|φ〉 → |Ψ′〉|2〉CM =
(
α|e〉1|D̄1〉2 + β|g〉1|D̄0〉2

) |2〉CM. (5.36)

Ahora, aplicando un pulso π sintonizado en el RSB y resonante en el subespa-

cio {|g〉1|2〉CM, |e〉1|1〉CM} y luego un pulso π sintonizado en el BSB resonante

a la transición {|e〉1|2〉CM, |g〉1|1〉CM} el estado |Ψ′〉|2〉CM va a

|Ψ′〉|2〉CM → |Ψ̃〉|1〉CM = σy ⊗ σy|Ψ〉|1〉CM

=
(
α|g〉1|D̄1〉2 + β|e〉1|D̄0〉2

) |1〉CM. (5.37)

Es importante recalcar que, debido a que las transiciones resonantes sin-

tonizadas para obtener las expresiones (5.35) a (5.37) no han involucrado al

estado del centro de masa sin excitaciones |0〉CM, el estado |Ψ〉|0〉CM en la

expresion (5.33) no ha sido afectado.

De esta forma, hemos transformado el estado |Φ3〉 (5.33) en

|Φ3〉 → |Φ4〉 =
1√
2
(|Ψ〉|0〉CM + |Ψ̃〉|1〉CM)|g〉A. (5.38)

Este estado, puede verse como el resultado de aplicar compuerta CNOT sobre

el qubit 1 y una compuerta CNOT colectiva (5.34) sobre el qubit 2.

A continuación, aplicamos sobre el sistema auxiliar un pulso π en el RSB

para entrelazar nuevamente el ión auxiliar con los demás iones. Esto nos lleva
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a

|Φ4〉 → |Φ5〉 =
1√
2
(|Ψ〉|g〉A + |Ψ̃〉|e〉A)|0〉CM. (5.39)

Ahora, una compuerta Hadamard aplicada sobre el ión auxiliar transforma

el estado |Φ5〉 en

|Φ5〉 → |Φ6〉 =
1

2
([|Ψ〉+ |Ψ̃〉]|g〉A + [|Ψ〉 − |Ψ̃〉]|e〉A)|0〉CM (5.40)

A partir de este estado podemos observar que si realizamos una medición

sobre el ión auxiliar, es posible observar que el entrelazamiento existente

entre los qubits efectivos puede escribirse en términos de las poblaciones del

sistema auxiliar tal que

C = |〈Ψ|Ψ̃〉| = |P|g〉A − P|e〉A| (5.41)

donde P|g〉A(|e〉A) es la probabilidad de encontrar el ion auxiliar en el estado

|g〉A(|e〉A).

Un punto importante que debemos remarcar, es que este protocolo no

sólo puede ser usado para caracterizar el estado WN , sino que también puede

ser usado para caracterizar un estado de Dicke con un número arbitrario de

excitaciones escribiendo el estado correspondiente como un producto de dos

qubits efectivos.

Estos qubits efectivos, se escriben como

|Dk〉 =
1√
Nk

(
√

(N − 1)k−1|e〉1|D̄k−1〉2
+

√
(N − 1)k|g〉1|D̄k〉2), (5.42)

donde |Dk〉 y |D̄k〉 son estados simétricos de Dicke de N y N − 1 iones con k

excitaciones respectivamente y Nk = N !/(k!(N − k)!).

En este caso, para ir de la Ec. (5.33) a la Ec. (5.35) el subespacio selec-

cionado debe ser {|D̄k−1〉2|1〉CM, |D̄k〉2|2〉CM} y {|D̄k〉2|1〉CM, |D̄k−1〉2|2〉CM}.
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La concurrencia en los qubits efectivos 1 y 2 en el estado (5.42) es

Ck
N = 2

√
(N − 1)k(N − 1)k−1

Nk

. (5.43)

Por lo tanto, si el estado está dado por la Ec. (5.42), el protocolo recién

descrito, debe llevar a un valor para la concurrencia igual al dado por la

Ec. (5.43).

5.5. Selectividad inhomogénea

Hasta ahora, hemos descrito un método para manipular el espacio de

Hilbert de forma selectiva aplicándolo a la producción y detección de estados

de Dicke, considerando un acoplamiento homogéneo entre iones y los láseres.

En el caso más general de los iones interactuando inhomogéneamente

con los láseres, no podemos discriminar ni producir determinados estados

de Dicke. Sin embargo, la selectividad en muchas part́ıculas aún permite

manipular estados número de iones, es decir, estados iónicos con un número

fijo de excitaciones aunque no necesariamente simétricos.

Asumamos por ejemplo que hacemos interactuar N iones, todos inicial-

mente en el estado fundamental, inhomogéneamente con láseres en una con-

figuración Raman sintonizado en la transición carrier de la forma

U = exp (−iθ ˆ̃Jx), (5.44)

donde
ˆ̃Jx = ˆ̃J+ + ˆ̃J−. (5.45)

Esta interacción no lleva a una superposición de estados de Dicke de la

forma (5.22), sino que a una superposición de estados colectivos no simétricos

provenientes de la acción de los operadores ˆ̃J+ y ˆ̃J− sobre los estados iónicos

colectivos. El estudio de la dinámica de este tipo de sistemas ya lo hemos
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visto en el caṕıtulo 3 [103,104]. Siguiendo las ideas de ese caṕıtulo, en vez de

escribir el Hamiltoniano (5.2) en la base de los estados de Dicke como en la

Ec. (5.11), debeŕıamos escribirlo en términos de estos estados colectivos no

simétricos para poder aśı encontrar las condiciones necesarias para dejar res-

onante sólo un subespacio determinado. Denotaremos |D̃ν
k〉 al ν-ésimo estado

colectivo no simétrico con k excitaciones. El ı́ndice ν da cuenta del hecho

que, dependiendo del número de excitaciones iónicas, puede existir más de

un solo estado colectivo no simétrico con un determinado número de excita-

ciones. Entonces, podemos escribir el Hamiltoniano para este caso tal como

lo hicimos en la Ec. (5.2) pero en términos de los estados colectivos iónicos

no simétricos tal como

ˆ̄H I
eff = −~

∑

k,ν

〈D̃ν
k|∆̂n|D̃ν

k〉|D̃ν
k〉〈D̃ν

k|

+â†
∑

k,ν

Ω̃k,ν
eff |D̃ν

k+1〉〈D̃ν
k|+ H.c., (5.46)

donde hemos denotado Ω̃ν,k
eff a la nueva constante de acoplamiento, la cual,

en el caso homogéneo corresponde a Ωeff . Tal como en el caso homogéneo, si

se cumple que Ω̃ν,k
eff ¿ Ω0, podemos sintonizar en resonancia un determina-

do subespacio, por ejemplo, {|N0〉CM|D̃ν
k0
〉, |N0 + 1〉CM|D̃ν

k0+1〉}, en este caso,

si miramos el Hamiltoniano (5.46) en el cuadro de interacción, podremos

observar que la condición de resonancia para este subespacio es

〈D̃ν
k0+1|∆̂N0+1|D̃ν

k0+1〉 − 〈D̃ν
k0
|∆̂N0|D̃ν

k0
〉 = 0. (5.47)

Esta condición puede satisfacerse compensando la desintońıa ∆̂n cambiando

las frecuencias de los láseres para valores fijos de δj
0 dependiendo del sube-

spacio que se requiere sintonizar. Este procedimiento es similar al del caso

homogéneo, pero ahora δj
0 estará inhomogéneamente distribuido, es decir,

será diferente para cada ión.
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5.6. Conclusión

En este caṕıtulo hemos introducido una técnica selectiva que permite

una manipulación colectiva dentro del espacio simétrico de Dicke de un sis-

tema de N iones atrapados. En el caso de acoplamiento homogéneo entre los

láseres y los iones, hemos estudiado aplicaciones de este método relacionadas

a la generación y al control de estados iónicos simétricos de Dicke. También

hemos propuesto un método para medir experimentalmente la concurrencia

entre dos qubits efectivos con el propósito de caracterizar estados de Dicke

con un número determinado de excitaciones. En el caso de acoplamiento

inhomogéneo, hemos discutido la discriminación de estados número.



Caṕıtulo 6

Propiedades de entrelazamiento

en el modelo de

Tavis-Cummings in-homogéneo

En el caṕıtulo 3, desarrollamos un método para encontrar la dinámica

cuántica efectiva para sistemas con acoplamiento in-homogéneo. Vimos a

modo de ejemplo, la aplicación de este método para encontrar la dinámica

de una colección de átomos acoplados in-homogéneamente a un modo del

campo electromagnético cuántico, en una versión in-homogénea del mode-

lo de Tavis-Cummings. En éste caṕıtulo, estudiaremos las propiedades de

entrelazamiento atómico en el espectro de autoestados del modelo de Tavis-

Cummings in-homogéneo. Calcularemos expresiones anaĺıticas para la con-

currencia bipartita, mostrando que esta exhibe una fuerte dependencia de la

in-homogeneidad [104].

84
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6.1. Introducción

Como ya hemos discutido, el entrelazamiento juega un rol fundamental

desde el comienzo de la mecánica cuántica y actualmente es un recurso clave

en la información y computación cuántica [1, 84, 85]. La disponibilidad de

estados entrelazados y su caracterización son de los más importantes dile-

mas en la información cuántica. En este sentido, una cantidad considerable

de trabajos teóricos han permitido la caracterización del entrelazamiento

cuántico [86].

Las propiedades de entrelazamiento del estado base del modelo de Dicke

han sido recientemente estudiadas [100,101]. En tal caso, cuando los acoplamien-

tos entre los átomos y el campo cuántico es homogéneo, la concurrencia entre

un par de átomos es independiente del par considerado debido a la simetŕıa

de los estados de Dicke. Una situación similar es la que se espera para el

modelo de Tavis Cummings.

Desde el punto de vista de las propiedades del modelo, resulta intere-

sante el estudio de las correlaciones cuánticas entre los átomos bajo condi-

ciones más generales, como por ejemplo considerar el caso de acoplamiento

in-homogéneo.

A continuación, describiremos las propiedades de entrelazamiento en el

espectro de autoestados del modelo de Tavis-Cummings, considerando un

acoplamiento in-homogéneo entre los átomos y el campo electromagnético.

Espećıficamente, analizaremos la concurrencia atómica bipartita trazando

sobre N − 2 part́ıculas.
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6.2. El Modelo

En el caṕıtulo 3, vimos que el Hamiltoniano que describe la interacción in-

homogénea de N átomos con un modo del campo electromagnético cuántico

está dado por Ĥ = Ĥ0 + ĤI con (~ = 1)

Ĥ0 = â†â + Ŝz,

ĤI = â ˆ̃J+ + â† ˆ̃J−,

(6.1)

donde, Ŝz =
∑N

j=1 σj
z/2 y ˆ̃J± =

∑N
j=1 κjσ

j
± son operadores colectivos atómi-

cos y donde hemos introducido la constante (in-homogénea) de acoplamiento

κj = gj/w entre los átomos y el campo. Consideraremos aqúı, que la forma

de esta constante está dada por κj = κ sin(πxj/L).

Como ha sido mencionado en el caṕıtulo 3, un acoplamiento in-homogéneo

hace que los operadores atómicos no satisfagan un álgebra cerrada de Lie

su(2) como en el caso homogéneo, resultando en un espacio de Hilbert efectivo

de mayor dimensión para la dinámica. Sin embargo, ya hemos visto que

a pesar de la pérdida de la simetŕıa de traslación del subsistema atómico,

aún es posible obtener la dinámica del sistema. Ahora bien, el objetivo de

este caṕıtulo no es monitorear la evolución del sistema sino que estudiar el

espectro de autoestados del Hamiltoniano (6.1).

Para lograr este objetivo, primero es necesario verificar que el método

del caṕıtulo 3 basado en el seguimiento del espacio de Hilbert que ocupa

el sistema es apropiado para obtener el espectro de autoestados. Para esto,

recordemos que los estados colectivos de N átomos de la primera fila de la

Fig. (2.1) se escriben en general como

|n̄〉 =
1

Nn

∑
i1<i2<..<in

n!κi1κi2 ..κin|n̄i1i2..in〉, (6.2)
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con

N2
n =

∑
i1<i2<..<in

(n!)2 κ2
i1
κ2

i2
..κ2

in . (6.3)

Por otro lado, los estados de la segunda fila de la Fig. (3.1) estan dados por

|n̄p〉 =
1√

〈Φn | Φn〉 − |〈n̄ | Φn〉|2
[|Φn〉 − 〈n̄ | Φn〉 |n̄〉] , (6.4)

donde los estados |Φn〉 se escriben como

|Φn〉 = (n− 1)!
∑

i1<.....<in

κi1 ...κinbi1 ...in
∣∣n̄

i1
...in

〉
, (6.5)

y

bi1 ...in =
∑

α1 6=i1

κ2
α1

+ ... +
∑

αn 6=in

κ2
αn

= (N − 1)
N∑

j=1

κ2
j . (6.6)

Una descripción precisa del modelo debeŕıa considerar todos los estados

que se encuentran asociados con la in-homogeneidad. Sin embargo, basados

en cálculos numéricos se puede apreciar que el espectro del Hamiltoniano no

es sensible a estados más allá de la segunda fila.

Esto puede verse en la Fig. (6.1), donde se muestran los efectos de la segunda

fila sobre las enerǵıas obtenidas de la primera fila. En esta figura, vemos que

la contribución de la segunda fila de la Fig. (2.1) es menor al 1 %. También

puede verse en la figura que aunque la contribución de la segunda fila de la

Fig. (2.1) es mayor cuando el número de excitaciones atómicas aumenta, esta

decrece cuando el número de átomos aumenta, tal como puede verse en la

Fig. (6.1). En otras palabras, la contribución de la segunda fila a la enerǵıa



6.3. Propiedades del espectro de autoestados 88

8 10 12 14 16 18 20
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

N

∆E
(k

)

k=0,1
k=2

k=3

k=4

k=5

k=6

Figura 6.1: Contribución (%) de la segunda fila de la Fig. (3.1) a la enerǵıa

como función del número de átomos N . ∆E(k) = 100(|(E(k)
1 − E

(k)
2 )/E

(k)
1 |),

donde E
(k)
1,2 son las enerǵıas para k excitaciones usando 1 o 2 filas de la

Fig. (2.1).

aumentará sólo cuando k/N aumenta, donde k es el número de excitaciones.

Por lo tanto, podemos concluir de la Fig. (6.1) que, para los parámetros que

usaremos en este caṕıtulo sólo la primera fila de la Fig. (2.1) es necesaria

para caracterizar el espectro del modelo de Tavis-Cummings in-homogéneo.

6.3. Propiedades del espectro de autoestados

A partir de las conclusiones anteriores, estudiaremos las propiedades de

los autoestados del sistema, mostrando algunos cálculos anaĺıticos que nos

permitirán caracterizar el comportamiento del entrelazamiento entre un par

de átomos.

El espectro y la concurrencia bipartita atómica [32,33], pueden calcularse

anaĺıticamente en el caso in-homogéneo para 0, 1 y 2 excitaciones respectiva-
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mente.

Las enerǵıas para estos casos están dadas por:

E(0) = −N
2
,

E(1) = 1− N
2
−N1,

E(2) = 2− N
2
−

√
2N2

1 + (N2/N1)
2,

(6.7)

donde (N1)
2 =

∑N
i=1 κ2

i y (N2)
2 = 4

∑N
i<j κ2

i κ
2
j , corresponde a la normal-

ización de los estados con una y dos excitaciones de la Ec. (6.2) respectiva-

mente. Estas enerǵıas están asociadas con los autoestados

∣∣ψ(0)
〉

= |0〉 |0̄〉 ,
∣∣ψ(1)

〉
=

1√
2
{|1〉 |0̄〉 − |0〉 |1̄〉} , (6.8)

∣∣ψ(2)
〉

= α |2〉 |0̄〉 − 1√
2
|1〉 |1̄〉+β |0〉 |2̄〉,

donde

α =
√

2
N2

1√
4N4

1 +2N2
2

,

β = N2√
4N4

1 +2N2
2

.
(6.9)

A partir de las expresiones para los autoestados de la Ec. (6.8), podemos

calcular una expresión anaĺıtica para la concurrencia bipartita de un par de

átomos i, j trazando los demás N − 2 átomos.

Para estos casos, la concurrencia esta dada por:

C
(0)
ij = 0,

C
(1)
ij =

|κiκj |∑N
i=1 κ2

i

,

C
(2)
ij = 2 |κiκj| [ 1

2N2
1

+ β2

N2
2
M2

1

− β
N2

(α2 + 1
2N2

1
M2

1 + β2

N2
2
M2

2 )1/2],

(6.10)
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Figura 6.2: Concurrencia bipartita C1,j entre el primero y el j-ésimo átomo

con k = 1 excitación para distintos números de átomos.

con M2
1 =

∑N
k 6=i,j κ2

k, y M2
2 =

∑N
m<n6=i,j κ2

mκ2
n.

Es importante notar en estas expresiones para la concurrencia lo siguiente:

para el caso homogéneo la concurrencia entre un par de átomos es independi-

ente del par de átomos elegido, sin embargo, la aparición de in-homogeneidad

en el acoplamiento entre los átomos y el campo electromagnético provoca que

la concurrencia dependa del par de átomos elegido. Como puede verse a par-

tir de las expresiones para la concurrencia, el entrelazamiento entre un par de

átomos es proporcional a las constantes de acoplamiento de los respectivos

átomos con el campo cuántico. Entonces, dos átomos ubicados en una región

de fuerte acoplamiento con el campo estarán más entrelazados.

La Figura (6.2) muestra la concurrencia C1,j, es decir, la concurrencia entre

el primer y el j-ésimo átomo para distintos números totales de átomos N .

Para cada caso, los átomos están igualmente espaciados. En esta figura se
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pueden observar los efectos de la in-homogeneidad en el acoplamiento. La

concurrencia muestra una reminiscencia del perfil del modo del campo elec-

tromagnético. Por ende, el máximo entrelazamiento ocurre con el átomo más

fuertemente acoplado con el campo cuántico. Comparando el entrelazamien-

to del primer átomo con el átomo ubicado cerca del centro de la cavidad,

vemos que cuando el número de átomos N dentro de la cavidad aumenta,

el entrelazamiento disminuye, lo cual también ocurre cuando se considera el

caso de acoplamiento homogéneo.

En el caso más general, el autoestado con k excitaciones puede escribirse

como
∣∣Ψ(k)

〉
=

k∑
s=0

As |̄s〉A |k − s〉F , (6.11)

donde |̄s〉A es el estado atómico colectivo con s excitaciones definido en (6.2) y

As es un coeficiente que proviene del problema de autovalores. Trazando sobre

el campo, la matriz densidad reducida para el subsistema atómico está dada

por

ρ(k) =
k∑

s=0

|As|2 |̄s〉A 〈̄s| . (6.12)

Ahora, trazando sobre N − 2 átomos, la concurrencia entre los átomos i, j

estará dada por

C
(k)
i,j = 2 |κiκj| {

k∑
s=0

|As|2
N2

s

M2
s−1

−[
k∑

s,s′=0

|As|2 |As′ |2
N2

s N2
s′

M2
s−2M

2
s′ ]

1/2}, (6.13)

donde hemos definido

Np =
√ ∑

n1<n2<..<np

(n!)2 κ2
n1

κ2
n2

..κ2
np

,

Mp =
√ ∑

n1<n2<..<np 6=i,j

(n!)2 κ2
n1

κ2
n2

..κ2
np

.

(6.14)
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Figura 6.3: Concurrencia C1N entre el primer y los último átomo para k =

1, 2, ..., 6 excitaciones como función del número de átomos N .

Como podemos ver de las expresiones generales para la concurrencia (6.13),

el entrelazamiento entre dos de estos átomos aún depende directamente de las

constantes de acoplamiento. Este resultado es una importante caracteŕıstica

del entrelazamiento que muestra el modelo de Tavis-Cummings en el caso in-

homogéneo. Esto hace la diferencia con la situación para el caso homogéneo

donde la concurrencia entre dos átomos depende sólo del número de átomos

del subsistema atómico con k excitaciones [100].

Por otro lado, la Fig. (6.3) muestra la concurrencia entre el primer y

último átomo como función del número de átomos dentro de la cavidad. Se

puede ver en esta figura cómo la concurrencia decrece cuando el número total

de excitaciones k aumenta. Sin embargo, cuado N À 1 la concurrencia se
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Figura 6.4: Concurrencia C1,j entre el primer el el j-ésimo átomo para k =

1, 2, ..., 6 excitaciones con N = 20 átomos.

vuelve menos dependiente del número de excitaciones, tendiendo a un valor

fijo.

La Figura (6.4), al igual que la Fig. (6.2) muestra la concurrencia C1,j

entre el primer y el j-ésimo átomo en la cavidad, donde pueden verse con

claridad los efectos del acoplamiento in-homogéneo y la pérdida de entrelaza-

miento cuando el número de excitaciones aumenta.

6.4. Conclusión

En este caṕıtulo hemos analizado las propiedades de entrelazamiento del

espectro de autoestados del modelo de Tavis-Cummings con acoplamiento in-

homogéneo. En particular, la concurrencia entre un par de átomos en un en-

samble de N átomos exhibe una dependencia expĺıcita de la in-homogeneidad,

además de la dependencia del número de átomos y el número de excitaciones

del sistema.
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis hemos querido resaltar el creciente interés que

ha generado la relativamente nueva área de investigación cient́ıfica llamada

Información cuántica [1]. Hemos mencionado algunas de las notables ventajas

comparativas de esta con respecto a su contraparte clásica [10, 11, 12, 13, 14,

15,16].

También hemos querido dejar claro el importante rol que cumple una de

las propiedades más intrigantes de la mecánica cuántica en la Información

cuántica: el entrelazamiento. Por ejemplo, el entrelazamiento es vital a la hora

de hablar de Computación cuántica [5, 10], teleportación [17] o criptograf́ıa

cuántica [18], entre muchas de las aplicaciones del entrelazamiento dentro de

la Información cuántica.

En el desarrollo de esta tesis, además del entrelazamiento nos hemos enfo-

cado también al análisis de sistemas cuánticos de una o más part́ıculas, hemos

estudiado su dinámica, la evolución del entrelazamiento y la manipulación

colectiva de estos sistemas.

En particular, en el caṕıtulo 3 hemos desarrollado una técnica que permite

encontrar la evolución cuántica efectiva de sistemas interactuantes basada
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en la inspección y la truncación del espacio de Hilbert asociado. A modo

de ejemplo, hemos ilustrado este método estudiando la dinámica de una

colección de átomos acoplados in-homogéneamente a un modo del campo

electromagnético, es decir, una versión in-homogénea del modelo de Tavis-

Cummings [50].

En el modelo in-hmomogéneo de Tavis-Cummings pudimos ver cómo

propiedades estad́ısticas pueden cambiar apreciablemente dependiendo del

la distribución espacial de los acoplamientos. Además, notamos que usando

la técnica desarrollada en el caṕıtulo 3, es posible abordar situaciones que

resultaŕıan muy dif́ıciles de estudiar incluso numéricamente, como por ejem-

plo un número grande de átomos (N > 10) debido a que la dimensión del

espacio de Hilbert hace el problema poco tratable usando métodos estándar

de diagonalización.

Otro punto importante a la hora de hablar de recursos f́ısicos para la

Información cuántica, es la necesidad de dispositivos aptos para el almacenaje

de información cuántica.

En el caṕıtulo 4, estudiamos la dinámica de un esṕın electrónico interac-

tuando in-homogeneamente con un sistema de espines nucleares polarizados

en un quantum dot. Este sistema ha sido previamente considerado como

apto para almacenar información cuántica [63, 64]. Usando la técnica para

encontrar la evolución cuántica desarrollada en el caṕıtulo 3, demostramos

que la viabilidad del proceso de almacenaje de información cuántica depende

fuertemente de la presencia y la posición de defectos en el estado polarizado

de los espines nucleares.

En el caṕıtulo 5, estudiamos un sistema de iones atrapados en una tram-

pa de Paul. Para este sistema f́ısico, introdujimos una técnica selectiva que

permite una manipulación colectiva dentro del espacio simétrico de Dicke.

Usando esta técnica, hemos estudiado aplicaciones relacionadas a la gen-
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eración y al control de estados iónicos simétricos de Dicke. También hemos

propuesto un método para medir experimentalmente la concurrencia entre

dos qubits efectivos con el propósito de caracterizar estados de Dicke con un

número determinado de excitaciones.

Finalmente, en el caṕıtulo 6 hemos analizado las propiedades de entre-

lazamiento del espectro de autoestados del modelo de Tavis-Cummings con

acoplamiento in-homogéneo. A diferencia del modelo de Tavis-Cummings con

acoplamiento homogéneo, hemos observado que la concurrencia entre un par

de átomos en un ensamble de N átomos depende del par de átomos que se

estudie. Esto, debido a que la concurrencia exhibe una dependencia expĺıcita

de la in-homogeneidad, además de la dependencia del número de átomos y

el número de excitaciones del sistema.

No quisiera dejar de mencionar que, paralelamente a esta tesis hemos tra-

bajado en temas también ligados a la Información cuántica, espećıficamente

al entrelazamiento. Hemos estudiado las propiedades de entrelazamiento de

un sistema de dos qubits bajo los efectos de ruido clásico interactuando a

través de una interacción de intercambio [106]. Tambien hemos estudiado

la evolución temporal de una medida de entrelazamiento para sistemas de

dimensiones superiores (> 2) [107]. Por último, hemos propuesto una forma

para medir experimentalmente el entrelazamiento para sistemas atómicos de

dos qubits en un estado puro, tanto en iones atrapados como en un sistema de

átomos de Rydberg cruzando cavidades tridimensionales de microondas [108].
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