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Resumen

En los tultimos anos con el desarrollo de nuevas tecnologias, se ha tornado
imprescindible un mayor y mejor entendimiento de la naturaleza con el fin de
una mejor calidad de vida. En esta tésis se abordan algunos de los aspectos
relevantes hoy en dia en el ambito de la Optica e Informacién cuantica, como lo
son los sistemas disipativos y el desentrelazamiento. En un primer enfoque nos
referiremos a los efectos que se pueden dar cuando un sistema cudntico se acopla
con un ruido clasico. Acontinuacién describiremos los efectos de reservorios in-
dependientes sobre un sistema bipartito en dimensiones superiores a 2 ® 3 y
daremos alguna idea de lo que puede suceder con el llamado efecto de la muerte
stubita del entrelazamiento, para luego estudiar este efecto en estados coherentes

entanglados.
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Capitulo 1

Fundamentos

1.1. Introduccion

En el estudio de las propiedades cuanticas de un sistema, el cual quere-
mos manipular, se torna muy importante la influencia que el medio ambiente
(reservorio) provoca sobre el sistema , este fenomeno se conoce como perdida de
coherencia o decoherencia [1,2], esto sucede debido a que siempre existe una
interaccion la cual no podemos desconectar. Esta interacion actia destruyendo
las correlaciones cuanticas de los estados con los cuales se quiere trabajar, esto
es, por ejemplo, destruye las superposiciones de estados y afecta el entrelaza-
miento, que eventualmente pueden ser usados como un recurso para guardar
informacién o para hacer computacién cuantica [3].

Los formalismos para estudiar los mecanismos que provocan decoherencia en
sistemas abiertos [4,7], estdn basados en resolver ecuaciones maestras bajo la
hipotesis de markov, asi en determinados contextos, se han obtenido una serie
de ecuaciones como, por ejemplo, la ecuaciéon maestra de Pauli, las ecuaciones

opticas de Bloch y mas recientemente una serie de ecuaciones maestras que

1



1.2. Dinamica disipativa 2

permiten contrarrestar el efecto de la decoherencia [8,13].

En particular nosotros estamos interesados en un sistema, el cual se acopla
a un ruido aleatorio externo (campos electromagneticos fluctuantes), los cuales
son producidos por una fuente externa. Este modelo, estd bien descrito por la
llamada ecuacién maestra de Bloch-Redfield [14].

Por otro lado, en contribuciones recientementes el estudio del desentrelaza-
miento ha recobrado gran relevancia con relacion al concepto de separabilidad
del estado cuantico cuando se expone a un reservorio, esto es imporatante porque
se puede observar claramente que la evolucion dindamica de la decoherencia y de-
sentrelazamiento pueden ser bastante diferentes, a este respecto nuestro enfoque
es estudiar que le sucede al entrelazamiento de un sistema cuantico compuesto de
dos modos del campo electromagnetico acoplados a reservorios independientes
y sin interactuar entre si. Para esto se estudia especificamente lo que le sucede
a dos qutrits y en dimensiones superiores a estados coherentes entrelazados.

En general podemos decir que la evolucion dindmica de la decoherencia y el
desentrelazamiento estan involucrados procesos no unitarios, los cuales conllevan
a una perdida de informacién bebido a que los estados (en general superposi-
ciones entrelazadas) se tornan inestables, por esta razén es muy importante
entender como se produce y cuales son los mecanismos para asi tener un control

eficiente sobre estos fenémenos.

1.2. Dinamica disipativa

En esta seccion se discutiran las bases tedricas de las ecuaciones fundamen-
tales que usaremos para describir como un sistema cuantico interactiia con su

entorno(reservorio) y cémo éste afecta la dindmica de la decoherencia y desen-
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trelazamiento. Partiendo de suposiciones basicas, bién descritas en los textos
més importantes sobre el tema [4,5], se expondrén los diversos ingredientes que
se necesitan para describir adecuadamente el comporatamiento de un sistema

frente a su entorno.

1.2.1. Ecuacién maestra de Bloch Redfield

Los modelos que describen un sistema cuantico interactuando con su en-
torno(reservorio), se caracterizan por considerar al sistema dindmico bajo con-
sideracion como un sistema finito, usualmente de pocos grados de libertad y con
niveles discretos de energia, mientrds que el reservorio es un sistema complejo
con muchos grados de libertad(en principio infinitos), con un amplio espectro
cuasicontinuo. Resolver el sistema total(sistema mds reservorio) es una tarea
dificil, sino imposible, pero hacer esto seria una perdida de esfuerzo, porque
los procesos especificos que ocurren en el reservorio son totalmente irrelevantes
cuando se estd interesado en la dindmica del sistema de interés.

Modelos para diferentes situaciones experimentales se han construido, en
estos un conjunto comin de suposiciones(aunque no necesario inico), se asumen,
estas son

1) Las fluctuaciones en el reservorio son estacionarias y markovianas.

2) El tiempo de correlacién 7. de las fluctuaciones del reservorio es del ordén
del periodo promedio de las fluctuaciones.

3) Los ensambles promedios de los operadores del reservorio son cero.

4) El acoplamiento entre el sistema dindmico y el reservorio es suficiente-
mente debil y el reservorio suficientemente grande que el efecto del acoplamiento
sobre el reservorio es despreciable, por lo tanto se asume que el estado del reser-

vorio permanece en equilibrio a temperatura constante a todos los tiempos. El
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acoplamiento tiene un efecto apreciable sobre el sistema dindmico, sin embargo
al final este llega al equilibrio con el reservorio.

5) El reservorio induces fluctuaciones markovianas sobre el sistema dindmico.

6) El tiempo de relajaciéon 1/, el cudl gobierna la taza a la cudl el sis-
tema dinamico se acerca al equilibrio, es mucho mas grande que el tiempo de
correlacion ..

Consideremos un sistema S y un reservorio R, ademas consideremos que el

acoplamiento es V', entonces el hamiltoniano total es
H=H,+H.+V=H,+V, (1.1)
la ecuacion que gobierna la dindmica del sistema total es

p= 1t (1.2)

expandiendo a segundo orden y pasando al cuadro de interaccién(donde los
operadores se transforman como A(t) = exp[Het] A exp[—et]), obtenemos para

el sistema total [4,5]

;:_QWmmm_%AdWMHﬁwmm1 (L3)

Ademas, como estamos interesados solo en el sistema, debemos trazar sobre los

grados de libertad del reservorio, lo cual define el estado del sistema como

ps(t) = Try(p(1)) (1.4)

ademé&s podemos escribir la interaccién como (que es la forma que tiene la in-

teraccion dipolar)

V=> SR (1.5)
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as{ la ecuacion se escribe

p1) = —Z.imz SR (1), p(0)]
——Trrz / aS, (O Ri(0), 1,0V By (), 5], (1.6)

para t = 0 tenemos p(0) = ps(0)p,-(0), con

_ eXp(_ﬁHr>
pr(0) = — 7 (1.7)

implica que el primer término de la ecuacién es cero, esto es
ZORE DY [ #BORO.EOROO)  08)

Por otro lado siempre podemos hacer p(t') = ps(t')p,(0), dado que el estado
del reservorio no cambia. En la (1.8), nos quedan sélo 4 términos, ocupando
la permutacién ciclica y que las fluctuaciones son estacionarias y definiendo
r=t—t Ri(0) = R;, Ej(O) = R;, los terminos que involucran promedios sobre

los operadores del bano se pueden escribir como

Tr, [Ri(t) Ry () (0)] = (Ri(t) Ry (1)) = (Ri(T)R;)
Trr[ﬁi(t)pr(o)ﬁj(t’)} = @(t’)ﬁz(t)) = <1:7j§i(7)> (1.9)
Try[Ri(1)pr (0)Ri(t)] = (Ri(t) R; () = (Ri(T)R;)
Tr,[pr (0) R (1) Ri(1)] = (R (1) Ri(1)) = (R; Ri(7))
reagrupando términos, nos quedamos con la siguiente ecuacion
pD) = =3 iy [y 7S, S, = pONR(R)

=[Si(1), ps(£)55(t — 7)J(R; Ri(7))]
tenemos dos escalas de tiempos tipicas 1/7v(decaimiento) y 7.(correlaciones en el

reservorio distintas de cero), y usualmente se tiene que 1/v > 7., esto conduce
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a tomar el limite superior ¢ — 00, lo cual es una buena aproximacién. Ahora,
miremos los dos primeros términos de la Ecuacién (1.10), y proyectemolos en la

base de autoestados de H,, entonces para el primero tendremos

(kIS (D)5t = )P O = 3, (kIS () ) (n]S; (¢ = 7)|m) {ml| 5, (£)[1)
= 2 nm (K|Si[n) (n]Sj[m) (m|ps|l) exp(iwpmt) exp(—iwnmT)
= 2 (mpsll) 32 (KLSi[r) ([ Sjlm) exp(iwymt) exp(—iwrmT)

= Zn7m<m|ﬁs|n>5ln > (K|Si|r)(r]S;|Im) exp(iwgmt) exp(—iwymT) exp(iwnt)
(1.11)

por otro lado el segundo término es
(kISj(t = T)p(O)Si 1) = 3, (kIS (£ = 7)[n) (n|pa() Im) (m]Si ()]1)
= an(k\SJ|n) (n|ps|m)(m|S;|l) exp(—iwgnT) exp(iwgnt) exp(iwm,t) (1.12)
= Zn7m(/€\5j|m> (m|ps|n)(n|S;|l) exp(—iwgmT) exp(iwgmt) exp(iwyt)

el otro conmutador se puede expresar de una forma similar, definiendo las ex-

presiones

Liem = a2 2o (0l Sill) (kIS5 1m) [5° dr exp(—iwpmT) (Ri(T) Ry)

- N (1.13)
Dotkm = 72 2005 (nl S0 (K| Silm) [i™ dr exp(—iwr)(R;Ri(T))
y juntando todos los términos tenemos
donde
Rklmn = _(5ln Z Fz_rrm + F:L—lk:m + FT_lem - 5km Z FT_LT‘TI (115)

eliminando las frecuencias rapidas y quedandose solo con los terminos para los

cuales Wy, + wy = 0 obtenemos la ecuacién de Bloch Redfield [14]

pr(t) = —iwppr(t) — Z Ritmnpra(t). (1.16)
il
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1.2.2. Ecuacién maestra en la forma de Linbland

En la seccion anterior se mostro el formalismo semicldsico de Bloch Red-
field, partiendo de los mismos supuestos, se pueden obtener las ecuaciones que
describen el comportamiento completamente cuantico de un sistema, estas son
las ecuaciones que describen la dindmica disipativa y que dan cuenta de los dos
procesos mas importantes a nivel cuantico, como lo son la decoherencia y el
desentrelazamiento. En particular, estamos interesados en la evolucién del de-
sentrelazamiento de un sistema bipartito, el cual se compone de dos sistemas
efectivos de dos qubits, cada uno interactuando con su propio reservorio, sin
interaccién entre ellos y partiendo de un estado entrelazado. El Hamiltoniano

que describe los dos sistemas y sus respectivos reservorios es de la forma
H = hw,a'a+ hwyb'd
+ Z hicher + Z h [g,‘jacL + gZ*aTCk]
k k
+ 3 mpdldy + 3 h [g;;de + g,f;*dek] , (1.17)
k k
donde a,a' and b,b" describen a cada modo, y ck,cL y dk,dL describen a los

reservorios. Este Hamiltoniano se puede escriber como dos hamiltonianos inde-

pendientes, para el sistema a y para el sistema b
H=H'+H" +V!+H + H + V)= H, + H,, (1.18)

Si insertamos este Hamiltoniano en ecuacién (1.8)), y notando en esta ecuacién
que p(t) = ps(t)p2(0)p(0), donde p4(t) describe el estado en el espacio de Hilbert
producto tensorial de ambos qubits H, ® H,, ademas si consideramos el caso del

limite a cero temperatura, la ecuaciéon maestra para el sistema total viene dada
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por

: I
p=> 3> [214@'/)141 — AlAip — PAIAi] ; (1.19)

1,2

donde A;, AI describen los operadores de aniquilacion y creacién para los modos

bosoénicos a y b.

1.3. Entrelazamiento y medidas de entrelaza-
miento

En esta seccion se expondran las medidas y criterios que existen para de-
scribir el entrelazamiento para estados puros o mixtos en sistemas compuestos
de dos partes, ya sea en sistemas constituidos por dos qubits(2 ® 2), cémo para
sistemas en dimensiones superiores(més alld de 2®3). Estos criterios son deriva-
dos de los llamados mapeos positivos, los cuales son requerimientos esenciales
cuando se quiere afrontar el problema del entrelazamiento y separabilidad para

sistemas cuanticos [15].

1.3.1. Conceptos preliminares

Un sistema compuesto es aquel que consiste de dos (bipartitos)o méas partes
(multipartitos), el mas simple es el que constituyen dos qubits. Los llamaremos
sistemas A y B. En las teorias de la comunicacion cuédntica y el entrelazamiento
la convencién es pensar en dos subsistemas cada uno en posesién de los obser-
vadores Alice y Bob. Cualquier estado de cada uno de estos observadores se

puede escribir como

)4 = al0)a + b[0)4
)5 = c|0)p + d|0) 5, (1.20)
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con |al*> +1b]> = 1y |e|* + |d|* = 1. El estado total de los dos subsistemas es

simplemente el estado producto tensorial

|thproa) = [)a ® [®) 5 (1.21)

tal estado es llamado estado puro, pero estos estados producto no son los unicos
fisicamente realizables. En general cualquier superposicion es realizable, asi el
estado puro mas general se puede escribir como

dy dp

V) = Zztij|i>A|i>B (1.22)

donde S°% ZjB |t:;]> = 1y los conjuntos {|i) 4} y {|¢) 5} son bases ortonormales
de los respectivos subsistemas.
Los estados puros que juengan un rol fundamental en las teorias mencionadas

son el estado singlete

1

V2

y los tres estados correspondientes al triplete

™) (10)[1) = 1)]0)) (1.23)

[ty = %(IOHD + [1)[0))
B7) = %(\om )
B+) = %<|o>|o> L), (1.24)

donde hemos usado la convencién |i)|j) = |i) ® |j). Estos cuatro estados son los
llamados estados de Bell o estados EPR. Juntos forman una base ortonormal
en el espacio de Hilbert de dos qubits, son llamados la base de Bell.

Notemos aqui un hecho fundamental, ninguno de los cuatro estados puros

de la base de Bell se puede expresar como un producto directo de estados



1.3. Entrelazamiento y medidas de entrelazamiento 10

pertenecientes a los subsistemas A y B como en (1.21)), esto define lo que se
entiende por estados separables y estados entrelazados. El estado en el ec. (1.21))
es un estado puro separable, mientras que los cuatro estados de Bell son estados
puros entrelazados, de hecho estos son estados puros maximalmente entrelazados
y uno puede ser transformado en el otro mediante operaciones unitarias locales
aplicadas a ambos subsistemas.

Ahora definamos los estados maximalmente entrelazados para un sistema
compuesto de dos subsistemas de dimensién d, estos se pueden definir a partir

de [16]

Vo) = GXORp(Fila)i|B)s2)

d—1
1 .
= =N T ko B),, 1.25
v R E (1.25)
donde GXOR;5 se define por
GXORu|i)1]j)2 = |i)1]i © j)2 (1.26)

y i@ © j denota la diferencia i — j modulo (d), i,7 = 0,1,...,d — 1 con o, 3 =
0,1...,d, lo cual significa que si 7 < i entonces ¢ © j =7 — j, en cambio si j > i
entonces 1 © j = d — (j —¢). Usando este protocolo podemos generar los estados
maximalmente entrelazados para un sistema compuesto de dos qutrits. Asi para

este sistema, los 9 estados maximalmente entrelazados vienen dados por
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o) = —=(10)10) + 111} + 22
nad = —=(10)10) + e F|DI1) + ¥ 212
[th2,0) = %<ro>|o> +e T |)[1) + € 5[2)[2)
[Wo.1) = %uom +[1)]0) + [2)]1))
[th1.1) = %<|o>|2> +e 5 |1)[0) + ¢ F[2)[1))
[ths,1) = %<|o>|2> +e5[1)[0) + €5 [2)]1))
02} = —=(0)[1) +1)[2) + [2)10})

V3
1) = =01 + e F1)i2) + ¢
x
V3

definiremos a los 3 primeros estados como el grupo a, que contienen a lo mas

4im
3

2)10))

[Un.0) = —=([0)[1) + €5 [1)]2) + e57]2)[0)) (1.27)

4 exitaciones {|U,0)} v los 6 estados restantes como el grupo b {|V, 1), |[Va2)}

con a = 0, 1,2 que contienen a lo mas 3 excitaciones.

1.3.2. Entrelazamiento para estados puros bipartitos

Otra manera de definir un estado cuantico puro, es aquel para el cual se

satisface la siguiente relacién

Ppuro = pfmro’ (1'28>

donde hemos definido el estado puro en términos de la matriz densidad p =
|1)(|. En general, un estado que no satisfaga esta relacién se dice que es un

estado mixto.
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Una primera medida para el entrelazamiento de estados puros viene de la
observacion que si tomamos la traza parcial sobre cualquiera de los dos subsis-

temas, esto es,

pa = tra{p}
pp = trp{p} (1.29)

estos resultan ser estados mixtos para los subsistemas, de aqui se puede definir
la entropia lineal S(p;) = 1 — tr{p?}, con i = A, B, de aqui se puede inferir que
si

S(pa) =S(pp) =0 (1.30)
estamos en presencia de un estado separable, mientras que si

1

S(pa) = 5(ps) = 35, (1.31)

entonces tenemos un estado maximalmente entrelazado.

En particular, para un estado puro de la forma (1.22) se encontré una forma
analitica para cuantificar el entrelazamiento [17]. Esta se debe a la observacion
de que para un sistema bipartito compuesto por dos qubits siempre se puede
aplicar la descomposicién del valor singular con lo cual el estado se escribe en

una base diagonal
) =D Xili)a), (1.32)

donde los autovalores son llamados coeficientes de schmidt. El nimero de estos
autovalores se llama niimero de Schmidt. Como para un estado puro siempre ex-
iste esta descomposicién, entonces se puede definir una medida para el entrelaza-
miento en términos de estos coeficientes, esta medida es la llamada concurrencia

para estados puros y se escribe como

C) = [{¢7|oy ® ay[)] (1.33)
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1.3.3. Entrelazamiento para estados mixtos bipartitos

Siguiendo la discusién precedente para los estados puros, el siguiente paso es
cuantificar el entrelazamiento para estados mixtos de dos qubits, este problema
es aun mas dificil, porque la descomposicién en el valor singular ya no existe, en-
tonces para definir una medida de entrelazamiento debemos partir directamente
de la definicién que daremos acontinuacion.

Comenzaremos definiendo lo que se entiende por estados separables, esta
definicién se debe a Werner [18]. Un estado es separable si se puede escribir de

la siguiente forma
p=>_ pitls @ ply (1.34)

donde pa (pp) son estados que pertenecen al sistema A (B).
En general, el entrelazamiento se define a partir del entrelazamiento de for-
macién [19] que es el minimo sobre todas las descomposiciones en estados puros

{pi|1i)}, esto es, para un estado p dado por
p= sz|¢z><¢z| (1.35)
el entrelazamiento viene dado por
E(p) = mfaniE[lw»], (1.36)

esto significa la cantidad minima de e-bits o pares entrelazados(singletes), con
que se construye el estado cuéntico.

Para un estado arbitrario, como la mezcla estadistica ecuacién (1.35)), debe-
mos hacer la minimizacién sobre todos los ensambles para obtener la medida de
entrelazamiento. Wootters demostrd que esta minimizacién se puede hacer para

el caso de dos qubits y se puede dar en términos de las raices de los autovalores,
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ordenados en forma decreciente, de pp, donde p = 0, ® 0,p*0, ® 0, asi tenemos
que [17]
C(p) = méX{O, /\1 - /\2 — /\3 — /\4} (137)

En los capitulos 2 y 4 usaremos esta medida de entrelazamiento para cuantificar

las correlaciones cuanticas de nuestros sistemas.

1.3.4. Entrelazamiento para estados bipartitos en dimen-

siones superiores

En general hacer el proceso de minimizacion para dimenciones superiores es
una tarea muy demandante, afortunadamente existen criterios basados en papeos
positivos que permiten abordar el problema del entrelazamiento y tener medidas
eficientes operacionalmente. El criterio mas importante es el de la traspuesta
parcial positiva, con este criterio se pueden definir estados llamados estados
entrelazados libres y estados entrelazados confinados [20], este criterio divide
estas dos clases de estados en dimensiones superiores,nos referiremos a él con
mas detalle mas adelante.

El entrelazamiento que contiene un estado cuantico puro de dimensién m®mn,
se puede cuantificar a través de la medida llamada Tangle [21]. El Tangle se

define como

Tap = 2v4vg(1 — tr(p?})) (1.38)

donde p4 es el operador densidad reducido, que se obtiene trazando sobre el
subsistema B. Los coeficientes v4, vg son factores de escala arbitrarios que
dependen de la dimensién de cada subsistema A y B.

Antes de pasar a los estados mixtos en dimensiones superiores definamos lo

que se entiende por mapeos positivos.
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Un mapeo positivo L : A{H} — A{H} con H € HY @ H? es una trans-
formacién tal que

L(p) 20 ¥ p=0, (1.39)

donde p € HV ® H® y p > 0 significa que su espectro es positivo.

Con esta definicién podemos comenzar con la descripcién de estados mixtos.
Cuantificar el entrelazamiento para un sistema bipartito que evoluciona como un
estado mixto es uno de los problemas abiertos mas dificiles de resolver. Solo en
trabajos recientes expresiones analiticas para la cota inferior del entrelazamiento
de formacién EOF [22] para sistemas cudnticos con dimensiones m ® n se ha

reportado. Ha sido encontrado que la cota inferior para el entrelazamiento viene

dada por
0 if A=1,
Blp) = { Ha )]+ [1 - y(M]logy(m —1) ifAe [1.420] - (1a0)
—logié:”;l) (A —m) + logy(m) if A e [—4(72;1) : m} ,

donde m es la dimensién del primer subsistema, 7 se escribe como

(A) = % VA+ i Dim 4] (1.41)

con A = méx(|[p"|,[|R(p)|) y Hz(z) = xlog(z) — (1 — z)log(1 — z), donde ||
representa la norma de la traza tal que |G|| = tr(GGT)z. La matriz p™ es la
transpuesta parcial con respecto al segundo subsistemaB, esto es, p;%?ﬂ = Dil.jks
y la matriz R(p) se define como R(p)iju = pik.ji-

Como se menciond anteriormente, la expresion para la cota inferior del en-

trelazamiento combina el criterio de la traspuesta parcial positiva (PPT) con

el criterio del realinamiento. El criterio PPT dice que p™ > 0 para un estado
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separable [23]. Ademas, p? > 0 (osea satisface ec. (1.39)) es también suficiente
para la separabilidad de sistemas bipartitos 2® 2 y 2 ® 3 [24].

Por otro lado el criterio del realinamiento dice que la version realineada de
p, denotada por R(p), se debe satisfacer para un estado separable ||R(p)|| < 1
[25].



Capitulo 2

Efectos de decoherencia
inducidos por ruidos clasicos
sobre el entrelazamiento de dos

qubits

En este capitulo estudiaremos las propiedades del entrelazamiento cuéntico
de un sistema compuesto de dos qubits, los cuales se acoplan a un campo externo
fluctuante, que puede ser considerado como un ruido cldsico [88]. Ademds, ambos
qubits se acoplan bajo una interaccién de intercambio. Se estudiard el problema
de la generacién dindamica de entrelazamiento cuantico partiendo de diferentes
condiciones iniciales. Finalmente, se evaluara la taza a la cual el entrelazaminto

se pierde usando la concurrencia [19].

17
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2.1. Introducciéon

La caracterizacion del entrelazamiento cuantico entre un sistema compuesto
por dos partes, es uno de los problemas fundamentales en el d&mbito actual de
la informacién y computacién cuédntica [3,26,27]. El mayor desafio en el pre-
sente status de investigacion en estos campos, es la busqueda de sistemas fisicos
elementales para almacenar la informacién cuantica e implementar operaciones
logicas. El principal problema que enfrentan estos sistemas, es su inevitable in-
teracion con el medio que los rodea, el cual afecta de manera irreversible la
coherencia y el entrelazamiento cudntico del sistema [1]. En este sentido, la in-
vestigacion actual ha derivado en la creacion de mecanismos que supriman los
efectos producidos por el reservorio, es asi como se han desarrollado diferentes
esquemas y métodos, como por ejemplo, correccién de errores [28], subespacios
libres de decoherencia [29] y efecto zeno cudntico [30] y més recientemente, se ha
explorado la posibilidad de suprimir la decoherencia producida por fluctuaciones
magnéticas cldsicas [31].

Por otro lado, las tazas de decaimiento reducidas podrian ser importantes
con relacién al almacenamiento de informacién cuéntica. La decoherencia y disi-
pacioén relacionadas a este problema han sido estudiadas usando un modelo gen-
eral para junturas Josephson, nanomagnetos acoplados y para impurezas Condo
interactuantes [32]. Un modelo similar ha sido estudiado en referencia [33] para
un qubit cargado en una juntura Josephson, usando el formalismo de Bloch-
Redfield. El problema ha sido estudiado también en qubits unidimensionales
acoplados mediante interaccién de intercambio [34,135]. En particular la predic-
cién de estados maximalmente entrelazados ha sido predicha [34].

En este capitulo, estudiaremos los efectos debidos a fluctuaciones en campos

magnéticos sobre el entrelazamiento de dos qubits interactuando a través de
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la interacién de intercambio de Heisenberg. Analizaremos cémo evoluciona el

entrelazamiento partiendo de una condicién inicial, donde el estado es separable.

2.2. Modelo

El Hamiltoniano que describe la intecciéon de intercambio entre dos qubits

acoplados a campos magnéticos externos, esta dado por

n- ¥ AT dmeno]amdodf. @

a,b=zx,y,z \1=1,2

donde los qubits estdn descritos por las matrices de Pauli ¢% (i = 1,2). Cada
qubit estd acoplado a un campo magnético local Bi y a una fuente externa
de ruido ﬁ’(t) La parte del Hamiltoniano sin ruido ha sido estudiada con el
proposito de buscar estados, los cuales podrian ser menos afectados por ruidos
clasicos [31]. En este sentido, la posibilidad de encontrar tazas de decaimiento
reducidas esta asociada a hamiltonianos con espectro doblemente degenerado.
Asi, una eleccién conveniente para el campo magnético es Bl = (A;,0,0) y las
fluctuaciones hi(t) = (0,0, hi(t)), esto es debido a que para el caso de junturas
Josephson, las corrietes presentes en el bano que aporta los pares de Cooper estan
en un plano y generan fluctuaciones perpendiculares a él. La parte fluctuante
representa dos reservorios disipativos descorrelacionados, es decir (hy(t)h2(0)) =
0. Acontinuaciéon nos restringiremos a este caso y eligiremos un acoplamiento

diagonal gup = gadap ¥ A1 = Ay = A/2. Asi, el hamiltoniano Hy sin ruido en la
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base {|11),|T1),[11),]ll)} viene dado por:

gz % % 9z — Gy
A A
D) — Yz T + )
Hy = R S : (2.2)
9 Gz + Gy —3gz 5
9z — Gy % % gz

El formalismo general para describir la evoluciéon de un sistema cuantico bajo
la interacion con un reservorio esta bién entendida desde el punto de vista de
la teorfa de sistemas cudnticos abiertos [4,5], cuando el reservorio esté descrito
por un bano térmico. Sin embargo, para el caso de un ruido clasico aleatorio
el formalismo de Bloch-Redfield [14] nos entrega un cuadro alternativo para
estudiar la dinamica. La ecuacién maestra en la base de autoestados de Hj

estd dada por (1.16)
fum(t) = —imPrm(t) = Y Rumirpia(t), (23)
ki
donde wp,, = (B, — En) /by
Romkt = Oim Z Aprrk + Onk Z Ay = Nomnk — N

son las partes reales de los elementos de matriz del tensor de relajacion
ReA _ 15( ) [ 1 1 + 2 2 j|
CNmnk = R Wnk Uz,lmo—zmk Oz,lmo_z,nk :

Acontinuacién usaremos una densidad espectral ohmica dada por S(w) =
aw coth(w/2T'), que es el teorema de Nyquist [6] para un ruido producido por
corrientes en equilibrio térmico, el cual ya ha sido considerado por otros au-
tores [31,35]. Para junturas Josephson tenemos que o = % ~ 1073 [36](se ha

colocado el valor para R = 6, el cual es un valor tipico para la resistencia de la
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juntura Josephson) y hemos asumido también que (A = kg = 1). Estamos intere-
sados en estudiar la solucién a este problema, partiendo de condiciones iniciales
apropiadas. Por ejemplo, estamos principalmente interesados en la generacién
de entrelazamiento cuando el sistema esta inicialmente preparado en estados
separables, tales como, {|T7),[L1)},{|Tl),|!T)}. Una inspecién simple de los
autovalores y las autofunciones de Hj, sugiere que podemos reducir la comple-
jidad del sistema eligiendo apropiadamente los parametros fisicos. En este caso,
hemos encontrado dos casos de interés donde se obtiene degeneracién espectral.

El primer caso exhibe una degeneraciéon espectral, dada por

(Z) gx:A/2> gy:gz:A

(2.4)
Ey=E;=3A, E,=-3AE, =-2.
El segundo caso exhibe una doble degeneracién espectral
1 =0, g,=9.=A/2
(i) g Gy =9 / (2.5)

Ei=E3=A, By=FE, = —A.

Los autoestaqdos de Hy son independientes de g, y sélo dependen de la diferencia

entre g, — g, asi que para ambos casos los autoestados de H estan dados por:

W2 = SO+ L) + 11 + [L7)]

) = (1) = (1)

¥ = = (1) = [11)

W) = T+ L)~ 1) — ). (26)

Acontinuacion, estudiaremos la generacién de entrelazamiento en ambos casos
de degeneracién espectral. Evaluaremos la concurrencia como una funcién del

tiempo y calcularemos la taza a la cual el entrelazamiento se pierde.



2.3. Generacion de entrelazamiento 22

2.3. Generacion de entrelazamiento

Escribamos el sistema de ecuaciones (2.3) en la base de autoestados del
hamiltoniano para el conjunto de parametros que lleva a la ecuacién (2.6). Es
imporatante notar que para un par de niveles degenerados, la densidad de ruido
espectral es S (w;;) ~ o', tal que, para temperaturas bajas podemos asumir que
S (wjj) ~ 0. Para un par de niveles no degenerados, la densidad espectral viene
dada aproximadamente por S (w;;) ~ aw. Con esta informacién, estableceremos
el sistema de ecuaciones correspondientes a los casos (i) or (i7) . Por ejemplo el

sistema de ecuaciones que resulta para el caso (i) estd dado por

pun = —4Aapy +4Aaps

P2 = —6Aapyw +4Aapi; + 2Aapsy — 3Aa(py + p14)

P33 = —2Aapss + 2Aapss + Aa(pis + par)

paa = —4Aapas + 2A0p20 + 2A0ps33 + 2A0(p1a + par)

pr2 = —(BAa+4iA)p12 + 4Aaps — 3Aapay (2.7)
p13 = —3Aapiz + Aapsy

pra = —(4Aa+ 2iA)p14 + 2Aap1; — 3Aapas + Aapss

P23 = —(4Aa — 4iA)pas

por = —(BAa — 2iA)pay + 2Aapss — 3Aapis + 2Aaps

P30 = —(BAa+ 2iA)p3s + 2Aaps3 + Aaprs + 2Aaps;

En este problema debemos distinguir dos escalas de tiempo relevantes que dom-
inan la dindmica. Existe un comportamiento rapidamente oscilante asociado al
pardmetro A, el cual provoca transiciones entre los estados {|T1), [11),|TL), [IT)}
Por otro lado, tenemos una escala de tiempos lenta Aa asociada a los campos

fluctuantes, la cual provee el decaimiento de la coherencia. Una solucién analitica
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exacta es dificil de obtener. Sin embargo, considerando las dos escalas de tiempo
diferentes, podemos obtener una solucién aproximada usando un acercamiento
perturbativo en la escala de tiempos lenta A«, asumiendo que la matriz densidad

se puede expandir como

0 1
pis = Py + Py + e (2.8)

donde pz(»f) es el k-esimo orden de perturbacién en Aa . Reescribiendo el sistema

en una notacién conveniente, esto es,
PO+ pW 4= (Lo + L) (0@ + pM + ..., (2.9)
tenemos que
o0 = Lyp®
oM = Lop™M + Lyp© (2.10)

donde Ly es la matriz a orden cero en Aa y L; es la matriz a primer orden en
A« obtenida de la Ecuacién (2.7). Las soluciones formales pueden ser escritas

como
pO(t) = ehp0(0)

(1) Lot (1) Lot t —LoT (0) (2.11)
pM(t) = elotpM(0) + elot [e=LoT Ly pO(7)dr
0

Las condiciones iniciales son independientes de Ac«, tal que pgf)(O) = 0 para
,j=1,.,4y k>1

Partiendo de este sistema de ecuaciones, podemos enfocarnos en algin ca-
so de interés. Por ejemplo, consideremos un estado inicial separable |171). Este
estado puede ser reescrito en la base de autoestados (2.6)), dando

1

1
/5 |W3) + 5 |Wy) (2.12)

1
IT1) = 3 |W1)
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Figura 2.1: Evolucién de la concurrencia C'(t) para el caso (i) y los qubits
inicialmente en el estado |17). Linea sélida: célculo numérico exacto para o =
1073; Linea segmentada: calculo numérico exacto para o = 0; Linea punteada:

célculo numérico aproximado partiendo de Ec.(2.11).

Este estado no tiene componente inicial en el estado |¥s). De las soluciones dadas
por las ecuaciones (2.11)), vemos que la evolucién dindmica a orden cero en A«
ocurre en un subespacio restringido {|¥;),|WVs3), |¥4)} donde los elementos que
involucran a |Ws) aparecen sélo como una correcién a primer orden en A« para
p2o. Con estas soluciones podemos evaluar el efecto del ruido sobre la evolucién
del entrelazamiento.

El entrelazamiento de un sistema bipartito sera evaluado usando la defini-
cién de concurrencia dada por C(p) =max{0,\; — Aa — A3 — A4}, donde \; s
son las raices cuadradas de los autovalores de the matrix pp ordenados en orden
decreciente, donde p = 0, ® o,p*0, ® 0, [17]. La figura (2.1) muestra la solucién
numérica exacta y la aproximada obtenidas de la ecuacién (2.11), comparada

con el caso sin ruido o« = 0. Una primera observacion de la figura (2.1)), es que



2.3. Generacion de entrelazamiento 25

el periodo de oscilacion para la concurrencia es el mismo para ambos casos y su
valor maximo se alcanza en el tiempo t,, = (2n+1)7/2A conn = 0, 1,2...00. Una
expresion exacta para la concurrencia es dificil de obtener desde las soluciones
para la dindmica. Sin embargo, podemos calcular una expresiéon perturbativa
para la concurrencia partiendo de la solucién perturbativa en (2.11). Esta ex-

presién como funcién de A« viene dada por

pp = p 0001 + O (O () + pN (1) (1)...

que en una notaciéon mas conveniente, se escribe como
pp=MO@) + MYE)+ M + . (2.13)

donde M®)(t) son las contribuciones de k-esimo orden en A« en el producto pp.
Los autovectores y autovalores de pp en la ecuacion (2.13)) se pueden calcular
usando un acercamiento perturbativo en el parametro Aa. Resolviendo el prob-
lema a orden cero M@ (t) = p( ()5 (¢) y luego calculando las correciones en

A« [37], obtenemos

CT(?) (t) = \/% (1 —cos2tA) —« (% sin 2tA + 2tA — 3tA cos 2tA)

—ga (tA - %sin 2tA> . (2.14)

La figura (2.2) compara esta expresién para la concurrencia con el célculo
numeérico exacto.

El primer término dentro de la raiz cuadrada corresponde a la evolucion
periddica del entrelazamiento en el caso sin ruido. El estado que se genera al

tiempo t, = (2n + 1)m/2A con n = 0, 1,2...00 viene dado por

1 1
—|‘I’1>—E

1
Us) — —|Uy).
; W5 — 5 0)

(Wit (te)) =
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Figura 2.2: Evolucién de la concurrencia C'(t) para el caso (i) y los qubits
inicialmente en [17). Linea sélida: cdlculo numérico exacto; Linea segmentada:

calculo perturbativo.
En la base usual, este estado se escribe como:

Wy () = 5 (IT) + 1) 1) + % (T = 1IN 1 (2.15)

DN | —

esto es, un estado de Bell rotado en la base del primer qubit. El efecto del ruido
sobre esta clase de estados, puede ser tomado en cuenta evaluando la taza de

concurrencia en los tiempos ¢, = (2n + 1)7/2A obteniendo:
O (t,) = 1 — dalt,, (2.16)

donde podemos definir la taza a la cual el médximo de entrelazamiento se pierde
(1) _
I = 4daA.
También, se obtiene una situacién similar para el mismo conjunto de paramet-
ros si el estado inicial es ahora el estado desnudo || |). En este caso, la evolucién

unitaria conducira el estado

W11 () = 5 100 + 5 19) = 5 |9)
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el cual es
W1 () = 5 (1) = T T+ 5 (1) + 1) L) (217)

El decaimiento correspondiente del entrelazamiento en los tiempos ¢, = (2n +
1)m/2A es el mismo que antes C’ﬁ) (t.) =1 — 4aAt,.

Elijamos el caso (i), el cual corresponde a estados doblemente degenerados
dados por {|Uy),|Us3)} v {|¥2),|Vs)}. Como hemos mencionado, en este caso
la dindmica de los dos qubits bajo un reservorio se ve menos afectada por el
ruido [31]. Esto se ilustra en la figura (2.3) donde un cdlculo numérico exacto
para la evolucién del entrelazamiento, partiendo del estado |TT) , se compara con

la expresion perturbativa obtenida para la concurrencia

o) = 5 (1—cos2tA)
b Snaa — Lsin2A — 2t
————(— Sl — — Sln —
1 —cos2tA 4 8

1
~3 sin 6tA 4 3tA cos 2tA — tA cos 4tA)]Y/?

1
—%(m — 5 sin20A) (2.18)

Como se puede deducir de esta figura, el tiempo donde se alcanza el estado
aproximadamente entrelazado de dos qubits partiendo de el estado inicial |T71)
(lo mismo ocurre para ||])), es el mismo que antes, t = t, = 7/ (2A), y con-
duce también a los mismos estados maximalmente entrelazados (2.15) y (2.17)
respectivamente. La taza de decaimiento para este caso, se obtiene evaluando
C’T(?) (t) en los tiempos ¢, = (2n + 1)7/2A de una forma similar a lo hecho para
(2.14):

O (t,) = 1 — 20t (2.19)
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Figura 2.3: Evolucién de la concurrencia C (t) para el caso (i) y los qubits
inicialmente en |11). Linea sélida: cdlculo numérico exacto; Linea segmentada :

calculo perturbativo.

Cuando el estado inicial estd en el subespacio {|T]),|[1)}, la evolucién de-
pende si el acoplamiento entre los qubits se fija como (i) g, = A/2,9, = g. = A
o (i) g, = 0, gy = g. = A/2. Si escogemos el caso (i) y el sistema de dos
qubits inicialmente en el subespacio {|T]),|l1)}, la dindmica a orden cero ocur-
rird en el subespacio de los tres autoestados no degenerados {|W;) ,|Wsy),|Wy)}.
Las contribuciones en el estado |¥3) aparecen sélo a primer orden para el ele-
mento de matriz ps3. Las diferencias de energia entre los estados son 2A y 4A
como se muestra en la Fig. (2.4a). Como mencionamos antes, cuando el sistema
esta inicialmente en el subespacio {|17),]l1)}, la contribucién en el estado |¥5)
aparece a primer orden para el elemento de matriz pys y a orden cero la evolucién
dindmica ocurre en el subespacio {|¥;),|W¥3),|Ws)}, donde los estados |¥y) y
|W3) son degenerados. En este caso, las diferencias de energia entre estos estados
son 2A. Asi, las oscilaciones son mas lentas que para el caso cuando el estado

estd inicialmente en el subespacio {|T]),|l1)}. Por otro lado, para el caso (ii) de
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Figura 2.4: Esquema de niveles que muestra las transiciones entre los estados
para (a): caso (i) ; (b): caso (ii). Lineas solidas: el estado inicial estd preparado en
el subespacio {|11),]l])}; Lineas segmentadas: el estado inicial estd preparado

en el subespacio {|T]),[lT)}.

la Fig. (2.4b), podemos ver que, en términos de la energia, no es importante en
cual de los subespacios se prepare el sistema inicialmente, dado que para ambos
casos obtenemos transiciones idénticas en términos de las diferencias de energia
entre los niveles que involucran en la dinamica. Este hecho explica por qué la
concurrencia en el caso (i) oscila més rapido que en el caso (ii), cuando el sis-
tema estd preparado inicialmente en el subespacio {|T]),[/1)}. Como se puede

ver para el caso sin ruido (a = 0), las concurrencias para los casos (i) y (i7) son

C’%i) (t) = [(1 — cos 6At) /2% y CT(?) (t) = [(1 — cos 2At)/2]"/* respectivamente.
De la discusién precedente, es claro que la eleccion de los acoplamientos entre

los qubits afectara el tiempo de las oscilaciones t. del entrelazamiento, como

también el estado entrelazado final. Para el caso (ii) y los qubits inicialmente

en el estado |T]), tras un tiempo t, = 7/ (2A) deberiamos obtener estados
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maximalmente entrelazados, dados por:

W1 () = 5 (1) + 1) 1T + 5 (1) ~ 1D 11 (220)

Los efectos del reservorio se obtienen de la misma forma que en las discusiones

previas, la concurrencia a primer orden en delta A« viene dada por:

i 1
o) = 5 (1—cos2tA)
o 3 9
——————(=sin4tA — —sin 2tA — 2tA
+1—cothA(4smt 831nt t

1
~3 sin 6tA 4 3tA cos 2tA — tA cos 4tA)]Y?

S - %sin 2A) = (1) (2.21)

Evaluando esta expresién en los tiempos t, = (2n + 1)7/2A obtenemos:

CfP(t,) = 1 — 20t (2.22)

Por otro lado, para el mismo estado inicial pero considerando el caso (i) y
te = m/(6A), el estado entrelazado esta dado por la expresion:

Wi (1) = 3l DT + L)

1 . 1 . 1
+ (_elw/S_i__em/S_i_Z) |T~L>

4 2
1 _. 1. 1
- —im/3 _ ~ im/3 - 2.9

donde la concurrencia en este caso esta dada por:

. 1
o) = 5 (1 cos6iA)
o 3 9 1 3
—————— (= sin2tA — ZtA + —sin4tA — = sin 6tA
+1—COS6tA(4sm 2 +28m 28m6
3 1 5
+4_1 sin 12tA — 2 sin 14tA 4 TtA cos 6tA — §tA cos 12tA)]*/?
o'

1
—§(tA +3 sin 2tA) (2.24)
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Figura 2.5: Evolucién de la concurrencia C' (t) para el caso (ii) y los qubits
inicialmente en [1]). Linea sélida: cdlculo numérico exacto; Linea segmentada:

calculo perturbativo.

Esto significa que alrededor del maximo, la concurrencia decae como:
Cf)(ta) = 1 — dalt,,. (2.25)

con t, = (2n+1)7/6. Si aplicamos el mismo procedimiento, pero el sistema
inicialmente en el estado |]1), es posible encontrar también para tiempos t, =

7/(2A) y t. = w/(6A) estados entrelazados para ambos casos (i) y (i7).

2.4. Conclusion

En este capitulo, hemos estudiado la evolucion del entrelazamiento cuantico
en un sistema de dos qubits acoplados mediante la interacién de intercambio
de Heisemberg, los qubits han sido inicialmente preparados en estados separa-
bles como condiciones iniciales y sujetos a campos externos aleatorios. Hemos

estudiado y caracterizado la pérdida de entrelazamiento cuantico debida a los
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Figura 2.6: Evolucién de la concurrencia C'(t) para el caso (i) y los qubits
inicialmente en [1]). Linea sélida: cdlculo numérico exacto; Linea segmentada:

calculo perturbativo.

efectos del reservorio, calculando la Concurrencia para un sistema bipartito.
Hemos mostrado que mediante una eleccién apropiada de acoplamientos entre
los qubits (g, gy, g-), se pueden preparar estados altamente entrelazados. Este
entrelazamiento y sus tiempos caracteristicos de decaimiento son dependientes
de la condicién inicial. Aunque el caso estudiado es un caso particular para las
elecciones de los parametros de acoplamiento, hemos encontrado que en el caso
de doble degeneracion espectral, las tazas de decaimiento son mas lentas que

para los casos de s6lamente una degeneracién espectral.



Capitulo 3

Cambios abruptos en la dinamica

del desentrelazamiento cuantico

En este capitulo estudiaremos la evolucion del entrelazamiento cuantico para
sistemas bipartitos de dimension d cada uno. Estudiaremos el caso de dos qutrits
(sistemas de tres nives) interactuando con sus respectivos reservorios a cero tem-
peratura en el marco general de la dindmica markoviana [89]. Ademads, estudi-
aremos el caso de dos atomos de dos niveles interactuando con sus respectivos

reservorios en el marco del modelo de Dicke.

3.1. Introducciéon

El entrelazamiento cuantico se ha convertido en uno de los conceptos y re-
cursos fundamentales para Informacién y Computacién cuantica [3], no solo
por sus propiedades fundamentales interesantes sino que también por su po-
tencial aplicacién a criptografia cudntica [38,139], teleportacién cudntica [40],

etc. Recientemente el interés por el comportamiento del entrelazamiento bajo

33
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un reservorio disipativo ha atraido el interés por el descubrimiento de nuevas
caracteristicas, tal como la muerte subita del entrelazamiento. Este fenémeno
aparece cuando tenemos dos qubits, los cuales son afectados por sus respectivos
reservorios descorrelacionados [41,[17]. En particular, este fendmeno ha sido es-
tudiado para la clase de estados mixtos denominados estados X [72,51] y para
los estados de Werner [44].

Por otro lado seria interesante investigar qué pasa si consideramos con los
sistemas cuando estos tienen mayor dimensién. Como es bien sabido, el con-
tenido de entrelazamiento para un sistema compuesto por dos qubits esta bien
caracterizado a través de la concurrencia [17,/54]. Sin embargo, una férmula
exacta para cuantificar el grado de entrelazamiento para un sistema bipartito
de dimensiones arbitrarias ha sido un problema realmente dificil y sin solucién
hasta el momento. Para un sistema bipartito de dimension arbitraria, en un es-
tado puro, se ha propuesto una expresion para determinar su entrelazamiento,
es el llamado tangle [21]. Para el caso mas general de un estado mixto, solo muy
recientemente, algunos criterios para cuantificar el entrelazamiento han apare-
cido [55,56,22]: (7) el criterio de la traspuesta parcial (criterio PPT) [23,24] y
(1) el criterio del realinamiento [55,56]. En un trabajo reciente [22], estos dos
criterios se han unificado para dar una medida general para el entrelazamiento
de formacién y una expresién analitica para la cota inferior.

En este capitulo estudiamos la evolucién del entrelazamiento para sistemas
bipartitos usando la cota inferior para el entrelazamiento de formacién propuesta

por Chen et al. [22].
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3.2. Dinamica del desentrelazamiento para qutrits

fotonicos bajo disipacion

Comenzaremos estudiando un sistema fisico compuesto de dos cavidades,
cada una acoplada independientemente a su propio reservatorio. Si consideramos
el caso del limite de temperatura cero, la ecuacién maestra para el sistema total

esta dada por

p= 0 [2ApAl — Alap - pala). (3.1)

1,2
donde A;, AZT describen los operadores de aniquilacion y creacién para los modos
bosénicos y p es una matriz densidad 3 ® 3 en la base computacional {| 0), | 1), |
2)} ®{] 0),] 1),| 2)} de ambos qutrits, las cuales representan a cavidades las
cuales tienen 0, 1 6 2 fotones respectivamente. En este marco fisico, resultados
numéricos muestran que ||p™ || > ||R(p)|| para todos los tiempos, esto es, A =
HpTA H en Ec. 1.40. Entonces, con el propdsito de obtener expresiones analiticas
para el entrelazamiento, nos enfocaremos en la cantidad A = HpTA ||

Estamos interasados en cémo el mecanismo de decoherencia descrito por la
Ec.(3.1) afecta el entrelazamiento del sistema 3 ® 3-dimensional. Como un pun-
to de partida, podemos estudiar los efectos disipativos sobre la evolucion del
desentrelazamiento de todos los estados de Bell posibles que se puedan definir
para dos qutrits. En la Fig.(3.1) se muestra, la evolucién del entrelazamiento
dada por 1.40 y la entropia lineal s(t) = 1 — trp% para los nueve estados max-
imalmente entrelazados que se pueden formar de los dos qutrits. De calculos
numeéricos, los nueve estados maximalmente entrelazados se pueden dividir en
dos grupos, dependiendo de la porsiéon del espacio de Hilbert que ellos ocupan
inicialmente. Los dos grupos de estados maximalmente entrelazados aparecen de

acuerdo al nimero de exitaciones que tienen inicialmente: (a) el primer grupo
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Figura 3.1: Evolucién del EOF E(t) y la entropia lineal s(t) para los nueve
estados maximalmente entrelazados. Linea sélida corresponde al grupo (a) de
estados maximalmente entrelazados {|¥,)}. Linea segmentada corresponde al
grupo (b) de estados maximalmente entrelazados {|¥,.1), |Va2)} con a =0,1,2

ec. (1.27).

que contiene hasta cuatro exitaciones esta compuesto por los estados {|W,. )},
(b) el segundo grupo que contiene hasta tres exitaciones esta compuesto por los
estados {|W,,1)}, y compuesto por los estados {|¥,2)}, cona =0, 1,2 ec. (1.27).
Para ambos casos, podemos observar de la Fig. 3.1/ que para los estados iniciales
maximalmente entrelazados, el desentrelazamiento decrece asintéticamente.
Consideremos estudiar la evolucion de estados iniciales mixtos. Con el propos-

ito de hacer esto consideremos una generalizacién particular de estados “X” [51]
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para un sistema de dos qutrits, de la siguente manera

1 000 XM 00 0 X
00000000 0
000000000
00000000 0
pPO)=%2]1 X 000 1 00 0 X |, (3.2)
000000000
00000000 0
000000000 0
X 000 X 000 1

donde los \; son parametros reales, los cuales varian desde \; =0 a \; = 1. Es-
tos corresponden a una modificacion de los estados maximalmente entrelazados
|Wo0), para Ay = Ay = A3 = 1. En los casos extremos, para \;’s =0, tenemos
estados separables, mientras que para \;’s =1 tenemos un estado maximalmente
entrelazado. No es dificil darse cuenta que esta clase de estados es una general-
izacion de la clase de estados llamados “X”, estudiados para sistemas bidimen-
sionales [72,51]. Como podemos comprender facilmente de la dindmica dada

por Ec. (3.1), este estado inicial visitara una porsién del espacio de Hilbert que
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recuerda a la compuesta por una matriz 3-X, la cual tiene una estructura:

pnu 0 0 0 p5 0O 0 0 pp
0 pao 0 0 0 pg 0 0 O
0 0 py O 0 0 0 0 0
0 0 0 pgu 0 0 0 ps O
p(t)=1 pis O 0 pss 0 0 0 pso |- (3.3)
0 p3g 0 0 pe 0 O O

0 0 pis 0 0 0 pss O
0 psg 0 0 0 pog

0
0
O 0 0 0 0 0 pmr 0 O
0
0

Pro 0
Acontinuacion analizaremos la dindmica del destrentrelazamiento mostrando
efectos interesantes, los cuales surgen cuando se consideran estados iniciales mix-
tos de esta clase. La Ec. (3.1) se puede resolver para constantes de decaimiento
arbitrarias, pero por simplicidad reduciremos el problema a un caso méas simple
['y =Ty =T La Fig.[3.2 muestra la evolucién de A(t) para A = 0,1. Como obser-
vamos, A(t) experimenta cambios abruptos a lo largo de su evolucién, exhibiendo
discontinuidades en su derivada, que finalmente evoluciona a una muerte abrupta
del entrelazamiento. Comparada con el caso de dos qubits, este es un compor-
tamiento mas interesante del desentrelazamiento. De la definicién de A(t), esta
caracteristica debe estar cercanamente relacionada con la dependencia tempo-
ral de los autovalores M = p’ . (pTA)T. En nuestro caso, calculos numéricos y
analiticos para M se pueden realizar. De los calculos numéricos podemos decir

que los cambios abruptos estan dominados por el comportamiento de un grupo
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Figura 3.2: Evolucién de A(t) para estados iniciales mixtos de la Eq. (13.2) con

A = 0,1 como una funcién del tiempo adimensional I't.

restringido de autovalores dados por:

By (1) = (pr212)” + (011,22)2 — 2p12,12P11,22,
By (t) = (poo,11)” + (po1,01)° — 200,11 P01,01, (3.4)
E3(t) = (000,22)2 + (P02,02)2 — 200,22002,02

donde
_ 2 (,—3Tt _ _,—4I't
P12,12 = 3 (6 e )
_ A 3Tt
P11,22 = 3€
2\ — AN - _
poog1 = e 3 — e 4 N T (35)
_ 9, —30t T, -2t _ 2 _—Alt Tt '
pot,01 = 2e 3€ s¢ " Fe
_ A, -2t
Poo,22 = 3€
23Tt | 1,40t | 1 _-2T't
P0o2,02 = —3¢€ + 3¢ + 3¢

son los elementos de matriz p;; . Estos autovalores (3.4) estan graficados en la
Fig. 3.3, donde observamos que los tiempos en los cuales estos alcanzan un valor
cero estan en exacto acuerdo con los tiempos donde se producen los cambios

abruptos en la evolucion del entrelazamiento. Estos tiempos se pueden calcular
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Figura 3.3: Autovalores relevantes de la matriz M para el caso mostrado en

Fig. 3.2
analiticamente en términos del pardmetro A\ desde Ec. (3.4):
i =(2/(2= ), ta = In(1/(1 = X)), ts =In(1/(1 =VX)).  (3.6)

La Figura 3.4 muestra los comportamientos suaves de estos tiempos como una
funcion del parametro A, definiendo estados particulares mixtos de dos qutrits.
Desde este cuadro podemos darnos cuenta que los cambios abruptos en la dindmi-
ca del desentrelazamiento apareceran para cualquier valor de A\ en el intervalo
[0, 1] . En particular, para los tres estados maximalmente entrelazados correspon-
dientes a (a), el grupo definido por |V, ), experimentaran cambios abruptos en
t; = In2, los tiempos del segundo y tercer cambio abrupto, el cudl es el ESD,
tienden a infinito, mostrando que el desentrelazamiento decaera asintoticamente.
Como veremos, las mismas caracteristicas estan presentes para los dos grupos
restantes. Notemos que este resultado difiere subtancialmente de su contraparte
de dos qubits, donde los estados maximalmente entrelazados correspondientes

se desentrelazan suavemente [72]. Notemos también que estos cambios abruptos
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Figura 3.4: Tiempos para los cambios abruptos de la dinamica del desentrelaza-
miento como una funcién del parametro A. Linea sdlida corresponde al primer
cambio abrupto, la linea segmentada corresponde al segundo cambio abrupto y

la linea segmentada con puntos corresponde al ESD.

pueden ser matematicamente interpretados como discontinuidades de la deriva-
da para la expresion A(t) = 37 \/E; (t), un cambio abrupto en la evolucién
de A ocurre cuando uno de estos nueve autovalores F; se anula, como se observa
en la Fig. 3.2. Hasta ahora, el analisis para explicar estos cambios abruptos en la
evolucién del entrelazamiento ha sido en términos de los autovalores de la matriz
M. Sin embargo, también podemos entender estos cambios abruptos en A(t), ob-
servando el comportamiento de los autovalores de la matriz traspuesta parcial
pTA. En nuestro caso solo existen tres autovalores negativos que nos entregan
informacion sobre estos cambios abruptos y estan graficados en la Fig. 3.5, Nota-
mos que estos autovalores van de negativos a positivos para tiempos especificos,
los cuales estan de acuerdo con los cambios abruptos en la evolucién del en-
trelazamiento. En otras palabras, la taza de desentrelazamiento cambia cuando

el rango de la matrix traspuesta parcial cambia abruptamente, hasta que el
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Figura 3.5: Autovalores relevantes de la matriz traspuesta parcial p’4.

entrelazamiento desaparece. Podemos asociar a cada autovalor de p un cor-
respondiente operador testigo de entrelazamiento, tal que «; (t) = Tr (W;p (1))

con 1 =1,2,3 y cada W; esta dado por

Wi = 3 [121)(21] — [11)(22] — [22)(11] + [12)(12]],

Wy = % [|10)(10| — |00)(11] — |11)(00| + |01)(01]], (3.7)
Wy = 5 []02)(02] — |00)(22| — |22)(00| + [20)(20]] .

A tiempo t = 0, todos los operadores pueden ser usados para caracterizar el
entrelazamiento de p. A medida que el tiempo transcurre, estos operadores van
perdiendo su capacidad para detectar entrelazamiento, hasta que ya no hay
entrelazamiento.

La Figura 3.6/ muestra la evolucion del entrelazamiento para dos casos, la
linea solida corresponde a un estado inical puro en un subespacio bidimensional
{] 11),] 22)}, la cual recuerda el comportamiento observado para dos qubits [72].
En este caso solo tenemos un cambio abrupto en la evolucién que corresponde

a la muerte repentina del entrelazamiento, tal como se espera. Si miramos los

autovalores de M, vemos que en el tiempo en que A se anula, existe también
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Figura 3.6: Evolucién del entrelazamiento para el caso mostrado en la Fig. 3.1
(linea segmentada) para A = 0,15 y para un estado inicial en el subespacio {| 11),

| 22)} (linea solida) para A = 0,2

un autovalor que se anula, indicando que un cambio abrupto ha ocurrido. Una
conclusion similar se puede obtener al mirar la negatividad en ves de la concur-
rencia para el caso de dos qubits. Ahora, si analizamos a los otros miembros del
grupo, vemos que ellos se comportan de la misma manera.

Ademads, podemos explorar la evolucion del entrelazamiento para un estado
inicial puro no maximalmente entrelazado, por ejemplo, | ®) = « | 00) + 3 |
11) + v | 22). Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, consideraremos «,
By v como parametros reales. En este caso, una dindmica mas variada puede
ocurrir. Dependiendo de la eleccién de las amplitudes podemos tener decaimien-
to asintético, muerte subita, cambios abruptos 6 una combinacién de ellos. Los
tiempos que corresponden a los cambios abruptos y a la muerte stubita del en-

trelazamiento se pueden calcular apartir de los autovalores relevantes asociados
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a pt4, los cuales corresponden a

a1 = P1212 — P11,22,
Q9 = 001,01 — 000,11, (3-8>
a3 = 002,02 — 000,22,

donde los elementos de matriz estan dados por

pr2az (t) = 292 [3—3“ _ e—4Ft} ’

prioa (t) = [ye 3

o (6= 77 2 — 1) 4.6 (31— =2
] 39

00011 (1) = afBe ™ — 4By [e72t — LemTt — 1e=301]

002,00 = (t) 292 [RemiTt 4 L2t — o=301] |

00022 (t) =  arye

Apartir de estas ecuaciones podemos ver que los tiempos para los dos primeros

cambios abruptos y la muerte repentina del entrelazamiento son respectivamente
__1 B
tl = _Fh’l(l_%)’

12

1/3
—tm 1= 2 (14 e - (9] (3.10)

t;;z—%ln( —g),
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0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 3.7: Evolucion del entrelazamiento para estados iniciales puros no max-
imalmente entrelazados. Linea segmentada corresponde a o = 0,2386, § =
0,9545, v = 0,1790 y la linea solida corresponde a o = 0,1790, 3 = 0,2386,
v = 0,9545.

donde

Z=5 —27—+3f\/1—10—+27<52)2. (3.11)

De estas expresiones podemos deducir diferentes dinamicas para el entrelaza-
miento, siendo estas : (i) decaimiento asintético para (o > 3 > 7), (ii) un
cambio abrupto y decaimiento asintdtico para (> a >, 6 a > v > f3), (ii7)
dos cambios abruptos y decaimiento asintético para (8 > v > «), y (iv) dos
cambios abruptos y muerte siubita del entrelazamiento para (y > f > «). La
Figura 3.7 muestra dos casos particulares de evolucién dindmica para los casos
(i) y (iv).

Un estudio similar se puede hacer con los restantes estados maximalmente
entrelazados, que corresponden a la clase de estados de hasta tres excitaciones.

Partiendo de una forma analoga como se hiso para el caso anterior, podemos



3.2. Dinamica del desentrelazamiento para qutrits fotonicos bajo

disipacién

46

definir estados iniciales de la forma

o O o o o o o o o

o O o o o o o o o

o > O O O > = o O

o > O O O = o> O O

o O o o o o o o o

o O o o o o o o o

o O o o o o o o o

_ o O O > >» O o

O

o O o o o o o o o

(3.12)

Como se puede ver de la evolucion de este estado bajo disipacion, este ocupa

una porcion del espacio de Hilbert de tal forma que evoluciona a un estado como

P11
0

0
0
p(t) =1 pis
0

0
0
0

0
P22
0
0
0
0
Pa7
0
0

0 0 pis
0O 0 0
pss p3a 0
P34 Paa 0
0 0 pss
0 0 0
0 0 O
P3g Pig 0
0O 0 0

o O o o o o o o

e}

P21
0
0
0
0

pPr7
0

0

o O

P38

P48
0

0
0

o O o o o o o

pss 0O
0 0

, (3.13)

Este estado recuerda al estado X definido en [511/72]. Como hemos dicho antes,

todos los estados pertenecientes a esta clase presentan el mismo comportamiento

en la evolucion del entrelazamiento. La Figura 3.8 muestra la dindmica del

desentrelazamiento para esta clase de estados. Una primera observacion es que
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1.0 15

Figura 3.8: Evolucion del desentrelazamiento para estados asociados al grupo

(b) con A = 0,3.

la evolucién del desentrelazamiento experimenta solo un cambio abrupto antes
de decaer asintoticamente. Este comportamiento particular se puede entender
observando el correspondiente autovalor de p’™ asociado a la familia de estos
estados. Consideremos la familia de estados |¥, ;). En este caso existe solo un

autovalor asociado a p4, que se anula y estd dado por

Xa,1 = % (p11,11 + p20,20) — X, with

(3.14)
X = % (\/4 \P10,21’2 + (P11 — 020,20)2) ,
donde los elementos de matriz estan dados por
020,20 (t) = pP21,21 (O) g2l (1 — G_Ft) ,
p1111 (t) = 2pa1 21 (0) e 21" (1 — e*Ft) , (3.15)

p1o21 (t) = pro21 (0) e 27,
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para la familia de estados |V, ), podemos observar que esta familia se puede
obtener via operaciones locales desde el estado |¥, 1), asi que el entrelazamiento
es el mismo. De estas ecuaciones podemos calcular el tiempo para el cual el
cambio abrupto ocurre y es igual para ambos casos, este viene dado por la
expresion

tp = —% log (1 — %) : (3.16)

Como en el primer caso, las dos familias de estados maximalmente entrelaza-
dos corresponden a A = 1, por lo cual estos experimentan un cambio abrupto
en su dindmica de desentrelazamiento en ¢, = —log (1 — 1/v/2) /T.

Con el propésito de estudiar un comportamiento completo para la dindmica
del desentrelazamiento correspondiente a estos casos, supongamos inicialmente
un estado no maximalmente entrelazado en los correspondientes subespacios.
Para el grupo (b), si el subespacio es inicialmente compuesto por los estados
{]02), |10), |21) }, un estado puro no maximalmente entrelazado se puede escribir
como | ®) = a | 02) + 3 | 10) + ~ | 21), donde A, # and v son amplitudes
complejas. Debido al caracter no simétrico de este estado, la evolucion del en-
trelazamiento no exibe una dinamica muy variada como en el caso previo. En
particular, hemos encontrado que la dinamica del desentrelazamiento exhibe
un cambio abrupto y decaimiento asintético dependiendo de la eleccion de las
amplitudes iniciales. La solucion general para el correspondiente autovalor neg-
ativo de la pT4 que se hace cero estd dado por la Ec. (3.14). De esta ecuacién,

encontramos que el tiempo para que este cambio abrupto ocurra es:

_ L (1o P
T = Flg(l \/§IV|>' (3.17)

Podemos ver en esta expresion que la dinamica del desentrelazamiento exhibira:

(i) un cambio abrupto y decacimiento asintético para (|y| > |8 /v2), y (i)
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15

Figura 3.9: Evolucién del desentrelazamiento para estados puros no maximal-
mente entrelazados asociados al caso (b) . Linea segmentada corresponde a los

estados |¢1) y la linea sélida corresponde a los estados [1).

decacimiento asintético para (]v] < 8] /v/2) . Figura (3.9) muestra la evolucién
del entrelazamiento para el estado |¢1) = «|02) + 5]10) + v|21) el cudl exper-
imemta decaimiento asintGtico y para el estado [11) = «|02) + v|10) + 3|21) el
cual experimenta un cambio abrupto para luego decaer asintéticamente. Este
resultado difiere del caso de dos qubits, donde los estados no simétricos ex-
perimentan solo decaimiento asintético [72]. En este caso, las amplitudes son
a = 0,0656, = (0,9843)i y v = 0,1640. Por otro lado, si comenzamos inicial-
mente en un estado formado por la superposicién de los estados {|01),]12), |20)}
llegaremos a las mismas conclusiones debido a que cualquier estado de es-
ta clase puede ser obtenido mediante operaciones locales partiendo del estado

| ®) = o | 02) + 3] 10) +~ | 21).
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3.3. Dinamica del desentrelazamiento para qutrits
atéomicos bajo disipacién

Ahora nos gustaria estudiar el comportamiento de la dindmica del desentre-
lazamiento para el caso de un par de qutrits atémicos. Consideremos que los
atémos estan igualmente acoplados al mismo reservorio tal que, un mecanismo
de decaimiento colectivo este presente [57]. Es importante notar que este mod-
elo nos dice que, cuando el sistema esta inicialmente preparado en un estado
de Dicke simétrico, el sistema evolucionara solo dentro del subespacio simetrico.
Esta propiedad del modelo nos permite tratar, por ejemplo, dos atémos de dos
niveles cada uno como un sistema efectivo de tres niveles, comunmente llamado
qutrit. Considerando el caso de cero temperatura como en las secciones previas,

la ecuacién maestra viene dada por

p= 3 @I~ S0 = ) 315)

donde ji son los operadores atomicos colectivos de momento angular de subida
(bajada). Como en el primer caso, mostraremos que este sistema en general
exhibe las mismas caracteristicas que el caso previamente estudiado.

Con el propédsito de estudiar la dinamica del desentrelazamiento para este
sistema, consideraremos estados iniciales de la forma Ec. (3.2). Para este sis-
tema fisico la dinamica del entrelazamiento se puede dividir en la misma clase
de estados antes mencionados. De la condicién inicial (3.2) y considerando la
evolucién dada por (3.18), observamos que la matriz densidad evoluciona como
la Ec. (3.3). Esto implica que la dindmica del desentrelazamiento exhibira tres
cambios abruptos, siendo el ultimo la muerte stubita del entrelazamiento. Esto

se puede ver facilmente analizando los autovalores relevantes en la matriz p’4,
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la cual para un estado inicial con parametros reales, estan dados por la ecua-
ciones (3.8). Naturalmente, los mismos operadores testigo de entrelazamiento
dados por las ecuaciones (3.7) se pueden asociar a este caso. En particular en
este caso los elementos de la matriz densidad bienen dados por:

poror (t) = e,

pooat () = Q ;

progs () = 2 (20t +1) (e — e~11t) — 1 (2D¢e21)?
(3.19)

s (£) = S (1721 86T 1. 5)

Pozo2 (t) = s [1 — e (1 4 2T'¢)]
poo,22 (t) = %672”-

Podemos darnos cuenta apartir de estas ecuaciones que para este sistema
fisico, existe un tiempo, el cual puede ser calculado analiticamente y esta aso-
ciado al autovalor as, mientras que los tiempos restantes asociados a los au-
tovalores a;; v a3 solo pueden ser calculados numéricamente ya que para estos
tenemos ecuaciones trascendentales. En general, si consideramos un estado mix-
to complejo inicial, la expresion analitica para este tiempo en términos de los
elementos de la matriz densidad estd dado por ¢; = |pgo.11(0)|/2I poo,00(0). Este
tiempo siempre tiene un valor finito, para un estado inicial puro, lo cual es esen-
cialmente diferente del caso previo. En particular, para el estado de la Ec. (3.2)),

este tiempo en términos del pardmetro A esta dado por

A

=2
7 or

(3.20)
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Figura 3.10: Autovalores relevantes de p’4 para dos qutrits atémicos inicialmente

en un estado maximalmente entrelazado de la clase {|W,0)}.

Nos gustaria senalar una caracteristica interesante que aparece cuando se
considera el estudio de estados maximalmente entrelazados asociados a la clase
{|Wa,0)}. En este caso, la dindmica del desentrelazamiento exhibe dos cambios
abruptos para luego decaer asintoticamente, lo cual difiere de su contrapartida de
qutrits foténicos, donde los estados maximalmente entrelazados exhiben solo un
cambio abrupto y decaimiento asintotico. La figura [3.10 muestra los autovalores
relevantes de p4 para esta clase de estados. De esta figura observamos que solo
dos autovalores cambian de valores negativos a positivos y el tercer autovalor se
vuelve cero asintéticamente. También, el tiempo donde el primer autovalor se
anula estd en acuerdo exacto con la expresion analitica dada por (3.20).

Como en el caso de los qutrits foténicos podemos estudiar la dinamica del
desentrelazamiento partiendo de estados iniciales puros no maximalmente en-

trelazados, como

|) = «|00) + G]11) + v]22), (3.21)
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donde «, 3,7 son amplitudes complejas. Debido a que este estado esta inicial-
mente expresado en la base {|00),|11),]22)} la matriz densidad evolucionara a
(3.3), entonces, dependiendo de las elecciones de las amplitudes, el desentrelaza-
miento exhibird diferentes dinamicas como en el caso previo de qutrits fotonicos.
Apartir de célculos numéricos y considerando los mismos valores para las ampli-
tudes que en la Fig. 3.7 hemos encontrado que el desentrelazamiento exhibira dos
cambios abruptos y muerte subita o dos cambios abruptos para luego decaer
asintoticamente.

Ademas, podemos estudiar el desentrelazamiento para estados particulares en
los subespacios {]02),]10),|21)} o {]|01),[12),|20)}. Por ejemplo, podemos con-
siderar la segunda clase de estados correspondientes al caso (b), en la Ec. (3.12),
los cuales son estados puros no maximalmente entrelazados. Como en el caso de
qutrits fotonicos, cualquiera de estos estados evolucionara a una matriz densidad
particular. Si comenzamos del primer subespacio, la evolucién serd como en la
ecuacién (4.19). En ese caso existe solo un subespacio que recuerda al caso de
dos qubits, entonces solo un cambio abrupto ocurrira. El mismo tipo de compor-
tamiento puede ser observado si comenzamos de un estado inicial en el segundo
subespacio. El correspondiente autovalor negativo de p’4 para cualquier estado

inicialmente en el subespacio {|02),|10),|21)} viene dado por

a1 = % (p12,12 + p20,20) — X, with
(3.22)

X = % <\/4 ]p02710|2 + (,012,12 - /020,20)2) )
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donde los elementos de matriz bienen dados por

2020 (t) = p1o,10 (0) eI (1 — e‘”) ,

pr22 (t) = 2Ttp1o.10 (0) e, (3.23)
Po2,10 (t) = poz,10 (0) e,
En este caso, el tiempo donde el cambio abrupto ocurre esta dado por &, = 0.
Para este sistema fisico particular, no existe soluciéon analitica porque la ecuacién
que lo entrega es trasendental. Este mismo resultado aparece si analizamos

cualquiera de los subespacios restantes.

3.4. Dos sistemas d-dimensionales acoplados a
reservorios independientes

Hasta ahora hemos estudiado la dinamica del desentrelazamiento para el ca-
so de dos sistemas tridimensionales acoplados a reservatorios independientes.
Hemos encontrado un comportamiento diferente al encontrado para qubits, par-
tiendo de distintos estados ya sean maximalmente entrelazados o no. Sin em-
bargo, nos gustaria extender estos resultados al caso de dimensiones méas altas.
Naturalmente podemos estudiar el siguiente caso de més alta dimension, que
seria el caso de dimension 4 acoplado a reservorios independientes. En partic-
ular, consideremos dos cavidades que tienen un numero maximo de hasta tres
excitaciones, tal que el espacio de Hilbert de todo el sistema estda en la base
{10),] 1),] 2),| 3)}2{|0),] 1),| 2),] 3)}. En este caso trataremos con matri-
ces densidad de 16216, donde daremos una descripsion numeérica a este proble-

ma. Como en el caso de dos qutrits, estudiaremos la dinamica del desentrelaza-
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Figura 3.11: Autovalores relevantes de p’4 para dos sistemas cuadridimensional

acoplados a reservatorios descorrelacionados.

miento considerando como estados iniciales, estados “X” generalizados, los cuales
corresponden a una deformacion del estado maximalmente entrelazado|¥g o) =
(|00) + [11) 4 |22) 4 |33))/2. La figura 3.11l muestra los autovalores relevantes
de la matriz p’4, apartir de esta figura concluimos que la evolucién del desentre-
lazamiento experimenta cinco cambios abruptos para finalmente decaer a cero
abruptamente.

Podemos entender esta propiedad del desentrelazamiento de la siguiente man-
era. Debido al caracter simétrico de cualquier estado en el subespacio expandido
por los vectores {|00), |11),]22),|33)}, existen 6 subespacios que recuerdan el
comportamiento observado para el caso de dos qubits [72], similarmente que para
el caso de dos qutrits donde 3 subespacios aparecen. En este sentido es posible
generalizar este comportamiento para dimensiones arbitrarias de sistemas bi-
partitos d ® d. Consideremos dos sistemas d-dimensionales, A y B, acoplados a
reservatorios independientes. Si el estado inicial del sistema completo se escribe

como |¥) = > pilia)lip) con i = 0,1,....,d y p; > 0, el numero de cambios
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abruptos presentes en la dindmica del desentrelazamiento esta dado por

(1) - 4= 28

siendo el tltimo, donde el entrelazamiento finalmente se anula.

3.5. Conclusion

En este trabajo hemos estudiado la dindmica del desentrelazamiento cuanti-
co para una la cota mas baja del entrelazamiento de formacién (EOF). Hemos
mostrado los efectos del reservorio sobre la evolucion del entrelazamiento para
sistemas fisicos, como lo son los qutrits atémicos, foténicos y de sistemas de mas
dimensién, encontrando soluciones tanto analiticas como numéricas. En partic-
ular, hemos encontrado que mas alla del caso de dos qubits, el comportamiento
dindmico muestra una variedad de situaciones escencialmente diferentes para
sistemas bipartitos que pueden tomar lugar dependiendo de la condicién inicial.
Estos cambios abruptos estan presentes como discontinuidades en la dindmi-
ca del desentrelazamiento y anteceden a la muerte stibita del entrelazamiento.
También, hemos encontrado que estas propidades se pueden extender para casos
mas generales, como lo son sistemas bipartitos d-dimensionales, en particualar
el numero de cambios abruptos puede ser obtenido considerando el nimero de

subespacios que recuerdan al caso de dos qubits.



Capitulo 4

Estados coherentes entrelazados
y muerte subita del

entrelazamiento

En este capitulo estudiaremos la evolucion de estados entrelazados de dos
campos electromagneticos cuantizados bajo mecanismos disipacion. Notando que
todo el sistema evoluciona como un sistema efectivo de dos qubits, evaluamos la
concurrencia o equivalentemente el autovalor negativo de la matriz traspuesta
parcial como funcién del tiempo. Bajo ciertas condiciones, encontramos que la
muerte repentina del entrelazamiento estd presente en la evolucion dinamica
del sistema. También presentamos dos esquemas en cavidades para generar tales
estados y un protocolo de medicién respectivamente. Para una clase especifica de
estados donde la muerte sibita del entrelazamiento no estd presente, se estudia

un proceso difusivo con el propédsito de inducirla.

o7
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4.1. Introduccion

Como ya hemos mencionado en los capitulos anteriores el entrelazamiento es
un concepto fundamental y central para la Informacion y Computaciéon cudntica
[3,58]. Este es un recurso esencial para teleportacién cudntica [59], distribucién
de claves cuanticas [60,61] y logica controlada [62] entre otras. Por otro lado, la
generacién de entrelazamiento ha sido extensamente investigada en una variedad
de sistemas fisicos, desde Optica cuantica hasta sistemas de materia condensada
[63,64.,65,166,67].

También, en trabajos recientes la decoherencia y el desentrelazamiento en
sistemas bipartitos ha recibido considerable atensiéon. Aunque la decoherencia
de sistemas individuales decae asintéticamente en el tiempo [68,/69], dos qubits
entrelazados pueden evolucionar a un estado separable en un tiempo finito bajo
la accién de un reservatorio disipativo [70,/71,[72,/73,[74,/75]. Este fenomeno es
llamado muerte sibita del entrelazamiento (Entanglement sudden death). Este
aparece en sistemas bipartitos, donde cada sistema interactua con su propio
reservatorio y depende del estado inicial. También, la muerte subita del entre-
lazamiento ha sido recientemente estudiada desde el punto de vista geometrico
[77], 1o cudl entrega un marco alternativo al problema.

Hasta la fecha, este fenomeno de la evolucién del entrelazamiento ha sido
estudiado para sistemas bipartitos finito dimensionales, asi como también para
algunos estados continuos como los llamados estados entrelazados gaussianos
(ref).Por otro lado, la muerte subita del desentrelazamiento ha sido implemen-
tada experimentalmente usando foténes gemelos [76]. Otro escenario apropiado
para extender verificaciones experimentales de la muerte sibita del entrelaza-
miento, es en cavidades cuanticas electromagnéticas. En este escenario experi-

mental, donde se ha logrado un alto nivel de control cuantico y preparacién de
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estados entrelazados [66]. Por otro lado, logros recientes en cavidades han per-
mitido la generacién y monitoreo de la evolucion de superposiciones de estados
cudnticos coherentes [78,79,80]. El mismo protocolo de preparacién se podria
implementar para generar estados coherentes entrelazados.

El propésito de este trabajo es mostrar que un tiempo finito de desentrelaza-
miento aparece no solo para un sistema de dos qubits, sino que también cuando
se consideran estados bipartitos de mas alta dimensién, en particular, para es-
tados coherentes. Analizaremos bajo que condiciones, estos estados evolucionan
a estados separables. Ademas, cuando el entrelazamiento de estados coherentes

decae asintoticamente, proponemos un esquema para inducirlo.

4.2. Dinamica del desentrelazamiento

Acontinuacion, estudiaremos la dindmica del desentrelazamiento de dos mo-
dos cuanticos, cada uno afectado por su propio reservatorio. Tal situacion es

convenientemente descrita por el Hamiltoniano

H = hw,a'a+ hwyb'd
+ Z hvicher + Z h [ggacL + gg*aTck]
+Zhu;;dfdk+2h [g bd) + g de] (4.1)
donde a,a’ y b, b describen a cada modo, y ¢y, CL y dg, dL describen a los reser-
vatorios independientes.

Comenzaremos nuestro analisis considerando dos modos inicialmente prepara-

dos en estados entrelazados de superposiciones pares e impares dadas por

[+, @) = Nio(la) £ [-a)), (4.2)
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done Ny, = 1/4/2(1 & e~2lel?). Consideremos que el estado inicial del sistema

completo esta descrito por

V) = (crt [+ @) [+.0) e [= ) [ 5)), (4.3)

donde los coeficientes c; 4, c_ _ son constantes reales. La evoluciéon temporal
de este estado puede ser convenientemente descrita en términos de una base

ortogonal tiempo dependiente para ambos modos, la cual se puede definir como

sigue
|[+) = Nxallaw) £ [—ar)), (4.4)
|[£) = Nug(|8e) £ [—654)),
donde los coeficientes Ny, y Nig estan definidos por
Nig, = {2 [1 + exp(—2(|a|2 eXp(—Flt)))] }_1/2, (45)

Nig, = {2 [1 % exp(~2(8 exp(~T2)))]} %

El estado global entrelazado se puede escribir de la siguiente forma, en la base

{I++)1+=01=HL1==)}

ay 0 0 as

0 a9 Qg 0
0 g a3 0

as 0 0 ay

Definiendo las siguientes expresiones

A1 = 44 NyaNyg+ oo _N_oN_g,

Ay = 44 NyaNyg—co _N_oN_g, (4.7)

donde N4, N_,, N1, N_g estan evaluadas en t = 0, los coeficientes en Ec.(4.6)
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vienen dados por
= WeeMen 2142 4 AZ) (1 + £, 1) + 24, A
ay = 3 (AT + A3) (1 + fe- g0) + 24 Ao (fi + g0)],
—2
ay = P (A3 4+ AD) (1= £ 90) + 240 As(fi — 90,
az = %[(A% + A%)(l — [t gt) — 2A1A2<ft - gt)],
(4.8)
-2
a4 = %[(A% + A%)(l + fi- gt) - 2A1A2(ft + gt)],
NyoyN_a,Nyg N_g]!
a5 = EreeoeonRond 2 ((42 - AB(1+ f,- g0))
Nia;N_o,Nis,N_g,]?
ag = e (A3 — A (1~ fi- g1))
y la expresiones para f; y g; son respectivamente
fir = exp (=2(Jaf* (1 — exp(=T1t)))) ,
(4.9)

g0 = exp (=2(18” (1 — exp(~T2t)))) .

En la base precedente, podemos tratar a todo el sistema como un sistema

efectivo dos qubits, asi podemos estudiar el sistema a través de las propiedades

de entrelazamiento dadas por la concurrencia [81]. Ademads, podemos usar la

medida de entrelazamiento propuesta para sistemas bipartitos en dimensiones

superiores que vimos en el capitulo anterior [22], la cual coincide numéricamente

con la concurrencia en este caso particular [82].

Notemos que la matriz densidad Ec. (4.6), corresponde a una matriz X,

la cual ha sido extensamente estudiada en contribuciones recientes asociadas a

tiempos de desentrelazamiento finitos

[70,172]. En lo que sigue, mostraremos
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que un tiempo finito de desentrelazamiento aparece incluso para estados co-
herentes entrelazados del campo electromagnetico, dependiendo de unos pocos
parametros asociados al estado inicial del sistema total.

La dinamica del desentrelazamiento para este sistema se puede estudiar a
través de la evolucion de los autovalores negativos de la matriz traspuesta parcial
p'4. En este caso, existe solo un autovalor negativo que da informacién sobre el
entrelazamiento de acuerdo con el criterio de Peres [23]. Para el estado de la
Ec. (4.6)), este autovalor negativo se puede calcular analiticamente y estd dado

por

AW = % [ag + as —/(as — as)? + 4(a5)2] , (4.10)

La muerte stubita del entrelazamiento aparece cuando este autovalor es nulo.
En el caso general ¢ # c_ _, eligiendo por simplicidad |a| = |B| y '} =
['y =TI, existe un tiempo para el cual la ecuacion A\_ = 0 tiene solucion. Este

tiempo de desentrelazamiento viene dado por

1 1 |Ay|
o_ Ly (4 I (142! 4.11
fa r“( 3l “(\An))' (4.11)

)

De esta ecuacién, la condicion que se debe satisfacer para que tfjl sea finito
estd dada por
A
exp(—2|al?) < 14| <1 (4.12)
| A

Esta condicién se puede satisfacer de dos formas diferentes. La primera es
cuando tomamos c_ _ > ¢4 4, para el cual existe siempre un tiempo finito para
el cual el entrelazamiento desaparece. Mientras que, si tomamos c; 4 > c_ _, la
condicién para que haya tiempo finito, esta dada por

e _ (1-exp(=2laP))?
crr (T exp(—2]a?)?”

(4.13)
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Figura 4.1: Evolucion del desentrelazamiento para el sistema efectivo de dos
qubits de la Ec. (4.6) como funcién del tiempo adimensional I't. La linea sélida
corresponde a la concurrencia, y la linea segmentada corresponde al autovalor
negativo de p™. Los valores de los pardmetros son |a| = |3] = 2,5,¢;, 4 =
2/3,c__ = +/5/3. El recuadro muestra el tiempo donde el entrelazamiento se

anula, el cual estd en completo acuerdo con la Ec. (4.11).

La figura 4.1 muestra la concurrencia y el autovalor AY como una funcién del
tiempo para el primer caso.

El anédlisis previo para el estado Eq. (4.3)), estd en correspondencia con el
estudio de la muerte stbita del desentrelazamiento para la condicién inicial |¢) =
c0|00) + ¢1]11) en Ref. [72]. Alli se ha mostrado que estados de la forma [¢)) =
c0|01) 4 ¢1]10) no exiben desentrelazamiento en tiempos finitos. En nuestro caso,

el estado que estaria en correspondencia seria
[B) = | + =)+ sl — 4, (4.14)

donde c; _, c_ 4 son constantes reales sin perdida de generalidad. Un andlisis
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similar para la evolucién temporal conduce a un estado, de la forma

by 0 0 b5
0 by bg O
Pt = ) (4 15)
0 bs b3 O
bs 0 0 by

donde b; son coeficientes dependientes del tiempo y vienen dados por (faltan los
coeficientes)

Bajo las mismas suposiciones que hicimos antes, el autovalor de la matriz
traspuesta parcial, que atestigua el entrelazamiento puede ser analiticamente

calculado y esta dado por

2@ = % [b1 t by — /(b —b)? + 4(66)2} . (4.16)

De esta expresion, somos capaces de calcular el tiempo para desentrelazamiento

finito
(2) 1 1 (cr —c—p)?
ty) =—=In(1+ In . 4.17
Pe (1 e (e (&17)
La unica condiciéon que se requiere para que tf) sea finito es
(cy—c 4)?
exp(—4|al?) < 4T 4.18
p(—dlaf) < C (1.15)

Hasta ahora hemos discutido cémo la muerte subita del entrelazamiento
aparece para estados entrelazados especiales. Hemos mostrado que el tiempo fini-
to para el desentrelazamiento depende solo de un niimero pequeno de paramet-
ros que involucran las amplitudes iniciales y el numero promedio de fotones. Sin
embargo, una descripcion completa de la dindmica debe también considerar es-
tados que exhiban decaimiento asintético del entrelazamiento. En lo que sigue,

estudiaremos las propiedades asociadas a este tipo de dinamica.



4.2. Dinamica del desentrelazamiento 65

Consideremos un estado inicial de la forma
|W) = Nala) |B) + Ny |v) 16) (4.19)

donde N, 4, v, 7y, B, 9, son constantes reales. En este caso, una base apropiada

para ambos modos esta definida como

[£)1 = Nuz(low) £ 1),

(4.20)
|[£) = Naew(|Be) £ 164)),
donde los coeficientes Nyi;+ and Noyt estan dados por
Nz = {2 [1 & exp(=0,5(a = 7)? exp(~T1) ]}, @21)

Nawe = {2[1 £ exp(—0,5(53 — 8)>exp(~I't))]} .

En tal base, la evolucion del estado (4.19) puede ser escrita como

€11 C12 Ci13 Ci4

C12 C22 C23 Co4
P , (4.22)
C13 C23 (€33 C34

Cla Coq4 C34 Cy4
donde los coeficientes ¢; ; son funciones reales dependientes del tiempo.

En general, para estados dados por Ec. (4.22)), es dificil obtener expresiones
analiticas para la concurrencia o para el autovalor negativo de p’4. Sin embargo,
para elecciones especiales de los parametros iniciales, tales como N, = N, = Ny,
estos estados evolucionan como estados X, donde como hemos visto anterior-
mente, expresiones analiticas se pueden obtener. Para las condiciones iniciales
consideradas en el caption de la Fig. 4.2, donde las condiciones Nz = Nopy v
Ny, = Noy_ son siempre satisfechas, el autovalor negativo de la matriz traspues-
ta parcial estd dado por

)\(_3) = C92 — ’Cl4|, (423)
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Figura 4.2: Decaimiento del entrelazamiento para diferentes estados. La linea
sélida corresponde a estados Cylaa) + Cy| — 5 — ), la linea segmentada cor-
responde a estados Cplaf) + Ci|Ba) vy Colaa) + C1|55). Los valores para los
pardmetros son |a| =3, |3| =6y Cp = C; = 1/V/2.

donde,

2
_ 1 N
en = g (mlher) L il

N
2 (4.24)
Cly = 8%\, <—N1tivj%2t7> (14 hy,
con N la traza del estado (4.19) y h; es
he = expl-05((a — 72+ (B— 6)(1 —exp(-T1)].  (4.25)

La figura 4.2 muestra el comportamiento de la concurrencia y el autovalor
negativo de la matriz p’4, partiendo de diferentes estados entrelazados iniciales.
De esta figura observamos cémo el sistema pierde su entrelazamiento asintotica-
mente en el tiempo. Este comportamiento se puede entender del analisis de la
expresion para el autovalor negativo (4.23), desde donde no es dificil mostrar
que la condicién para la muerte subita ()\(_3) = 0) implica un tiempo infinito,

esto es, el desentrelazamiento decae asintoticamente.
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Figura 4.3: Representacién esquematica de los niveles circulares en un atémo de

Rydberg [83].

4.3. Implementacion

4.3.1. En una cavidad

La generacién de estados entrelazados, se puede implementar en una cavidad
e involucra atomos de Rydberg con niveles circulares como se muestra en la figura
(14.3), en una cavidad C, la cudl soporta dos modos polarizados ortogonales M,
separados por 6 = 1,2 MHz [84], zonas Ramsey y detectores como se ve en la
Fig. 4.4.

El estado entrelazado Eq. (4.3) puede ser preparado enviando atomos de
Rydberg los cuales crusan la cavidad C' sintonizados dispersivamente con la
transicion atomica |i) — |e). Las desintonfas asociadas con cada modo y la
correspondiente transicién se ajustan a A, = —§/2 y A, = §/2 respectivamente,
como se mustra en Fig. 4.3. Los estados del campo estan inicialmente preparados
en estados coherentes no degenerados |a)|3). Un primer dtomo se envia através
de la primera zona Ramsey R, para ser preparado en el estado (|e) +|g))/v/2. El
atomo es enviado tal que cuando cruza la cavidad C, dispersivamente interactia

con ambos modos, tal que el estado experimenta un cambio de fase de la forma
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Figura 4.4: Arreglo experimental de una cavidad para producir estados entre-

lazados.

la)|B) — | — a)| — ) cuando el dtomo ocupa el estado |e). En seguida, el
dtomo es rotado en la zona Ramsey Ry, tal que |e) — (le) + [g))/V2 v |g) —
(—|e) 4 |g))/V/2. En esté ctapa el dtomo se mide en el estado base, asf el estado
del campo ha colapsado en el estado |—a)|— ) +|a)|F), donde la correspondiente
normalizacién ha sido omitida.

Un segundo atomo es enviado através de la zona Ramsey R; y preparado en
el estado (|e) +|g))/v/2. Cuando el 4tomo pasa por la cavidad C, interactiia sélo
con un modo [84], produciendo un cambio de fase | £ a)|3) — | F a)|3). Este
atomo es entonces rotado en la zona Ramsey Ry, tal que |e) — (be|e) +b,lg)) ¥
lg) — (—byle) +be|g)). Por ejemplo, bajo un ajuste apropiado de las amplitudes
be y by, €l estado en Ec. (4.3) se genera cuando el segundo dtomo es detectado

en el estado base.

4.3.2. En dos cavidades

La descripcién anterior también se puede implementar en un arreglo que
involucra dos cavidades de alto factor de calidad, enviando atomos de Rydberg,
los cuales interactien dispersivamente con los modos en las cavidades C y Cy
como se mustra el la Fig. |4.5.

Primero discutiremos cémo generar los estados entrelazados de la Ec. (4.3).

Este estado se puede preparar enviando dos atomos de Rydberg de una forma
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Figura 4.5: Arreglo que involucra dos cavidades para producir estados entrelaza-

dos.

secuencial a través de las cavidades C; y (s sintonizadas dispersivamente con
la transicién atémica |i) — |e) y inicialmente preparadas en estados coherentes
|a)|3). Un primer 4tomo se prepara en el estado (|e) +|g))/v/2 para interactuar
con ambas cavidades. La velocidad del atomo se selecciona tal que, una vez que
el &tomo ha cruzado C; y (5, los estados de los campos experimentan un cambio
de fase | — a)| — 3). Entonces, el atomo experimenta un pulso 7/2 en la zona
Ramsey R3. Como en el esquema anterior, el atomo se mide en el estado base y
las cavidades colapsan en el estado | — a)| — 3) + |@)|5).

Un segundo dtomo se prepara en el estado (|e) + |¢))/v/2, y pasa por C;
produciendo un cambio de fase | £ a)|F) — |Fa)|3). El estado de este dtomo es
rotado en la zona Ramsey Ry, tal que |e) — (be|e)+by|g)) ¥ |g) — (—byle)+bc|g))-
Finalmente el 4tomo cruza Cy cambiando la fase del campo tal que |a)| + 3) —
la)| F ). Ajustando las amplitudes b., b, y detectando en el estado base, se
genera el estado en Eq. (4.3).

4.4. Muerte subita inducida del entrelazamien-

to

Como hemos discutido, estados de la forma (4.19) evolucionan como estados

entrelazados X cuando N, = N, = Ny, pero la muerte sibita del entrelazamiento
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no aparece en la evolucion. Asumiendo parametros iniciales « — o, f — «a,v —

—a,0 — —aq, esto es, el estado Ec. (4.19) se transforma a
[W1) = No (|a) |a) + |—a) | =), (4.26)

el entrelazamiento entre los dos estados coherentes puede caracterizarse através
de solo dos elementos de matriz, en analogia con Ec. (4.23). A pesar de que este
caso involucra solo decaimiento asintotico, la muerte sibita del entrelazamiento
se puede inducir usando un proceso difusivo. Esta clase de proceso se puede
implementar, por ejemplo, enviando &dtomos a través del eje de la cavidad en
una forma secuencial, como se discutira para el esquema de una cavidad.
Atomos en el estado exitado experimentan una rotacién en la primera zona
Ramsey, tal que |e) — Cele) + Cy|g), con |Ce|? +|Cy|* = 1. Cada uno interactia
dispersivamente cambiando la fase del segundo campo. La interaccion dispersiva

produce un cambio de fase tal que (4.26)) se transforma a
[W2) = No (|} |=a) + [=e) |a)) . (4.27)

Después de que han pasado N atomos en intervalos de tiempo At, la matriz
densidad para ambos campos, tras haber trasado sobre los grados de libertad de

los atomos sera

1) = T Xupr(1) + Yapa(t)] (4.28)

donde M = 2NZ(1 + exp(—4|a|?)), t, = nAt y los estados p;(t,), p2(t,) corre-
sponden a evoluciones temporales de los estados |¥;) y |Ws), respectivamente.

Las expresiones para X, v Y,, vienen dadas por

Xo = o0ty () 1C, PP |Cf,

2n+1 (2n n+1—
Y =300 ()G PR C
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Figura 4.6: Evoluciéon del desentrelazamiento para el sistema efectivo de dos
qubits en la Ec. (4.28) como una funcién del tiempo adimensional I't. Linea
solida corresponde a la concurrencia. Linea segmentada corresponde al autovalor

negativo de p’. Los pardmetros se tomaron como |a| = |3| = 2, N, = N, =

1/V/2,|Cy] = 1,98,|C,| = /1 —|Cy ]2

Se puede mostrar que el estado (4.28) exhibe muerte stbita del entrelaza-

miento, siendo el tiempo finito dada por

1 1 Y,
A p— | 1 n . 4.29
v ST “( * dap “(mw)) (4.29)

aqui, observamos que el tiempo de muerte sibita tg’) depende de el nimero

promedio de fotones |a|? como en el caso previo y adicionalmente, de los coefi-

cientes Cy y C..

4.5. Conclusion

Resumiendo, hemos mostrado que un tiempo finito de desentrelazamiento

esta presente no solo en el caso de dos qubits, sino que también para estados
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coherentes, los cuales ocupan una porcién major del espacio de Hilbert. En este
caso, este tiempo depende de los parametros iniciales, que involucran a las ampli-
tudes iniciales y al nimero promedio de fotones. También, hemos propuesto una
implementacion fisica en cavidades para preparar y detectar estados que tienen
muerte subita del entrelazamiento, en cavidades. Ademas, en el caso cuando una
superposicién de estados coherentes no tiene muerte subita, hemos propuesto un

esquema para inducir este fenomeno.



Capitulo 5

Conclusiones generales

A lo largo de este trabajo se ha estudiado uno de los ingredientes fundamen-
tales para la realizacién de protocolos en Computacién e Informacién cudntica
como lo es el entrelazamiento, se ha podido observar que los efectos que provoca
el reservorio al sistema cuantico donde se quiere codificar la informaciéon, pueden
ser muy variados, pero se pueden caracterizar de una forma sencilla. Esto nos
permite tener un mayor grado de control a la hora de querer manipular el sis-
tema fisico. Por otro lado, apesar del deterioro de la informacién provocado por
reservorio, en principio existen formas de contrarrestar este efecto, aumentando
asi el tiempo en el cual la informacién es 1util. En particular en esta tesis se ha
estudiado la evolucién del entrelazamiento para sistemas cudnticos bipartitos ex-
puestos a reservorios en la aproximacion de cero temperatura. Se ha encontrado
que para un sistema expuesto a fluctuaciones magnéticas las tazas de desentre-
lazamiento se ven disminuidas si el sistema tiene una doble degeneracién en los
autoestados del hamiltoniano. También partiendo de condiciones iniciales que
involucran estados separables se pueden generan estados altamente entrelazados.

Por otro lado, hemos encontrado que el comportamiento del desentrelazamiento

73



Capitulo 5. Conclusiones generales 74

para dimensiones superiores, partiendo de estados X generalizados y usando la
medida para la cota inferior del entrelazamiento de formacién dada en [22],
exhibe cambios abruptos siendo el iltimo la muerte sibita del entrelazamien-
to. Ademas, este comportamiento se puede generalizar a cualquier dimensién
bipartita d ® d. Por 1ltimo se ha estudiado el desentrelazamiento de estados co-
herentes entrelazados, notando que estos evolucionan como dos qubits efectivos
hemos podido caracterizar la muerte siibita como funcién de los parametros ini-
ciales, en este caso ha sido posible inducir la muerte subita del entrelazamiento

para estados que inicialmente decaen de forma asintética.



Apéndice A

Resultados auxiliares

A.1. Calculo de la concurrencia

En esta seccién describiremos los pasos que conducen a la ec.(2.14). Para esto,
usaremos lo propuesto en la referencia [37]. Segin esta referencia, el primer paso
es calcular el orden cero en Aa de pp, para ello escribiremos en forma conveniente

la ecuacién (2.8). Si definimos el vector p' igual a

(/111 P22 P33 P44 P12 P21 P13 P31 P14 P41 P23 P32 P24 P42 P34 P43 >>
(A.1.1)

entonces podemos reescribir la ecuacion de la siguiente manera

p= (Mo + M)p (A.1.2)

I0)
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donde M, es una matriz diagonal independiente de o dada por

o o o O
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con a = —4iAy b= —2iA.

Y

(A.1.3)
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A.1. Célculo de la concurrencia

M es A« por la siguente matriz

0

-3

(A.1.4)

con estas definiciones podemos calcular

(A.1.5)

exp(Mot)p'* (0)

pO(t)

con

(A.1.6)
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as{ obtenemos

1 2 exp[—2itA]
i 0 1 "3
) (¢ 0 0 0 0 A17
Y ()_ 2 0 1 —v/2exp(—2itA) ’ ( o )
4 2 4
exp(2itA) 0 = 2 exp(2itA) 1
1 4 4

esta matriz esta en la base de autoestados de (2.2), para cambiarnos a la base
canonica {|T1),[T1),|l1),]l])} tenemos que usar las relaciones (2.6). Usando
(2) (t) = MpO(t)MT, donde

esta relaciéon podemos escribir p; .. suai

1 V2 1
s 0 =7 3
1 =v2 5 =
M=% °? 2, (A.1.8)
1 v2 g =L
2 2 2
1 V2 1
s 0 % 3
ahora podemos calcular pp a orden cero en Aq, esto es
ft ft ft ht
0 0 g 9 9 —fi
pl()a)se—usual(t)ﬁéale—usual(t) = ’ (A]'g)
g9 G G —fi
-9 —9 —9 [t
donde
fr = 222 (5 exp(2itA) — exp(4itA) — exp(6itA) — 3)
g = S22 (3 exp(2itA) — 3exp(4itA) + exp(6itA) — 1) (A.1.10)
hy = %(—3 exp(2itA) — 5exp(4itA) — exp(6itA) — 9)
de estas expresiones uno puede notar que h; = —J;_tj> con esto se simplifica no-

tablemente el problema de encontrar los autovectores y autovalores de la matriz

(A.1.9), que vienen definidos por
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( 3 ( )

—1 —1 ft _ e
gt gt
0 1 0 -1
) ) A 07 > = 2ft + 2gt
1 0 0 -1
0 0 1 1
\ Vs \

de aqui el autovalor distinto de cero es justamente el )primer termino dentro de
la raiz de la ec. (2.14). Para en contrar las correcciones a primer orden debemos
tener los autovalores derechos e izquierdos de la matriz (A.1.9) para luego hacer
los corchetes con la matriz a primer orden. Los autovalores derechos son los que
calculamos recién, para calcular los autovalores izquierdos debemos calcular los
autovalores de (p((;g)n (t)f)ﬁ% ()T que con la simplificacién que vimos recién estos

vienen dados por

( « « ) ( * )
9t _ 9 _ 9 _ 9
0 0 1 _ g
< 9 3 (_)07 i <—>2ft*+2.g£k
0 1 0 —5
t
1 0 0 1

\ Vs \ Vs
Ahora necesitamos calcular el primer orden de la matriz pp, este viene dado

en la base de autoestados por la expresion
t
PV (t) = exp(Mot)/ exp(—Mqt) My exp(Mot)p» (0)dt. (A.1.11)
0

Esta expresion se puede resolver analiticamente, una ves que se ha escrito en la
base candnica, se efectiian los corchetes entre un vector izquierdo, la matriz a
primer orden y un vector derecho entonces las correcciones vienen dadas para

cada autovalor por

NP0 = (@l (0O 00 @) + oD (07 (1) ). (A.112)

Agregando estas correcciones se obtiene la ecuacién (2.14).
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A.2. Calculo de la matriz densidad

En esta seccién describiremos los célculos que partiendo de (4.3) conducen a
(4.6). Lo primero es escribir el estado (4.3) en términos de estados coherentes,

para ello hacemos uso de las relaciones (4.4), haciendo esto el estado se escribe

) = A(|o)[8) + [ — )| = B)) + Ae(|a)| = B) + [ — a)|B)),  (A.2.13)

donde los coeficientes A; y Ay vienen dados por (4.7). Ahora usaremos el meto-
do propuesto en [87], para esto debemos comenzar escribiendo el estado total

sistema-reservorio de la siguiente forma
| @) = [¥)]04)]05) (A.2.14)

para calcular la evolucion temporal de este estado debemos actuar con el oper-

ador evolucion, con lo que el estado adquiere la forma

|Dy) = Ar(|a)|Be) o) |Bre) + | — cu)| — Be)| — )| — Bur))
+As(|ar)| = Be)|eas)| = Bue) + | — an|B)| — ca)lBue)),  (A.2.15)

donde los estados |ay), | — aae), | Bre), | — B1e) estan definidos en forma andloga a
los de la referencia [87]. Escribiendo la matriz densidad p; = |®;)(®;|, trazando

sobre los grados de libertad del reservorio y definiendo

(] — ar) = (—aylay) = exp(=2Fi(t)a®) = na
(Bl = Br) = (=Bl Be) = exp(—2F2(t)ﬂ2) =ng; (A.2.16)
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con [} =1 —exp(—I'1t) y F» = 1 — exp(—I'at). Apartir de estas expresiones

obtenemos finalmente que el estado a tiempo t esta dado por

pe = Aillan) |8 {eul(Bi] + | — an)| = Be) (—aul (=] +
Nana (o) Be) (—ou[ (=Bl + | — a)| — Be) (eu (B:])] +
ArAs[na(|a) |[Be)(—au| (Bl + | — )| = Be) (| {(=Bl) +
el |8 (el (=B + | — au)| = Br) (—au| (Be])] +
A1 As[na(] — ) |Be) {eul (Bel + law)| = Br) (—aul(=54]) +
ne(| = an)|Be) (=l (=G| + law)| — Be){cu|(Be])] +
Azlla)| = Be) (el (—Bel + | = ) |Be) (—aul (Bi] +
Nan(low)| = Be)(—aul (Bl + | — )| Be) {cue|[ (= Be])]; (A.2.17)

agrupando términos se puede redefinir esta expresion en 4 matrices
pr = Apy + A1 Aonaps + A1 Aangps + Adpy. (A.2.18)

Usando las relaciones (4.4) podemos escribir estas matrices en la base {| +
+),]+ =), | = +)|,| — =)}, despues de algunos cdlculos las expresiones para las

4 matrices vienen dadas por

2(1+77a77ﬁ) 0 0 2(1+770¢77,6)
(NtayN-p,)? (Nta¢ Nygy N-ay N—p,)?
0 2(1—nangp) 2(1-=nang) 0
o1 = (Nta¢N-p,)? (Nta¢ Ny N-ay N-p,)?
0 2(1—nangp) 2(1-=nang) 0
(Ntay Ny N-ayN-p,)? (N-ayN4p,)?
2(1+77a77ﬁ) 2(1+"70/’76)
(NJr&tNBtN*O‘tN—,@‘t)Q 0 0 (N*atN—ﬁt)Q
4
Nrar Voo P 0 0 0
4
P2 = 0 (N+O‘tN75t)2 0 0
4 ’
0 0 (N—atN+ﬁt)2 0
0 0 0 =3
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4
(N+0‘tN+/3t)2 0 0 0
-4
Py = 0 woagye O 0
4 )
O 0 (N—&tNJrﬁt)Q O
0 0 0 —(N_a;zéhgt)?
2(1""77&77[3) 0 0 _2(1+77a77,5’)
(NtayN_g,)? (NyayNyg NoayN-g,)?
0 2(1-nang) —2(1-namng) 0
Py = (Ntay N-p;)? (NtayNygy N-ayN_p,)?
_2(1_770/'75) 2(1_7711775)
0 (N4a;Nyg N-a;N_g,)? (N—a;Nig,)? 0
—2(1+7la77,8) 0 0 2(1+77a776)
(N+&tN5tN—atN*Bt)2 (N—athﬂt)Q

donde los factores N, q,, N_q,, Nig,, N_g, vienen dados por la ec. (4.5). Sumando

los elementos de estas matrices se obtienen la ecuaciones (4.6).
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