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Resumen

En los últimos años con el desarrollo de nuevas tecnoloǵıas, se ha tornado

imprescindible un mayor y mejor entendimiento de la naturaleza con el f́ın de

una mejor calidad de vida. En esta tésis se abordan algunos de los aspectos

relevantes hoy en d́ıa en el ámbito de la Óptica e Información cuántica, como lo

son los sistemas disipativos y el desentrelazamiento. En un primer enfoque nos

referiremos a los efectos que se pueden dar cuando un sistema cuántico se acopla

con un ruido clásico. Acontinuación describiremos los efectos de reservorios in-

dependientes sobre un sistema bipartito en dimensiones superiores a 2 ⊗ 3 y

daremos alguna idea de lo que puede suceder con el llamado efecto de la muerte

súbita del entrelazamiento, para luego estudiar este efecto en estados coherentes

entanglados.
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Caṕıtulo 1

Fundamentos

1.1. Introducción

En el estudio de las propiedades cuánticas de un sistema, el cuál quere-

mos manipular, se torna muy importante la influencia que el medio ambiente

(reservorio) provoca sobre el sistema , este fenomeno se conoce como perdida de

coherencia o decoherencia [1, 2], esto sucede debido a que siempre existe una

interacción la cual no podemos desconectar. Esta interación actúa destruyendo

las correlaciones cuánticas de los estados con los cuales se quiere trabajar, esto

es, por ejemplo, destruye las superposiciones de estados y afecta el entrelaza-

miento, que eventualmente pueden ser usados como un recurso para guardar

información o para hacer computación cuantica [3].

Los formalismos para estudiar los mecanismos que provocan decoherencia en

sistemas abiertos [4, 7], están basados en resolver ecuaciones maestras bajo la

hipotesis de markov, aśı en determinados contextos, se han obtenido una serie

de ecuaciones como, por ejemplo, la ecuación maestra de Pauli, las ecuaciones

opticas de Bloch y mas recientemente una serie de ecuaciones maestras que

1



1.2. Dinámica disipativa 2

permiten contrarrestar el efecto de la decoherencia [8, 13].

En particular nosotros estamos interesados en un sistema, el cual se acopla

a un ruido aleatorio externo (campos electromagneticos fluctuantes), los cuales

son producidos por una fuente externa. Este modelo, está bien descrito por la

llamada ecuación maestra de Bloch-Redfield [14].

Por otro lado, en contribuciones recientementes el estudio del desentrelaza-

miento ha recobrado gran relevancia con relación al concepto de separabilidad

del estado cuántico cuando se expone a un reservorio, esto es imporatante porque

se puede observar claramente que la evolución dinámica de la decoherencia y de-

sentrelazamiento pueden ser bastante diferentes, a este respecto nuestro enfoque

es estudiar que le sucede al entrelazamiento de un sistema cuantico compuesto de

dos modos del campo electromagnetico acoplados a reservorios independientes

y sin interactuar entre śı. Para esto se estudia especificamente lo que le sucede

a dos qutrits y en dimensiones superiores a estados coherentes entrelazados.

En general podemos decir que la evolución dinámica de la decoherencia y el

desentrelazamiento están involucrados procesos no unitarios, los cuales conllevan

a una perdida de información bebido a que los estados (en general superposi-

ciones entrelazadas) se tornan inestables, por esta razón es muy importante

entender como se produce y cuales son los mecanismos para aśı tener un control

eficiente sobre estos fenómenos.

1.2. Dinámica disipativa

En esta sección se discutirán las bases teóricas de las ecuaciones fundamen-

tales que usaremos para describir como un sistema cuántico interactúa con su

entorno(reservorio) y cómo éste afecta la dinámica de la decoherencia y desen-



1.2. Dinámica disipativa 3

trelazamiento. Partiendo de suposiciones básicas, bién descritas en los textos

más importantes sobre el tema [4,5], se expondrán los diversos ingredientes que

se necesitan para describir adecuadamente el comporatamiento de un sistema

frente a su entorno.

1.2.1. Ecuación maestra de Bloch Redfield

Los modelos que describen un sistema cuántico interactuando con su en-

torno(reservorio), se caracterizan por considerar al sistema dinámico bajo con-

sideración como un sistema finito, usualmente de pocos grados de libertad y con

niveles discretos de enerǵıa, mientrás que el reservorio es un sistema complejo

con muchos grados de libertad(en principio infinitos), con un amplio espectro

cuasicontinuo. Resolver el sistema total(sistema más reservorio) es una tarea

dif́ıcil, sino imposible, pero hacer esto seŕıa una perdida de esfuerzo, porque

los procesos especificos que ocurren en el reservorio son totalmente irrelevantes

cuando se está interesado en la dinámica del sistema de interés.

Modelos para diferentes situaciones experimentales se han construido, en

estos un conjunto común de suposiciones(aunque no necesario único), se asumen,

estas son

1) Las fluctuaciones en el reservorio son estacionarias y markovianas.

2) El tiempo de correlación τc de las fluctuaciones del reservorio es del ordén

del periodo promedio de las fluctuaciones.

3) Los ensambles promedios de los operadores del reservorio son cero.

4) El acoplamiento entre el sistema dinámico y el reservorio es suficiente-

mente deb́ıl y el reservorio suficientemente grande que el efecto del acoplamiento

sobre el reservorio es despreciable, por lo tanto se asume que el estado del reser-

vorio permanece en equilibrio a temperatura constante a todos los tiempos. El
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acoplamiento tiene un efecto apreciable sobre el sistema dinámico, sin embargo

al final este llega al equilibrio con el reservorio.

5) El reservorio induces fluctuaciones markovianas sobre el sistema dinámico.

6) El tiempo de relajación 1/γ, el cuál gobierna la taza a la cuál el sis-

tema dinámico se acerca al equilibrio, es mucho más grande que el tiempo de

correlación τc.

Consideremos un sistema S y un reservorio R, además consideremos que el

acoplamiento es V , entonces el hamiltoniano total es

H = Hs + Hr + V = Ho + V, (1.1)

la ecuación que gobierna la dinámica del sistema total es

ρ̇ =
1

i~
[H, ρ] (1.2)

expandiendo a segundo orden y pasando al cuadro de interacción(donde los

operadores se transforman como Ã(t) = exp[ iHot
~ ]A exp[− iHot

~ ]), obtenemos para

el sistema total [4, 5]

˙̃ρ = − 1

i~
[Ṽ (t), ρ(0)]− 1

~2

∫ t

0

dt′[Ṽ (t), [Ṽ (t′), ρ̃(t′)]] (1.3)

Además, como estamos interesados solo en el sistema, debemos trazar sobre los

grados de libertad del reservorio, lo cual define el estado del sistema como

ρ̃s(t) = Trr(ρ̃(t)) (1.4)

además podemos escribir la interacción como (que es la forma que tiene la in-

teracción dipolar)

V =
∑

i

SiRi (1.5)
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aśı la ecuación se escribe

˙̃ρs(t) = − 1

i~
Trr[

∑
i

S̃i(t)R̃i(t), ρ(0)]

− 1

~2
Trr

∑
i,j

∫ t

0

dt′[S̃i(t)R̃i(t), [S̃j(t
′)R̃j(t

′), ρ̃(t′)]], (1.6)

para t = 0 tenemos ρ(0) = ρs(0)ρr(0), con

ρr(0) =
exp(−βHr)

Z
(1.7)

implica que el primer término de la ecuación es cero, esto es

˙̃ρs(t) = − 1

~2
Trr

∑
i,j

∫ t

0

dt′[S̃i(t)R̃i(t), [S̃j(t
′)R̃j(t

′), ρ̃(t′)]]. (1.8)

Por otro lado siempre podemos hacer ρ̃(t′) = ρ̃s(t
′)ρ̃r(0), dado que el estado

del reservorio no cambia. En la (1.8), nos quedan sólo 4 términos, ocupando

la permutación ćıclica y que las fluctuaciones son estacionaŕıas y definiendo

τ = t− t′ R̃i(0) = Ri, R̃j(0) = Rj, los terminos que involucran promedios sobre

los operadores del baño se pueden escribir como

Trr[R̃i(t)R̃j(t
′)ρr(0)] = 〈R̃i(t)R̃j(t

′)〉 = 〈R̃i(τ)Rj〉
Trr[R̃i(t)ρr(0)R̃j(t

′)] = 〈R̃j(t
′)R̃i(t)〉 = 〈RjR̃i(τ)〉

Trr[R̃j(t
′)ρr(0)R̃i(t)] = 〈R̃i(t)R̃j(t

′)〉 = 〈R̃i(τ)Rj〉
Trr[ρr(0)R̃j(t

′)R̃i(t)] = 〈R̃j(t
′)R̃i(t)〉 = 〈RjR̃i(τ)〉

(1.9)

reagrupando términos, nos quedamos con la siguiente ecuación

˙̃ρs(t) = − 1
~2

∑
i,j

∫ t

0
dτ [[S̃i(t), S̃j(t− τ)ρ̃s(t)]〈R̃i(τ)Rj〉

−[S̃i(t), ρ̃s(t)S̃j(t− τ)]〈RjR̃i(τ)〉]
(1.10)

tenemos dos escalas de tiempos t́ıpicas 1/γ(decaimiento) y τc(correlaciones en el

reservorio distintas de cero), y usualmente se tiene que 1/γ À τc, esto conduce
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a tomar el ĺımite superior t −→ ∞, lo cual es una buena aproximación. Ahora,

miremos los dos primeros términos de la Ecuación (1.10), y proyectemolos en la

base de autoestados de Ho, entonces para el primero tendremos

〈k|S̃i(t)S̃j(t− τ)ρ̃s(t)|l〉 =
∑

n,m〈k|S̃i(t)|n〉〈n|S̃j(t− τ)|m〉〈m|ρ̃s(t)|l〉
=

∑
n,m〈k|Si|n〉〈n|Sj|m〉〈m|ρ̃s|l〉 exp(iωkmt) exp(−iωnmτ)

=
∑

m〈m|ρ̃s|l〉
∑

r〈k|Si|r〉〈r|Sj|m〉 exp(iωkmt) exp(−iωrmτ)

=
∑

n,m〈m|ρ̃s|n〉δln

∑
r〈k|Si|r〉〈r|Sj|m〉 exp(iωkmt) exp(−iωrmτ) exp(iωnlt)

(1.11)

por otro lado el segundo término es

〈k|S̃j(t− τ)ρ̃s(t)S̃i(t)|l〉 =
∑

n,m〈k|S̃j(t− τ)|n〉〈n|ρ̃s(t)|m〉〈m|S̃i(t)|l〉
=

∑
n,m〈k|Sj|n〉〈n|ρ̃s|m〉〈m|Si|l〉 exp(−iωknτ) exp(iωknt) exp(iωmlt)

=
∑

n,m〈k|Sj|m〉〈m|ρ̃s|n〉〈n|Si|l〉 exp(−iωkmτ) exp(iωkmt) exp(iωnlt)

(1.12)

el otro conmutador se puede expresar de una forma similar, definiendo las ex-

presiones

Γ+
nlkm = 1

~2
∑

i,j〈n|Si|l〉〈k|Sj|m〉
∫∞
0

dτ exp(−iωkmτ)〈R̃i(τ)Rj〉
Γ−nlkm = 1

~2
∑

i,j〈n|Sj|l〉〈k|Si|m〉
∫∞
0

dτ exp(−iωnlτ)〈RjR̃i(τ)〉
(1.13)

y juntando todos los términos tenemos

〈k| ˙̃ρs(t)|l〉 =
∑

n,m〈m|ρ̃s(t)|n〉Rklmn exp(i(ωkm + ωnl)t) (1.14)

donde

Rklmn = −δln

∑
r

Γ+
krrm + Γ+

nlkm + Γ−nlkm − δkm

∑
r

Γ−nrrl (1.15)

eliminando las frecuencias rápidas y quedandose solo con los terminos para los

cuales ωkm + ωnl = 0 obtenemos la ecuación de Bloch Redfield [14]

ρ̇kl(t) = −iωklρkl(t)−
∑

kl

Rklmnρkl(t). (1.16)
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1.2.2. Ecuación maestra en la forma de Linbland

En la sección anterior se mostró el formalismo semiclásico de Bloch Red-

field, partiendo de los mismos supuestos, se pueden obtener las ecuaciones que

describen el comportamiento completamente cuántico de un sistema, estas son

las ecuaciones que describen la dinámica disipativa y que dan cuenta de los dos

procesos más importantes a nivel cuántico, como lo son la decoherencia y el

desentrelazamiento. En particular, estamos interesados en la evolución del de-

sentrelazamiento de un sistema bipartito, el cual se compone de dos sistemas

efectivos de dos qubits, cada uno interactuando con su propio reservorio, sin

interacción entre ellos y partiendo de un estado entrelazado. El Hamiltoniano

que describe los dos sistemas y sus respectivos reservorios es de la forma

H = ~ωaa
†a + ~ωbb

†b

+
∑

k

~νa
kc†kck +

∑

k

~
[
ga

kac†k + ga∗
k a†ck

]

+
∑

k

~νb
kd
†
kdk +

∑

k

~
[
gb

kbd
†
k + gb∗

k b†dk

]
, (1.17)

donde a, a† and b, b† describen a cada modo, y ck, c
†
k y dk, d

†
k describen a los

reservorios. Este Hamiltoniano se puede escriber como dos hamiltonianos inde-

pendientes, para el sistema a y para el sistema b

H = Ha
s + Ha

r + V a
I + Hb

s + Hb
r + V b

I = Ha + Hb, (1.18)

Si insertamos este Hamiltoniano en ecuación (1.8), y notando en esta ecuación

que ρ(t) = ρs(t)ρ
a
r(0)ρb

r(0), donde ρs(t) describe el estado en el espacio de Hilbert

producto tensorial de ambos qubits Ha⊗Hb, además si consideramos el caso del

ĺımite a cero temperatura, la ecuación maestra para el sistema total viene dada
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por

ρ̇ =
∑
1,2

Γi

2

[
2AiρA†

i − A†
iAiρ− ρA†

iAi

]
, (1.19)

donde Ai, A
†
i describen los operadores de aniquilación y creación para los modos

bosónicos a y b.

1.3. Entrelazamiento y medidas de entrelaza-

miento

En esta sección se expondrán las medidas y criterios que existen para de-

scribir el entrelazamiento para estados puros o mixtos en sistemas compuestos

de dos partes, ya sea en sistemas constituidos por dos qubits(2⊗ 2), cómo para

sistemas en dimensiones superiores(más allá de 2⊗3). Estos criterios son deriva-

dos de los llamados mapeos positivos, los cuales son requerimientos esenciales

cuando se quiere afrontar el problema del entrelazamiento y separabilidad para

sistemas cuánticos [15].

1.3.1. Conceptos preliminares

Un sistema compuesto es aquel que consiste de dos (bipartitos)o más partes

(multipartitos), el más simple es el que constituyen dos qubits. Los llamaremos

sistemas A y B. En las teoŕıas de la comunicación cuántica y el entrelazamiento

la convención es pensar en dos subsistemas cada uno en posesión de los obser-

vadores Alice y Bob. Cualquier estado de cada uno de estos observadores se

puede escribir como

|ψ〉A = a|0〉A + b|0〉A
|Φ〉B = c|0〉B + d|0〉B, (1.20)
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con |a|2 + |b|2 = 1 y |c|2 + |d|2 = 1. El estado total de los dos subsistemas es

simplemente el estado producto tensorial

|ψprod〉 = |ψ〉A ⊗ |Φ〉B (1.21)

tal estado es llamado estado puro, pero estos estados producto no son los unicos

f́ısicamente realizables. En general cualquier superposición es realizable, aśı el

estado puro más general se puede escribir como

|ψ〉 =

dA∑
i

dB∑
j

tij|i〉A|i〉B (1.22)

donde
∑dA

i

∑dB

j |tij|2 = 1 y los conjuntos {|i〉A} y {|i〉B} son bases ortonormales

de los respectivos subsistemas.

Los estados puros que juengan un rol fundamental en las teoŕıas mencionadas

son el estado singlete

|ψ−〉 =
1√
2
(|0〉|1〉 − |1〉|0〉) (1.23)

y los tres estados correspondientes al triplete

|ψ+〉 =
1√
2
(|0〉|1〉+ |1〉|0〉)

|Φ−〉 =
1√
2
(|0〉|0〉 − |1〉|1〉)

|Φ+〉 =
1√
2
(|0〉|0〉+ |1〉|1〉), (1.24)

donde hemos usado la convención |i〉|j〉 = |i〉 ⊗ |j〉. Estos cuatro estados son los

llamados estados de Bell o estados EPR. Juntos forman una base ortonormal

en el espacio de Hilbert de dos qubits, son llamados la base de Bell.

Notemos aqúı un hecho fundamental, ninguno de los cuatro estados puros

de la base de Bell se puede expresar como un producto directo de estados
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pertenecientes a los subsistemas A y B como en (1.21), esto define lo que se

entiende por estados separables y estados entrelazados. El estado en el ec. (1.21)

es un estado puro separable, mientras que los cuatro estados de Bell son estados

puros entrelazados, de hecho estos son estados puros maximalmente entrelazados

y uno puede ser transformado en el otro mediante operaciones unitarias locales

aplicadas a ambos subsistemas.

Ahora definamos los estados maximalmente entrelazados para un sistema

compuesto de dos subsistemas de dimensión d, estos se pueden definir a partir

de [16]

|Ψα,β〉 = GXOR12(F1|α〉1|β〉2)

=
1√
d

d−1∑

k=0

ei 2π
d

αk|k〉1|k ª β〉2, (1.25)

donde GXOR12 se define por

GXOR12|i〉1|j〉2 = |i〉1|iª j〉2 (1.26)

y i ª j denota la diferencia i − j modulo (d), i, j = 0, 1, ..., d − 1 con α, β =

0, 1..., d, lo cual significa que si j ≤ i entonces iª j = i− j, en cambio si j > i

entonces iª j = d− (j − i). Usando este protocolo podemos generar los estados

maximalmente entrelazados para un sistema compuesto de dos qutrits. Asi para

este sistema, los 9 estados maximalmente entrelazados vienen dados por
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|ψ0,0〉 =
1√
3
(|0〉|0〉+ |1〉|1〉+ |2〉|2〉)

|ψ1,0〉 =
1√
3
(|0〉|0〉+ e

2iπ
3 |1〉|1〉+ e

4iπ
3 |2〉|2〉)

|ψ2,0〉 =
1√
3
(|0〉|0〉+ e

4iπ
3 |1〉|1〉+ e

8iπ
3 |2〉|2〉)

|ψ0,1〉 =
1√
3
(|0〉|2〉+ |1〉|0〉+ |2〉|1〉)

|ψ1,1〉 =
1√
3
(|0〉|2〉+ e

2iπ
3 |1〉|0〉+ e

4iπ
3 |2〉|1〉)

|ψ2,1〉 =
1√
3
(|0〉|2〉+ e

4iπ
3 |1〉|0〉+ e

8iπ
3 |2〉|1〉)

|ψ0,2〉 =
1√
3
(|0〉|1〉+ |1〉|2〉+ |2〉|0〉)

|ψ1,2〉 =
1√
3
(|0〉|1〉+ e

2iπ
3 |1〉|2〉+ e

4iπ
3 |2〉|0〉)

|ψ2,2〉 =
1√
3
(|0〉|1〉+ e

4iπ
3 |1〉|2〉+ e

8iπ
3 |2〉|0〉) (1.27)

definiremos a los 3 primeros estados como el grupo a, que contienen a lo más

4 exitaciones {|Ψα,0〉} y los 6 estados restantes como el grupo b {|Ψα,1〉, |Ψα,2〉}
con α = 0, 1, 2 que contienen a lo más 3 excitaciones.

1.3.2. Entrelazamiento para estados puros bipartitos

Otra manera de definir un estado cuántico puro, es aquel para el cual se

satisface la siguiente relación

ρpuro = ρ2
puro, (1.28)

donde hemos definido el estado puro en términos de la matriz densidad ρ =

|ψ〉〈ψ|. En general, un estado que no satisfaga esta relación se dice que es un

estado mixto.
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Una primera medida para el entrelazamiento de estados puros viene de la

observación que si tomamos la traza parcial sobre cualquiera de los dos subsis-

temas, esto es,

ρA = trA{ρ}
ρB = trB{ρ} (1.29)

estos resultan ser estados mixtos para los subsistemas, de aqui se puede definir

la entropia lineal S(ρi) = 1− tr{ρ2
i }, con i = A,B, de aqui se puede inferir que

si

S(ρA) = S(ρB) = 0 (1.30)

estamos en presencia de un estado separable, mientras que si

S(ρA) = S(ρB) =
1

2
, (1.31)

entonces tenemos un estado máximalmente entrelazado.

En particular, para un estado puro de la forma (1.22) se encontró una forma

anaĺıtica para cuantificar el entrelazamiento [17]. Esta se debe a la observación

de que para un sistema bipartito compuesto por dos qubits siempre se puede

aplicar la descomposición del valor singular con lo cual el estado se escribe en

una base diagonal

|ψ〉 =
∑

i

λi|i〉|i〉, (1.32)

donde los autovalores son llamados coeficientes de schmidt. El número de estos

autovalores se llama número de Schmidt. Como para un estado puro siempre ex-

iste esta descomposición, entonces se puede definir una medida para el entrelaza-

miento en términos de estos coeficientes, esta medida es la llamada concurrencia

para estados puros y se escribe como

C(ψ) = |〈ψ∗|σy ⊗ σy|ψ〉| (1.33)
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1.3.3. Entrelazamiento para estados mixtos bipartitos

Siguiendo la discusión precedente para los estados puros, el siguiente paso es

cuantificar el entrelazamiento para estados mixtos de dos qubits, este problema

es aún más dif́ıcil, porque la descomposición en el valor singular ya no existe, en-

tonces para definir una medida de entrelazamiento debemos partir directamente

de la definición que daremos acontinuación.

Comenzaremos definiendo lo que se entiende por estados separables, esta

definición se debe a Werner [18]. Un estado es separable si se puede escribir de

la siguiente forma

ρ =
∑

i

piρ
i
A ⊗ ρi

B (1.34)

donde ρA (ρB) son estados que pertenecen al sistema A (B).

En general, el entrelazamiento se define a partir del entrelazamiento de for-

mación [19] que es el mı́nimo sobre todas las descomposiciones en estados puros

{pi|ψi〉}, esto es, para un estado ρ dado por

ρ =
∑

i

pi|ψi〉〈ψi| (1.35)

el entrelazamiento viene dado por

E(ρ) = mı́n
∑

i

piE[|ψi〉], (1.36)

esto significa la cantidad mı́nima de e-bits o pares entrelazados(singletes), con

que se construye el estado cuántico.

Para un estado arbitrario, como la mezcla estad́ıstica ecuación (1.35), debe-

mos hacer la minimización sobre todos los ensambles para obtener la medida de

entrelazamiento. Wootters demostró que esta minimización se puede hacer para

el caso de dos qubits y se puede dar en términos de las ráıces de los autovalores,
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ordenados en forma decreciente, de ρρ̃, donde ρ̃ = σy⊗σyρ
∗σy⊗σy, aśı tenemos

que [17]

C(ρ) = máx{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4} (1.37)

En los caṕıtulos 2 y 4 usaremos esta medida de entrelazamiento para cuantificar

las correlaciones cuánticas de nuestros sistemas.

1.3.4. Entrelazamiento para estados bipartitos en dimen-

siones superiores

En general hacer el proceso de minimización para dimenciones superiores es

una tarea muy demandante, afortunadamente existen criterios basados en papeos

positivos que permiten abordar el problema del entrelazamiento y tener medidas

eficientes operacionalmente. El criterio más importante es el de la traspuesta

parcial positiva, con este criterio se pueden definir estados llamados estados

entrelazados libres y estados entrelazados confinados [20], este criterio divide

estas dos clases de estados en dimensiones superiores,nos referiremos a él con

más detalle más adelante.

El entrelazamiento que contiene un estado cuántico puro de dimensión m⊗n,

se puede cuantificar a través de la medida llamada Tangle [21]. El Tangle se

define como

τAB = 2νAνB(1− tr(ρ2
A)) (1.38)

donde ρA es el operador densidad reducido, que se obtiene trazando sobre el

subsistema B. Los coeficientes νA, νB son factores de escala arbitrarios que

dependen de la dimensión de cada subsistema A y B.

Antes de pasar a los estados mixtos en dimensiones superiores definamos lo

que se entiende por mapeos positivos.
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Un mapeo positivo L : Λ{H} → Λ{H} con H ∈ H(1) ⊗H(2), es una trans-

formación tal que

L(ρ) ≥ 0 ∀ ρ ≥ 0, (1.39)

donde ρ ∈ H(1) ⊗H(2) y ρ ≥ 0 significa que su espectro es positivo.

Con esta definición podemos comenzar con la descripción de estados mixtos.

Cuantificar el entrelazamiento para un sistema bipartito que evoluciona como un

estado mixto es uno de los problemas abiertos más dif́ıciles de resolver. Solo en

trabajos recientes expresiones anaĺıticas para la cota inferior del entrelazamiento

de formación EOF [22] para sistemas cuánticos con dimensiones m ⊗ n se ha

reportado. Ha sido encontrado que la cota inferior para el entrelazamiento viene

dada por

E(ρ) ≥





0 if Λ = 1,

H2 [γ(Λ)] + [1− γ(Λ)] log2(m− 1) if Λ ∈
[
1, 4(m−1)

m

]
,

log2(m−1)
m−2

(Λ−m) + log2(m) if Λ ∈
[

4(m−1)
m

,m
]
,

(1.40)

donde m es la dimensión del primer subsistema, γ se escribe como

γ(Λ) =
1

m2

[√
Λ +

√
(m− 1)(m− Λ)

]2

(1.41)

con Λ = máx(
∥∥ρTA

∥∥ , ‖R(ρ)‖) y H2(x) = x log(x)− (1− x) log(1− x), donde ‖·‖
representa la norma de la traza tal que ‖G‖ = tr(GG†)

1
2 . La matriz ρTA es la

transpuesta parcial con respecto al segundo subsistemaB, esto es, ρTA
ik,jl = ρil,jk,

y la matriz R(ρ) se define como R(ρ)ij,kl = ρik,jl.

Como se mencionó anteriormente, la expresión para la cota inferior del en-

trelazamiento combina el criterio de la traspuesta parcial positiva (PPT) con

el criterio del realinamiento. El criterio PPT dice que ρTA ≥ 0 para un estado



1.3. Entrelazamiento y medidas de entrelazamiento 16

separable [23]. Además, ρT ≥ 0 (osea satisface ec. (1.39)) es también suficiente

para la separabilidad de sistemas bipartitos 2⊗ 2 y 2⊗ 3 [24].

Por otro lado el criterio del realinamiento dice que la version realineada de

ρ, denotada por R(ρ), se debe satisfacer para un estado separable ‖R(ρ)‖ ≤ 1

[25].



Caṕıtulo 2

Efectos de decoherencia

inducidos por ruidos clásicos

sobre el entrelazamiento de dos

qubits

En este caṕıtulo estudiaremos las propiedades del entrelazamiento cuántico

de un sistema compuesto de dos qubits, los cuales se acoplan a un campo externo

fluctuante, que puede ser considerado como un ruido clásico [88]. Además, ambos

qubits se acoplan bajo una interacción de intercambio. Se estudiará el problema

de la generación dinámica de entrelazamiento cuántico partiendo de diferentes

condiciones iniciales. Finalmente, se evaluará la taza a la cual el entrelazaminto

se pierde usando la concurrencia [19].

17
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2.1. Introducción

La caracterización del entrelazamiento cuántico entre un sistema compuesto

por dos partes, es uno de los problemas fundamentales en el ámbito actual de

la información y computación cuántica [3, 26, 27]. El mayor desaf́ıo en el pre-

sente status de investigación en estos campos, es la búsqueda de sistemas f́ısicos

elementales para almacenar la información cuántica e implementar operaciones

lógicas. El principal problema que enfrentan estos sistemas, es su inevitable in-

teración con el medio que los rodea, el cual afecta de manera irreversible la

coherencia y el entrelazamiento cuántico del sistema [1]. En este sentido, la in-

vestigación actual ha derivado en la creación de mecanismos que supriman los

efectos producidos por el reservorio, es aśı como se han desarrollado diferentes

esquemas y métodos, como por ejemplo, corrección de errores [28], subespacios

libres de decoherencia [29] y efecto zeno cuántico [30] y más recientemente, se ha

explorado la posibilidad de suprimir la decoherencia producida por fluctuaciones

magnéticas clásicas [31].

Por otro lado, las tazas de decaimiento reducidas podŕıan ser importantes

con relación al almacenamiento de información cuántica. La decoherencia y disi-

pación relacionadas a este problema han sido estudiadas usando un modelo gen-

eral para junturas Josephson, nanomagnetos acoplados y para impurezas Condo

interactuantes [32]. Un modelo similar ha sido estudiado en referencia [33] para

un qubit cargado en una juntura Josephson, usando el formalismo de Bloch-

Redfield. El problema ha sido estudiado también en qubits unidimensionales

acoplados mediante interacción de intercambio [34, 35]. En particular la predic-

ción de estados maximalmente entrelazados ha sido predicha [34].

En este caṕıtulo, estudiaremos los efectos debidos a fluctuaciones en campos

magnéticos sobre el entrelazamiento de dos qubits interactuando a través de
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la interación de intercambio de Heisenberg. Analizaremos cómo evoluciona el

entrelazamiento partiendo de una condición inicial, donde el estado es separable.

2.2. Modelo

El Hamiltoniano que describe la intección de intercambio entre dos qubits

acoplados a campos magnéticos externos, está dado por

H =
∑

a,b=x,y,z

{∑
i=1,2

σi
a

[
Bi

a + hi
a (t)

]
+ gabσ

1
a ⊗ σ2

b

}
, (2.1)

donde los qubits están descritos por las matrices de Pauli σi
a(i = 1, 2). Cada

qubit está acoplado a un campo magnético local ~Bi y a una fuente externa

de ruido ~hi(t). La parte del Hamiltoniano sin ruido ha sido estudiada con el

propósito de buscar estados, los cuales podŕıan ser menos afectados por ruidos

clásicos [31]. En este sentido, la posibilidad de encontrar tazas de decaimiento

reducidas está asociada a hamiltonianos con espectro doblemente degenerado.

Aśı, una elección conveniente para el campo magnético es ~Bi = (∆i, 0, 0) y las

fluctuaciones ~hi(t) = (0, 0, hi(t)), esto es debido a que para el caso de junturas

Josephson, las corrietes presentes en el baño que aporta los pares de Cooper están

en un plano y generán fluctuaciones perpendiculares a él. La parte fluctuante

representa dos reservorios disipativos descorrelacionados, es decir 〈h1(t)h2(0)〉 =

0. Acontinuación nos restringiremos a este caso y eligiremos un acoplamiento

diagonal gab = gaδab y ∆1 = ∆2 = ∆/2. Aśı, el hamiltoniano H0 sin ruido en la
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base {|↑↑〉 , |↑↓〉 , |↓↑〉 , |↓↓〉} viene dado por:

H0 =




gz
∆
2

∆
2

gx − gy

∆
2

−gz gx + gy
∆
2

∆
2

gx + gy −gz
∆
2

gx − gy
∆
2

∆
2

gz




. (2.2)

El formalismo general para describir la evolución de un sistema cuántico bajo

la interación con un reservorio está bién entendida desde el punto de vista de

la teoŕıa de sistemas cuánticos abiertos [4, 5], cuando el reservorio está descrito

por un baño térmico. Sin embargo, para el caso de un ruido clásico aleatorio

el formalismo de Bloch-Redfield [14] nos entrega un cuadro alternativo para

estudiar la dinámica. La ecuación maestra en la base de autoestados de H0

está dada por (1.16)

ρ̇nm(t) = −iωnmρnm(t)−
∑

kl

Rnmklρkl(t), (2.3)

donde ωnm = (En − Em)/~ y

Rnmkl = δlm

∑
r

Λnrrk + δnk

∑
r

Λ∗lrrm − Λlmnk − Λ∗knml,

son las partes reales de los elementos de matriz del tensor de relajación

ReΛlmnk =
1

8
S(ωnk)

[
σ1

z,lmσ1
z,nk + σ2

z,lmσ2
z,nk

]
.

Acontinuación usaremos una densidad espectral ohmica dada por S(ω) =

αω coth(ω/2T ), que es el teorema de Nyquist [6] para un ruido producido por

corrientes en equilibrio térmico, el cual ya ha sido considerado por otros au-

tores [31, 35]. Para junturas Josephson tenemos que α = 4e2R
π~ ∼ 10−3 [36](se ha

colocado el valor para R = 6Ω, el cual es un valor t́ıpico para la resistencia de la
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juntura Josephson) y hemos asumido también que (~ = kB = 1). Estamos intere-

sados en estudiar la solución a este problema, partiendo de condiciones iniciales

apropiadas. Por ejemplo, estamos principalmente interesados en la generación

de entrelazamiento cuando el sistema esta inicialmente preparado en estados

separables, tales como, {|↑↑〉 , |↓↓〉}, {|↑↓〉 , |↓↑〉} . Una inspeción simple de los

autovalores y las autofunciones de H0, sugiere que podemos reducir la comple-

jidad del sistema eligiendo apropiadamente los parametros f́ısicos. En este caso,

hemos encontrado dos casos de interés donde se obtiene degeneración espectral.

El primer caso exhibe una degeneración espectral, dada por

(i) gx = ∆/2, gy = gz = ∆

E1 = E3 = 3
2
∆, E2 = −5

2
∆, E4 = −∆

2
.

(2.4)

El segundo caso exhibe una doble degeneración espectral

(ii) gx = 0, gy = gz = ∆/2

E1 = E3 = ∆, E2 = E4 = −∆.
(2.5)

Los autoestaqdos de H0 son independientes de gx y sólo dependen de la diferencia

entre gy − gz, aśı que para ambos casos los autoestados de H0 están dados por:

|Ψ1〉 =
1

2
[|↑↑〉+ |↓↓〉+ |↑↓〉+ |↓↑〉]

|Ψ2〉 =
1√
2

[|↓↑〉 − |↑↓〉]

|Ψ3〉 =
1√
2

[|↓↓〉 − |↑↑〉]

|Ψ4〉 =
1

2
[|↑↑〉+ |↓↓〉 − |↑↓〉 − |↓↑〉] . (2.6)

Acontinuación, estudiaremos la generación de entrelazamiento en ambos casos

de degeneración espectral. Evaluaremos la concurrencia como una función del

tiempo y calcularemos la taza a la cual el entrelazamiento se pierde.
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2.3. Generación de entrelazamiento

Escribamos el sistema de ecuaciones (2.3) en la base de autoestados del

hamiltoniano para el conjunto de parámetros que lleva a la ecuación (2.6). Es

imporatante notar que para un par de niveles degenerados, la densidad de ruido

espectral es S (ωij) ∼ αT , tal que, para temperaturas bajas podemos asumir que

S (ωij) ∼ 0. Para un par de niveles no degenerados, la densidad espectral viene

dada aproximadamente por S (ωij) ∼ αω. Con esta información, estableceremos

el sistema de ecuaciones correspondientes a los casos (i) or (ii) . Por ejemplo el

sistema de ecuaciones que resulta para el caso (i) está dado por

ρ̇11 = −4∆αρ11 + 4∆αρ22

ρ̇22 = −6∆αρ22 + 4∆αρ11 + 2∆αρ44 − 3∆α(ρ41 + ρ14)

ρ̇33 = −2∆αρ33 + 2∆αρ44 + ∆α(ρ14 + ρ41)

ρ̇44 = −4∆αρ44 + 2∆αρ22 + 2∆αρ33 + 2∆α(ρ14 + ρ41)

ρ̇12 = −(5∆α + 4i∆)ρ12 + 4∆αρ21 − 3∆αρ24 (2.7)

ρ̇13 = −3∆αρ13 + ∆αρ34

ρ̇14 = −(4∆α + 2i∆)ρ14 + 2∆αρ11 − 3∆αρ22 + ∆αρ33

ρ̇23 = −(4∆α− 4i∆)ρ23

ρ̇24 = −(5∆α− 2i∆)ρ24 + 2∆αρ42 − 3∆αρ12 + 2∆αρ21

ρ̇34 = −(3∆α + 2i∆)ρ34 + 2∆αρ43 + ∆αρ13 + 2∆αρ31

En este problema debemos distinguir dos escalas de tiempo relevantes que dom-

inan la dinámica. Existe un comportamiento rápidamente oscilante asociado al

parámetro ∆, el cual provoca transiciones entre los estados {|↑↑〉 , |↓↓〉 , |↑↓〉 , |↓↑〉}.
Por otro lado, tenemos una escala de tiempos lenta ∆α asociada a los campos

fluctuantes, la cual provee el decaimiento de la coherencia. Una solución anaĺıtica
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exacta es difićıl de obtener. Sin embargo, considerando las dos escalas de tiempo

diferentes, podemos obtener una solución aproximada usando un acercamiento

perturbativo en la escala de tiempos lenta ∆α, asumiendo que la matriz densidad

se puede expandir como

ρij = ρ
(0)
ij + ρ

(1)
ij + .... (2.8)

donde ρ
(k)
ij es el k-eśımo orden de perturbación en ∆α . Reescribiendo el sistema

en una notación conveniente, esto es,

ρ̇(0) + ρ̇(1) + .... = (L0 + L1)(ρ
(0) + ρ(1) + ....), (2.9)

tenemos que

ρ̇(0) = L0ρ
(0)

ρ̇(1) = L0ρ
(1) + L1ρ

(0)

... ...

(2.10)

donde L0 es la matriz a orden cero en ∆α y L1 es la matriz a primer orden en

∆α obtenida de la Ecuación (2.7). Las soluciones formales pueden ser escritas

como

ρ(0)(t) = eL0tρ(0)(0)

ρ(1)(t) = eL0tρ(1)(0) + eL0t
t∫

0

e−L0τL1ρ
(0)(τ)dτ

... ...

(2.11)

Las condiciones iniciales son independientes de ∆α, tal que ρ
(k)
ij (0) = 0 para

i, j = 1, .,4 y k ≥ 1.

Partiendo de este sistema de ecuaciones, podemos enfocarnos en algún ca-

so de interés. Por ejemplo, consideremos un estado inicial separable |↑↑〉. Este

estado puede ser reescrito en la base de autoestados (2.6), dando

|↑↑〉 =
1

2
|Ψ1〉 − 1√

2
|Ψ3〉+

1

2
|Ψ4〉 (2.12)



2.3. Generación de entrelazamiento 24

0 2 4 6 8 10 12 14
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

∆t

C
(t

)

Figura 2.1: Evolución de la concurrencia C (t) para el caso (i) y los qubits

inicialmente en el estado |↑↑〉. Ĺınea sólida: cálculo numérico exacto para α =

10−3; Ĺınea segmentada: cálculo numérico exacto para α = 0; Ĺınea punteada:

cálculo numérico aproximado partiendo de Ec.(2.11).

Este estado no tiene componente inicial en el estado |Ψ2〉. De las soluciones dadas

por las ecuaciones (2.11), vemos que la evolución dinámica a orden cero en ∆α

ocurre en un subespacio restringido {|Ψ1〉 , |Ψ3〉 , |Ψ4〉} donde los elementos que

involucran a |Ψ2〉 aparecen sólo como una correción a primer orden en ∆α para

ρ22. Con estas soluciones podemos evaluar el efecto del ruido sobre la evolución

del entrelazamiento.

El entrelazamiento de un sistema bipartito será evaluado usando la defini-

ción de concurrencia dada por C(ρ) =max{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4} , donde λi ’s

son las ráıces cuadradas de los autovalores de the matrix ρρ̃ ordenados en orden

decreciente, donde ρ̃ = σy⊗σyρ
∗σy⊗σy [17]. La figura (2.1) muestra la solución

numérica exacta y la aproximada obtenidas de la ecuación (2.11), comparada

con el caso sin ruido α = 0. Una primera observación de la figura (2.1), es que
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el peŕıodo de oscilación para la concurrencia es el mismo para ambos casos y su

valor máximo se alcanza en el tiempo tn = (2n+1)π/2∆ con n = 0, 1, 2...∞. Una

expresión exacta para la concurrencia es dif́ıcil de obtener desde las soluciones

para la dinámica. Sin embargo, podemos calcular una expresión perturbativa

para la concurrencia partiendo de la solución perturbativa en (2.11). Esta ex-

presión como función de ∆α viene dada por

ρρ̃ = ρ(0)(t)ρ̃(0)(t) + ρ(0)(t)ρ̃(1)(t) + ρ(1)(t)ρ̃(0)(t)...

que en una notación más conveniente, se escribe como

ρρ̃ = M (0)(t) + M (1)(t) + M (2) + ... (2.13)

donde M (k)(t) son las contribuciones de k-eśımo orden en ∆α en el producto ρρ̃.

Los autovectores y autovalores de ρρ̃ en la ecuación (2.13) se pueden calcular

usando un acercamiento perturbativo en el parámetro ∆α. Resolviendo el prob-

lema a orden cero M (0)(t) = ρ(0)(t)ρ̃(0)(t) y luego calculando las correciones en

∆α [37], obtenemos

C
(i)
↑↑ (t) =

√
1

2
(1− cos 2t∆)− α

(
1

2
sin 2t∆ + 2t∆− 3t∆ cos 2t∆

)

−3

2
α

(
t∆− 1

2
sin 2t∆

)
. (2.14)

La figura (2.2) compara esta expresión para la concurrencia con el cálculo

numérico exacto.

El primer término dentro de la ráız cuadrada corresponde a la evolución

periódica del entrelazamiento en el caso sin ruido. El estado que se genera al

tiempo tn = (2n + 1)π/2∆ con n = 0, 1, 2...∞ viene dado por

|Ψ↑↑ (te)〉 =
1

2
|Ψ1〉 − 1√

2
|Ψ3〉 − 1

2
|Ψ4〉 .
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Figura 2.2: Evolución de la concurrencia C (t) para el caso (i) y los qubits

inicialmente en |↑↑〉. Ĺınea sólida: cálculo numérico exacto; Ĺınea segmentada:

cálculo perturbativo.

En la base usual, este estado se escribe como:

|Ψ↑↑ (tn)〉 =
1

2
(|↑〉+ |↓〉) |↑〉+

1

2
(|↑〉 − |↓〉) |↓〉 , (2.15)

esto es, un estado de Bell rotado en la base del primer qubit. El efecto del ruido

sobre esta clase de estados, puede ser tomado en cuenta evaluando la taza de

concurrencia en los tiempos tn = (2n + 1)π/2∆ obteniendo:

C
(i)
↑↑ (tn) = 1− 4α∆tn, (2.16)

donde podemos definir la taza a la cual el máximo de entrelazamiento se pierde

Γ
(i)
↑↑ = 4α∆.

También, se obtiene una situación similar para el mismo conjunto de parámet-

ros si el estado inicial es ahora el estado desnudo |↓↓〉. En este caso, la evolución

unitaria conducirá el estado

|Ψ↓↓ (tn)〉 =
1

2
|Ψ1〉+

1√
2
|Ψ3〉 − 1

2
|Ψ4〉
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el cual es

|Ψ↓↓ (tn)〉 =
1

2
(|↓〉 − |↑〉) |↑〉+

1

2
(|↑〉+ |↓〉) |↓〉 . (2.17)

El decaimiento correspondiente del entrelazamiento en los tiempos tn = (2n +

1)π/2∆ es el mismo que antes C
(i)
↓↓ (te) = 1− 4α∆tn.

Elijamos el caso (ii), el cual corresponde a estados doblemente degenerados

dados por {|Ψ1〉 , |Ψ3〉} y {|Ψ2〉 , |Ψ4〉} . Como hemos mencionado, en este caso

la dinámica de los dos qubits bajo un reservorio se ve menos afectada por el

ruido [31]. Esto se ilustra en la figura (2.3) donde un cálculo numérico exacto

para la evolución del entrelazamiento, partiendo del estado |↑↑〉 , se compara con

la expresión perturbativa obtenida para la concurrencia

C
(ii)
↑↑ (t) = [

1

2
(1− cos 2t∆)

+
α

1− cos 2t∆
(
3

4
sin 4t∆− 9

8
sin 2t∆− 2t∆

−1

8
sin 6t∆ + 3t∆ cos 2t∆− t∆ cos 4t∆)]1/2

−α

2
(t∆− 1

2
sin 2t∆) (2.18)

Como se puede deducir de esta figura, el tiempo donde se alcanza el estado

aproximadamente entrelazado de dos qubits partiendo de el estado inicial |↑↑〉
(lo mismo ocurre para |↓↓〉), es el mismo que antes, t = te = π/ (2∆), y con-

duce también a los mismos estados maximalmente entrelazados (2.15) y (2.17)

respectivamente. La taza de decaimiento para este caso, se obtiene evaluando

C
(ii)
↑↑ (t) en los tiempos tn = (2n + 1)π/2∆ de una forma similar a lo hecho para

(2.14):

C
(ii)
↑↑ (tn) = 1− 2α∆tn. (2.19)
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Figura 2.3: Evolución de la concurrencia C (t) para el caso (ii) y los qubits

inicialmente en |↑↑〉. Ĺınea sólida: cálculo numérico exacto; Ĺınea segmentada :

cálculo perturbativo.

Cuando el estado inicial está en el subespacio {|↑↓〉 , |↓↑〉}, la evolución de-

pende si el acoplamiento entre los qubits se fija como (i) gx = ∆/2, gy = gz = ∆

o (ii) gx = 0, gy = gz = ∆/2. Si escogemos el caso (i) y el sistema de dos

qubits inicialmente en el subespacio {|↑↓〉 , |↓↑〉}, la dinámica a orden cero ocur-

rirá en el subespacio de los tres autoestados no degenerados {|Ψ1〉 , |Ψ2〉 , |Ψ4〉}.
Las contribuciones en el estado |Ψ3〉 aparecen sólo a primer orden para el ele-

mento de matriz ρ33. Las diferencias de enerǵıa entre los estados son 2∆ y 4∆

como se muestra en la Fig. (2.4a). Como mencionamos antes, cuando el sistema

esta inicialmente en el subespacio {|↑↑〉 , |↓↓〉}, la contribución en el estado |Ψ2〉
aparece a primer orden para el elemento de matriz ρ22 y a orden cero la evolución

dinámica ocurre en el subespacio {|Ψ1〉 , |Ψ3〉 , |Ψ4〉}, donde los estados |Ψ1〉 y

|Ψ3〉 son degenerados. En este caso, las diferencias de enerǵıa entre estos estados

son 2∆. Aśı, las oscilaciones son mas lentas que para el caso cuando el estado

está inicialmente en el subespacio {|↑↓〉 , |↓↑〉}. Por otro lado, para el caso (ii) de
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Figura 2.4: Esquema de niveles que muestra las transiciones entre los estados

para (a): caso (i) ; (b): caso (ii). Ĺıneas sólidas: el estado inicial está preparado en

el subespacio {|↑↑〉 , |↓↓〉}; Ĺıneas segmentadas: el estado inicial está preparado

en el subespacio {|↑↓〉 , |↓↑〉} .

la Fig. (2.4b), podemos ver que, en términos de la enerǵıa, no es importante en

cual de los subespacios se prepare el sistema inicialmente, dado que para ambos

casos obtenemos transiciones idénticas en términos de las diferencias de enerǵıa

entre los niveles que involucran en la dinámica. Este hecho explica por qué la

concurrencia en el caso (i) oscila más rápido que en el caso (ii), cuando el sis-

tema está preparado inicialmente en el subespacio {|↑↓〉 , |↓↑〉}. Como se puede

ver para el caso sin ruido (α = 0), las concurrencias para los casos (i) y (ii) son

C
(i)
↑↓ (t) = [(1− cos 6∆t)/2]1/2 y C

(ii)
↑↓ (t) = [(1− cos 2∆t)/2]1/2 respectivamente.

De la discusión precedente, es claro que la elección de los acoplamientos entre

los qubits afectará el tiempo de las oscilaciones te del entrelazamiento, como

también el estado entrelazado final. Para el caso (ii) y los qubits inicialmente

en el estado |↑↓〉 , tras un tiempo te = π/ (2∆) debeŕıamos obtener estados
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maximalmente entrelazados, dados por:

|Ψ↑↓ (te)〉 =
1

2
(|↑〉+ |↓〉) |↑〉+

1

2
(|↓〉 − |↑〉) |↓〉 . (2.20)

Los efectos del reservorio se obtienen de la misma forma que en las discusiones

previas, la concurrencia a primer orden en delta ∆α viene dada por:

C
(ii)
↑↓ (t) = [

1

2
(1− cos 2t∆)

+
α

1− cos 2t∆
(
3

4
sin 4t∆− 9

8
sin 2t∆− 2t∆

−1

8
sin 6t∆ + 3t∆ cos 2t∆− t∆ cos 4t∆)]1/2

−α

2
(t∆− 1

2
sin 2t∆) = C

(ii)
↑↑ (t) (2.21)

Evaluando esta expresión en los tiempos tn = (2n + 1)π/2∆ obtenemos:

C
(ii)
↑↓ (tn) = 1− 2α∆tn. (2.22)

Por otro lado, para el mismo estado inicial pero considerando el caso (i) y

te = π/(6∆), el estado entrelazado esta dado por la expresión:

|Ψ↑↓ (te)〉 =
1

4
(e−iπ/3 − 1) [|↑↑〉+ |↓↓〉]

+

(
1

4
e−iπ/3 +

1

2
eiπ/3 +

1

4

)
|↑↓〉

+

(
1

4
e−iπ/3 − 1

2
eiπ/3 +

1

4

)
|↓↑〉 , (2.23)

donde la concurrencia en este caso está dada por:

C
(i)
↑↓ (t) = [

1

2
(1− cos 6t∆)

+
α

1− cos 6t∆
(
3

4
sin 2t∆− 9

2
t∆ +

1

2
sin 4t∆− 3

2
sin 6t∆

+
3

4
sin 12t∆− 1

4
sin 14t∆ + 7t∆ cos 6t∆− 5

2
t∆ cos 12t∆)]1/2

−α

2
(t∆ +

1

2
sin 2t∆) (2.24)
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Figura 2.5: Evolución de la concurrencia C (t) para el caso (ii) y los qubits

inicialmente en |↑↓〉. Ĺınea sólida: cálculo numérico exacto; Ĺınea segmentada:

cálculo perturbativo.

Esto significa que alrededor del máximo, la concurrencia decae como:

C
(i)
↑↓ (tn) = 1− 4α∆tn. (2.25)

con tn = (2n + 1) π/6. Si aplicamos el mismo procedimiento, pero el sistema

inicialmente en el estado |↓↑〉, es posible encontrar también para tiempos te =

π/(2∆) y te = π/(6∆) estados entrelazados para ambos casos (i) y (ii).

2.4. Conclusión

En este caṕıtulo, hemos estudiado la evolución del entrelazamiento cuántico

en un sistema de dos qubits acoplados mediante la interación de intercambio

de Heisemberg, los qubits han sido inicialmente preparados en estados separa-

bles como condiciones iniciales y sujetos a campos externos aleatorios. Hemos

estudiado y caracterizado la pérdida de entrelazamiento cuántico debida a los
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Figura 2.6: Evolución de la concurrencia C (t) para el caso (i) y los qubits

inicialmente en |↑↓〉. Ĺınea sólida: cálculo numérico exacto; Ĺınea segmentada:

cálculo perturbativo.

efectos del reservorio, calculando la Concurrencia para un sistema bipartito.

Hemos mostrado que mediante una elección apropiada de acoplamientos entre

los qubits (gx, gy, gz), se pueden preparar estados altamente entrelazados. Este

entrelazamiento y sus tiempos caracteŕısticos de decaimiento son dependientes

de la condición inicial. Aunque el caso estudiado es un caso particular para las

elecciones de los parametros de acoplamiento, hemos encontrado que en el caso

de doble degeneración espectral, las tazas de decaimiento son mas lentas que

para los casos de sólamente una degeneración espectral.



Caṕıtulo 3

Cambios abruptos en la dinámica

del desentrelazamiento cuántico

En este caṕıtulo estudiaremos la evolución del entrelazamiento cuántico para

sistemas bipartitos de dimensión d cada uno. Estudiaremos el caso de dos qutrits

(sistemas de tres nives) interactuando con sus respectivos reservorios a cero tem-

peratura en el marco general de la dinámica markoviana [89]. Además, estudi-

aremos el caso de dos atomos de dos niveles interactuando con sus respectivos

reservorios en el marco del modelo de Dicke.

3.1. Introducción

El entrelazamiento cuántico se ha convertido en uno de los conceptos y re-

cursos fundamentales para Información y Computación cuántica [3], no solo

por sus propiedades fundamentales interesantes sino que también por su po-

tencial aplicación a criptografia cuántica [38, 39], teleportación cuántica [40],

etc. Recientemente el interés por el comportamiento del entrelazamiento bajo

33
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un reservorio disipativo ha atráıdo el interés por el descubrimiento de nuevas

caracteŕısticas, tal como la muerte súbita del entrelazamiento. Este fenómeno

aparece cuando tenemos dos qubits, los cuales son afectados por sus respectivos

reservorios descorrelacionados [41,17]. En particular, este fenómeno ha sido es-

tudiado para la clase de estados mixtos denominados estados X [72,51] y para

los estados de Werner [44].

Por otro lado seŕıa interesante investigar qué pasa si consideramos con los

sistemas cuando estos tienen mayor dimensión. Como es bien sabido, el con-

tenido de entrelazamiento para un sistema compuesto por dos qubits esta bien

caracterizado a través de la concurrencia [17, 54]. Sin embargo, una fórmula

exacta para cuantificar el grado de entrelazamiento para un sistema bipartito

de dimensiones arbitrarias ha sido un problema realmente dif́ıcil y sin solución

hasta el momento. Para un sistema bipartito de dimensión arbitraria, en un es-

tado puro, se ha propuesto una expresión para determinar su entrelazamiento,

es el llamado tangle [21]. Para el caso más general de un estado mixto, solo muy

recientemente, algunos criterios para cuantificar el entrelazamiento han apare-

cido [55, 56, 22]: (i) el criterio de la traspuesta parcial (criterio PPT) [23, 24] y

(ii) el criterio del realinamiento [55,56]. En un trabajo reciente [22], estos dos

criterios se han unificado para dar una medida general para el entrelazamiento

de formación y una expresión analitica para la cota inferior.

En este caṕıtulo estudiamos la evolución del entrelazamiento para sistemas

bipartitos usando la cota inferior para el entrelazamiento de formación propuesta

por Chen et al. [22].
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3.2. Dinámica del desentrelazamiento para qutrits

fotonicos bajo disipación

Comenzaremos estudiando un sistema f́ısico compuesto de dos cavidades,

cada una acoplada independientemente a su propio reservatorio. Si consideramos

el caso del ĺımite de temperatura cero, la ecuación maestra para el sistema total

esta dada por

ρ̇ =
∑
1,2

Γi

2

[
2AiρA†

i − A†
iAiρ− ρA†

iAi

]
, (3.1)

donde Ai, A
†
i describen los operadores de aniquilación y creación para los modos

bosónicos y ρ es una matriz densidad 3⊗ 3 en la base computacional {| 0〉, | 1〉, |
2〉} ⊗ {| 0〉, | 1〉, | 2〉} de ambos qutrits, las cuales representan a cavidades las

cuales tienen 0, 1 ó 2 fotones respectivamente. En este marco f́ısico, resultados

numéricos muestran que
∥∥ρTA

∥∥ ≥ ‖R(ρ)‖ para todos los tiempos, esto es, Λ =
∥∥ρTA

∥∥ en Ec. 1.40. Entonces, con el propósito de obtener expresiones anaĺıticas

para el entrelazamiento, nos enfocaremos en la cantidad Λ =
∥∥ρTA

∥∥.

Estamos interasados en cómo el mecanismo de decoherencia descrito por la

Ec.(3.1) afecta el entrelazamiento del sistema 3⊗ 3-dimensional. Como un pun-

to de partida, podemos estudiar los efectos disipativos sobre la evolución del

desentrelazamiento de todos los estados de Bell posibles que se puedan definir

para dos qutrits. En la Fig.( 3.1) se muestra, la evolución del entrelazamiento

dada por 1.40 y la entropia lineal s(t) = 1 − trρ2
B para los nueve estados max-

imalmente entrelazados que se pueden formar de los dos qutrits. De cálculos

numéricos, los nueve estados maximalmente entrelazados se pueden dividir en

dos grupos, dependiendo de la porsión del espacio de Hilbert que ellos ocupan

inicialmente. Los dos grupos de estados maximalmente entrelazados aparecen de

acuerdo al número de exitaciones que tienen inicialmente: (a) el primer grupo
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Figura 3.1: Evolución del EOF E(t) y la entropia lineal s(t) para los nueve

estados maximalmente entrelazados. Ĺınea sólida corresponde al grupo (a) de

estados maximalmente entrelazados {|Ψα,0〉}. Ĺınea segmentada corresponde al

grupo (b) de estados maximalmente entrelazados {|Ψα,1〉, |Ψα,2〉} con α = 0, 1, 2

ec. (1.27).

que contiene hasta cuatro exitaciones está compuesto por los estados {|Ψα,0〉},
(b) el segundo grupo que contiene hasta tres exitaciones está compuesto por los

estados {|Ψα,1〉}, y compuesto por los estados {|Ψα,2〉}, con α = 0, 1, 2 ec. (1.27).

Para ambos casos, podemos observar de la Fig. 3.1 que para los estados iniciales

maximalmente entrelazados, el desentrelazamiento decrece asintóticamente.

Consideremos estudiar la evolución de estados iniciales mixtos. Con el propos-

ito de hacer esto consideremos una generalización particular de estados “X” [51]
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para un sistema de dos qutrits, de la siguente manera

ρ(0) = 1
3




1 0 0 0 λ1 0 0 0 λ2

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

λ1 0 0 0 1 0 0 0 λ3

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

λ2 0 0 0 λ3 0 0 0 1




, (3.2)

donde los λi son parámetros reales, los cuales vaŕıan desde λi = 0 a λi = 1. Es-

tos corresponden a una modificación de los estados maximalmente entrelazados

|Ψ0,0〉, para λ1 = λ2 = λ3 = 1. En los casos extremos, para λi’s =0, tenemos

estados separables, mientras que para λi’s =1 tenemos un estado maximalmente

entrelazado. No es dif́ıcil darse cuenta que esta clase de estados es una general-

ización de la clase de estados llamados “X”, estudiados para sistemas bidimen-

sionales [72, 51]. Como podemos comprender faćılmente de la dinámica dada

por Ec. (3.1), este estado inicial visitará una porsión del espacio de Hilbert que
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recuerda a la compuesta por una matriz 3-X, la cuál tiene una estructura:

ρ(t) =




ρ11 0 0 0 ρ15 0 0 0 ρ19

0 ρ22 0 0 0 ρ26 0 0 0

0 0 ρ33 0 0 0 0 0 0

0 0 0 ρ44 0 0 0 ρ48 0

ρ∗15 0 0 0 ρ55 0 0 0 ρ59

0 ρ∗26 0 0 0 ρ66 0 0 0

0 0 0 0 0 0 ρ77 0 0

0 0 0 ρ∗48 0 0 0 ρ88 0

ρ∗19 0 0 0 ρ∗59 0 0 0 ρ99




, (3.3)

Acontinuación analizaremos la dinámica del destrentrelazamiento mostrando

efectos interesantes, los cuales surgen cuando se consideran estados iniciales mix-

tos de esta clase. La Ec. (3.1) se puede resolver para constantes de decaimiento

arbitrarias, pero por simplicidad reduciremos el problema a un caso más simple

Γ1 = Γ2 = Γ. La Fig. 3.2 muestra la evolución de Λ(t) para λ = 0,1. Como obser-

vamos, Λ(t) experimenta cambios abruptos a lo largo de su evolución, exhibiendo

discontinuidades en su derivada, que finalmente evoluciona a una muerte abrupta

del entrelazamiento. Comparada con el caso de dos qubits, este es un compor-

tamiento más interesante del desentrelazamiento. De la definición de Λ(t), esta

caracteŕıstica debe estar cercanamente relacionada con la dependencia tempo-

ral de los autovalores M = ρTA · (ρTA
)†

. En nuestro caso, cálculos numéricos y

anaĺıticos para M se pueden realizar. De los cálculos numéricos podemos decir

que los cambios abruptos están dominados por el comportamiento de un grupo
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Figura 3.2: Evolución de Λ(t) para estados iniciales mixtos de la Eq. ( 3.2) con

λ = 0,1 como una función del tiempo adimensional Γt.

restringido de autovalores dados por:

E1 (t) = (ρ12,12)
2 + (ρ11,22)

2 − 2ρ12,12ρ11,22,

E2 (t) = (ρ00,11)
2 + (ρ01,01)

2 − 2ρ00,11ρ01,01,

E3 (t) = (ρ00,22)
2 + (ρ02,02)

2 − 2ρ00,22ρ02,02,

(3.4)

donde

ρ12,12 = 2
3

(
e−3Γt − e−4Γt

)

ρ11,22 = λ
3
e−3Γt

ρ00,11 = 2λ
3
e−3Γt − 4λ

3
e−2Γt + λe−Γt

ρ01,01 = 2e−3Γt − 7
3
e−2Γt − 2

3
e−4Γt + e−Γt

ρ00,22 = λ
3
e−2Γt

ρ02,02 = −2
3
e−3Γt + 1

3
e−4Γt + 1

3
e−2Γt

(3.5)

son los elementos de matriz ρij,kl. Estos autovalores (3.4) están graficados en la

Fig. 3.3, donde observamos que los tiempos en los cuales estos alcanzan un valor

cero están en exacto acuerdo con los tiempos donde se producen los cambios

abruptos en la evolución del entrelazamiento. Estos tiempos se pueden calcular
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Figura 3.3: Autovalores relevantes de la matriz M para el caso mostrado en

Fig. 3.2.

anaĺıticamente en términos del parámetro λ desde Ec. (3.4):

t1 = ln(2/(2− λ)), t2 = ln(1/(1− λ)), t3 = ln(1/(1−
√

λ)). (3.6)

La Figura 3.4 muestra los comportamientos suaves de estos tiempos como una

función del parámetro λ, definiendo estados particulares mixtos de dos qutrits.

Desde este cuadro podemos darnos cuenta que los cambios abruptos en la dinámi-

ca del desentrelazamiento aparecerán para cualquier valor de λ en el intervalo

[0, 1] . En particular, para los tres estados maximalmente entrelazados correspon-

dientes a (a), el grupo definido por |Ψα,0〉, experimentarán cambios abruptos en

t1 = ln 2, los tiempos del segundo y tercer cambio abrupto, el cuál es el ESD,

tienden a infinito, mostrando que el desentrelazamiento decaerá asintoticamente.

Como veremos, las mismas caracteŕısticas están presentes para los dos grupos

restantes. Notemos que este resultado difiere subtancialmente de su contraparte

de dos qubits, donde los estados maximalmente entrelazados correspondientes

se desentrelazan suavemente [72]. Notemos también que estos cambios abruptos
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Figura 3.4: Tiempos para los cambios abruptos de la dinámica del desentrelaza-

miento como una función del parametro λ. Ĺınea sólida corresponde al primer

cambio abrupto, la ĺınea segmentada corresponde al segundo cambio abrupto y

la ĺınea segmentada con puntos corresponde al ESD.

pueden ser matemáticamente interpretados como discontinuidades de la deriva-

da para la expresión Λ(t) =
∑9

i=1

√
Ei (t), un cambio abrupto en la evolución

de Λ ocurre cuando uno de estos nueve autovalores Ei se anula, como se observa

en la Fig. 3.2. Hasta ahora, el análisis para explicar estos cambios abruptos en la

evolución del entrelazamiento ha sido en términos de los autovalores de la matriz

M . Sin embargo, también podemos entender estos cambios abruptos en Λ(t), ob-

servando el comportamiento de los autovalores de la matriz traspuesta parcial

ρTA . En nuestro caso solo existen tres autovalores negativos que nos entregan

información sobre estos cambios abruptos y están graficados en la Fig. 3.5. Nota-

mos que estos autovalores van de negativos a positivos para tiempos espećıficos,

los cuales están de acuerdo con los cambios abruptos en la evolución del en-

trelazamiento. En otras palabras, la taza de desentrelazamiento cambia cuando

el rango de la matrix traspuesta parcial cambia abruptamente, hasta que el
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Figura 3.5: Autovalores relevantes de la matriz traspuesta parcial ρTA .

entrelazamiento desaparece. Podemos asociar a cada autovalor de ρTA un cor-

respondiente operador testigo de entrelazamiento, tal que αi (t) = Tr (Wiρ (t))

con i = 1, 2, 3 y cada Wi esta dado por

W1 = 1
2
[|21〉〈21| − |11〉〈22| − |22〉〈11|+ |12〉〈12|] ,

W2 = 1
2
[|10〉〈10| − |00〉〈11| − |11〉〈00|+ |01〉〈01|] ,

W3 = 1
2
[|02〉〈02| − |00〉〈22| − |22〉〈00|+ |20〉〈20|] .

(3.7)

A tiempo t = 0, todos los operadores pueden ser usados para caracterizar el

entrelazamiento de ρ. A medida que el tiempo transcurre, estos operadores van

perdiendo su capacidad para detectar entrelazamiento, hasta que ya no hay

entrelazamiento.

La Figura 3.6 muestra la evolución del entrelazamiento para dos casos, la

linea solida corresponde a un estado inical puro en un subespacio bidimensional

{| 11〉, | 22〉}, la cual recuerda el comportamiento observado para dos qubits [72].

En este caso solo tenemos un cambio abrupto en la evolución que corresponde

a la muerte repentina del entrelazamiento, tal como se espera. Si miramos los

autovalores de M , vemos que en el tiempo en que Λ se anula, existe también
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Figura 3.6: Evolución del entrelazamiento para el caso mostrado en la Fig. 3.1

(ĺınea segmentada) para λ = 0,15 y para un estado inicial en el subespacio {| 11〉,
| 22〉} (linea solida) para λ = 0,2

un autovalor que se anula, indicando que un cambio abrupto ha ocurrido. Una

conclusión similar se puede obtener al mirar la negatividad en ves de la concur-

rencia para el caso de dos qubits. Ahora, si analizamos a los otros miembros del

grupo, vemos que ellos se comportan de la misma manera.

Además, podemos explorar la evolución del entrelazamiento para un estado

inicial puro no maximalmente entrelazado, por ejemplo, | Φ〉 = α | 00〉 + β |
11〉 + γ | 22〉. Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, consideraremos α,

β y γ como parámetros reales. En este caso, una dinámica más variada puede

ocurrir. Dependiendo de la elección de las amplitudes podemos tener decaimien-

to asintótico, muerte súbita, cambios abruptos ó una combinación de ellos. Los

tiempos que corresponden a los cambios abruptos y a la muerte súbita del en-

trelazamiento se pueden calcular apartir de los autovalores relevantes asociados
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a ρTA , los cuales corresponden a

α1 = ρ12,12 − ρ11,22,

α2 = %01,01 − %00,11,

α3 = %02,02 − %00,22,

(3.8)

donde los elementos de matriz están dados por

ρ12,12 (t) = 2γ2
[
e−3Γt − e−4Γt

]
,

ρ11,22 (t) = βγe−3Γt,

%01,01 (t) = γ2
[
2
(
e−Γt − e−4Γt

)
+ 6

(
e−3Γt − e−2Γt

)]

+β2
[
e−Γt − e−2Γt

]
,

%00,11 (t) = αβe−Γt − 4βγ
[
e−2Γt − 1

2
e−Γt − 1

2
e−3Γt

]
,

%02,02 = (t) 2γ2
[

1
2
e−4Γt + 1

2
e−2Γt − e−3Γt

]
,

%00,22 (t) = αγe−2Γt.

(3.9)

Apartir de estas ecuaciones podemos ver que los tiempos para los dos primeros

cambios abruptos y la muerte repentina del entrelazamiento son respectivamente

t1 = − 1
Γ

ln
(
1− β

2γ

)
,

t2 = − 1
Γ

ln
[
1− β

3γ

(
1 + 1

(2Z)1/3 −
(

Z
2

)1/3
)]

,

t3 = − 1
Γ

ln
(
1− α

γ

)
,

(3.10)
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Figura 3.7: Evolución del entrelazamiento para estados iniciales puros no max-

imalmente entrelazados. Linea segmentada corresponde a α = 0,2386, β =

0,9545, γ = 0,1790 y la linea solida corresponde a α = 0,1790, β = 0,2386,

γ = 0,9545.

donde

Z = 5− 27
αγ

β2
+ 3

√
3

√
1− 10

αγ

β2
+ 27

(
αγ

β2

)2

. (3.11)

De estas expresiones podemos deducir diferentes dinámicas para el entrelaza-

miento, siendo estas : (i) decaimiento asintótico para (α ≥ β > γ), (ii) un

cambio abrupto y decaimiento asintótico para (β ≥ α ≥ γ, ó α > γ > β), (iii)

dos cambios abruptos y decaimiento asintótico para (β > γ > α), y (iv) dos

cambios abruptos y muerte súbita del entrelazamiento para (γ > β > α). La

Figura 3.7 muestra dos casos particulares de evolución dinámica para los casos

(ii) y (iv).

Un estudio similar se puede hacer con los restantes estados maximalmente

entrelazados, que corresponden a la clase de estados de hasta tres excitaciones.

Partiendo de una forma analoga como se hiso para el caso anterior, podemos
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definir estados iniciales de la forma

ρ(0) = 1
3




0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 λ 0 0 0 λ 0

0 0 λ 1 0 0 0 λ 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 λ λ 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0




. (3.12)

Como se puede ver de la evolución de este estado bajo disipación, este ocupa

una porción del espacio de Hilbert de tal forma que evoluciona a un estado como

ρ(t) =




ρ11 0 0 0 ρ15 0 0 0 0

0 ρ22 0 0 0 0 ρ27 0 0

0 0 ρ33 ρ34 0 0 0 ρ38 0

0 0 ρ∗34 ρ44 0 0 0 ρ48 0

ρ∗15 0 0 0 ρ55 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 ρ∗27 0 0 0 0 ρ77 0 0

0 0 ρ∗38 ρ∗48 0 0 0 ρ88 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0




, (3.13)

Este estado recuerda al estado X definido en [51,72]. Como hemos dicho antes,

todos los estados pertenecientes a esta clase presentan el mismo comportamiento

en la evolución del entrelazamiento. La Figura 3.8 muestra la dinámica del

desentrelazamiento para esta clase de estados. Una primera observación es que
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Figura 3.8: Evolución del desentrelazamiento para estados asociados al grupo

(b) con λ = 0,3.

la evolución del desentrelazamiento experimenta solo un cambio abrupto antes

de decaer asintóticamente. Este comportamiento particular se puede entender

observando el correspondiente autovalor de ρTA asociado a la familia de estos

estados. Consideremos la familia de estados |Ψα,1〉. En este caso existe solo un

autovalor asociado a ρTA , que se anula y está dado por

χα,1 = 1
2
(ρ11,11 + ρ20,20)−X, with

X = 1
2

(√
4 |ρ10,21|2 + (ρ11,11 − ρ20,20)

2

)
,

(3.14)

donde los elementos de matriz están dados por

ρ20,20 (t) = ρ21,21 (0) e−2Γt
(
1− e−Γt

)
,

ρ11,11 (t) = 2ρ21,21 (0) e−2Γt
(
1− e−Γt

)
,

ρ10,21 (t) = ρ10,21 (0) e−2Γt,

(3.15)
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para la familia de estados |Ψα,2〉, podemos observar que esta familia se puede

obtener v́ıa operaciones locales desde el estado |Ψα,1〉, aśı que el entrelazamiento

es el mismo. De estas ecuaciones podemos calcular el tiempo para el cual el

cambio abrupto ocurre y es igual para ambos casos, este viene dado por la

expresión

th = − 1

Γ
log

(
1− λ√

2

)
. (3.16)

Como en el primer caso, las dos familias de estados maximalmente entrelaza-

dos corresponden a λ = 1, por lo cual estos experimentan un cambio abrupto

en su dinámica de desentrelazamiento en th = − log
(
1− 1/

√
2
)
/Γ.

Con el propósito de estudiar un comportamiento completo para la dinámica

del desentrelazamiento correspondiente a estos casos, supongamos inicialmente

un estado no maximalmente entrelazado en los correspondientes subespacios.

Para el grupo (b), si el subespacio es inicialmente compuesto por los estados

{|02〉, |10〉, |21〉}, un estado puro no maximalmente entrelazado se puede escribir

como | Φ̃〉 = α | 02〉 + β | 10〉 + γ | 21〉, donde λ, β and γ son amplitudes

complejas. Debido al caracter no simétrico de este estado, la evolución del en-

trelazamiento no exibe una dinámica muy variada como en el caso previo. En

particular, hemos encontrado que la dinámica del desentrelazamiento exhibe

un cambio abrupto y decaimiento asintótico dependiendo de la elección de las

amplitudes iniciales. La solución general para el correspondiente autovalor neg-

ativo de la ρTA que se hace cero está dado por la Ec. (3.14). De esta ecuación,

encontramos que el tiempo para que este cambio abrupto ocurra es:

τh = − 1

Γ
log

(
1− |β|√

2 |γ|

)
. (3.17)

Podemos ver en esta expresión que la dinámica del desentrelazamiento exhibirá:

(i) un cambio abrupto y decacimiento asintótico para
(|γ| > |β| /√2

)
, y (ii)
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Figura 3.9: Evolución del desentrelazamiento para estados puros no maximal-

mente entrelazados asociados al caso (b) . Ĺınea segmentada corresponde a los

estados |φ1〉 y la ĺınea sólida corresponde a los estados |ψ1〉.

decacimiento asintótico para
(|γ| ≤ |β| /√2

)
. Figura (3.9) muestra la evolución

del entrelazamiento para el estado |φ1〉 = α|02〉 + β|10〉 + γ|21〉 el cuál exper-

imemta decaimiento asintótico y para el estado |ψ1〉 = α|02〉 + γ|10〉 + β|21〉 el

cuál experimenta un cambio abrupto para luego decaer asintóticamente. Este

resultado difiere del caso de dos qubits, donde los estados no simétricos ex-

perimentan solo decaimiento asintótico [72]. En este caso, las amplitudes son

α = 0,0656, β = (0,9843)i y γ = 0,1640. Por otro lado, si comenzamos inicial-

mente en un estado formado por la superposición de los estados {|01〉, |12〉, |20〉}
llegaremos a las mismas conclusiones debido a que cualquier estado de es-

ta clase puede ser obtenido mediante operaciones locales partiendo del estado

| Φ̃〉 = α | 02〉+ β | 10〉+ γ | 21〉.
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3.3. Dinámica del desentrelazamiento para qutrits

atómicos bajo disipación

Ahora nos gustaŕıa estudiar el comportamiento de la dinámica del desentre-

lazamiento para el caso de un par de qutrits atómicos. Consideremos que los

atómos están igualmente acoplados al mismo reservorio tal que, un mecanismo

de decaimiento colectivo este presente [57]. Es importante notar que este mod-

elo nos dice que, cuando el sistema está inicialmente preparado en un estado

de Dicke simétrico, el sistema evolucionará solo dentro del subespacio simetrico.

Esta propiedad del modelo nos permite tratar, por ejemplo, dos atómos de dos

niveles cada uno como un sistema efectivo de tres niveles, comunmente llamado

qutrit. Considerando el caso de cero temperatura como en las secciones previas,

la ecuación maestra viene dada por

ρ̇ =
2∑

i=1

Γi

2
(2J

(i)
− ρJ

(i)
+ − J

(i)
+ J

(i)
− ρ− ρJ

(i)
+ J

(i)
− ) (3.18)

donde Ĵ± son los operadores atomicos colectivos de momento angular de subida

(bajada). Como en el primer caso, mostraremos que este sistema en general

exhibe las mismas caracteŕısticas que el caso previamente estudiado.

Con el propósito de estudiar la dinámica del desentrelazamiento para este

sistema, consideraremos estados iniciales de la forma Ec. (3.2). Para este sis-

tema f́ısico la dinámica del entrelazamiento se puede dividir en la misma clase

de estados antes mencionados. De la condición inicial (3.2) y considerando la

evolución dada por (3.18), observamos que la matriz densidad evoluciona como

la Ec. (3.3). Esto implica que la dinámica del desentrelazamiento exhibirá tres

cambios abruptos, siendo el último la muerte súbita del entrelazamiento. Esto

se puede ver faćılmente analizando los autovalores relevantes en la matriz ρTA ,
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la cual para un estado inicial con parámetros reales, están dados por la ecua-

ciones (3.8). Naturalmente, los mismos operadores testigo de entrelazamiento

dados por las ecuaciones (3.7) se pueden asociar a este caso. En particular en

este caso los elementos de la matriz densidad bienen dados por:

ρ01,01 (t) = 2Γt
3

e−4Γt,

ρ00,11 (t) = λ
3
e−4Γt,

ρ12,12 (t) = 1
3
(2Γt + 1)

(
e−2Γt − e−4Γt

)− 1
3

(
2Γte−2Γt

)2
,

ρ11,22 (t) = λ
3
e−2Γt

(
4e−2Γt − 8e−Γt + 5

)
,

ρ02,02 (t) = 1
3
e−2Γt

[
1− e−2Γt (1 + 2Γt)

]
,

ρ00,22 (t) = λ
3
e−2Γt.

(3.19)

Podemos darnos cuenta apartir de estas ecuaciones que para este sistema

f́ısico, existe un tiempo, el cual puede ser calculado anaĺıticamente y está aso-

ciado al autovalor α2, mientras que los tiempos restantes asociados a los au-

tovalores α1 y α3 solo pueden ser calculados numéricamente ya que para estos

tenemos ecuaciones trascendentales. En general, si consideramos un estado mix-

to complejo inicial, la expresión anaĺıtica para este tiempo en términos de los

elementos de la matriz densidad está dado por t1 = |ρ00,11(0)|/2Γρ00,00(0). Este

tiempo siempre tiene un valor finito, para un estado inicial puro, lo cual es esen-

cialmente diferente del caso previo. En particular, para el estado de la Ec. (3.2),

este tiempo en términos del parámetro λ esta dado por

t1 =
λ

2Γ
. (3.20)
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Figura 3.10: Autovalores relevantes de ρTA para dos qutrits atómicos inicialmente

en un estado maximalmente entrelazado de la clase {|Ψα,0〉}.

Nos gustaŕıa señalar una caracteŕıstica interesante que aparece cuando se

considera el estudio de estados maximalmente entrelazados asociados a la clase

{|Ψα,0〉}. En este caso, la dinámica del desentrelazamiento exhibe dos cambios

abruptos para luego decaer asintóticamente, lo cual difiere de su contrapartida de

qutrits fotónicos, donde los estados maximalmente entrelazados exhiben solo un

cambio abrupto y decaimiento asintótico. La figura 3.10 muestra los autovalores

relevantes de ρTA para esta clase de estados. De esta figura observamos que solo

dos autovalores cambian de valores negativos a positivos y el tercer autovalor se

vuelve cero asintóticamente. También, el tiempo donde el primer autovalor se

anula está en acuerdo exacto con la expresión anaĺıtica dada por (3.20).

Como en el caso de los qutrits fotónicos podemos estudiar la dinámica del

desentrelazamiento partiendo de estados iniciales puros no maximalmente en-

trelazados, como

|ψ〉 = α|00〉+ β|11〉+ γ|22〉, (3.21)
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donde α, β, γ son amplitudes complejas. Debido a que este estado esta inicial-

mente expresado en la base {|00〉, |11〉, |22〉} la matriz densidad evolucionará a

(3.3), entonces, dependiendo de las elecciones de las amplitudes, el desentrelaza-

miento exhibirá diferentes dinámicas como en el caso previo de qutrits fotónicos.

Apartir de cálculos numéricos y considerando los mismos valores para las ampli-

tudes que en la Fig. 3.7 hemos encontrado que el desentrelazamiento exhibirá dos

cambios abruptos y muerte súbita o dos cambios abruptos para luego decaer

asintóticamente.

Además, podemos estudiar el desentrelazamiento para estados particulares en

los subespacios {|02〉, |10〉, |21〉} o {|01〉, |12〉, |20〉}. Por ejemplo, podemos con-

siderar la segunda clase de estados correspondientes al caso (b), en la Ec. (3.12),

los cuales son estados puros no maximalmente entrelazados. Como en el caso de

qutrits fotónicos, cualquiera de estos estados evolucionará a una matriz densidad

particular. Si comenzamos del primer subespacio, la evolución será como en la

ecuación (4.19). En ese caso existe solo un subespacio que recuerda al caso de

dos qubits, entonces solo un cambio abrupto ocurrirá. El mismo tipo de compor-

tamiento puede ser observado si comenzamos de un estado inicial en el segundo

subespacio. El correspondiente autovalor negativo de ρTA para cualquier estado

inicialmente en el subespacio {|02〉, |10〉, |21〉} viene dado por

ξα,1 = 1
2
(ρ12,12 + ρ20,20)−X, with

X = 1
2

(√
4 |ρ02,10|2 + (ρ12,12 − ρ20,20)

2

)
,

(3.22)
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donde los elementos de matriz bienen dados por

ρ20,20 (t) = ρ10,10 (0) e−2Γt
(
1− e−Γt

)
,

ρ12,12 (t) = 2Γtρ10,10 (0) e−4Γt,

ρ02,10 (t) = ρ02,10 (0) e−3Γt,

(3.23)

En este caso, el tiempo donde el cambio abrupto ocurre está dado por ξα,1 = 0.

Para este sistema f́ısico particular, no existe solución anaĺıtica porque la ecuación

que lo entrega es trasendental. Este mismo resultado aparece si analizamos

cualquiera de los subespacios restantes.

3.4. Dos sistemas d-dimensionales acoplados a

reservorios independientes

Hasta ahora hemos estudiado la dinámica del desentrelazamiento para el ca-

so de dos sistemas tridimensionales acoplados a reservatorios independientes.

Hemos encontrado un comportamiento diferente al encontrado para qubits, par-

tiendo de distintos estados ya sean maximalmente entrelazados o no. Sin em-

bargo, nos gustaŕıa extender estos resultados al caso de dimensiones más altas.

Naturalmente podemos estudiar el siguiente caso de más alta dimensión, que

seŕıa el caso de dimensión 4 acoplado a reservorios independientes. En partic-

ular, consideremos dos cavidades que tienen un numero máximo de hasta tres

excitaciones, tal que el espacio de Hilbert de todo el sistema está en la base

{| 0〉, | 1〉, | 2〉, | 3〉} ⊗ {| 0〉, | 1〉, | 2〉, | 3〉}. En este caso trataremos con matri-

ces densidad de 16x16, donde daremos una descripsión numérica a este proble-

ma. Como en el caso de dos qutrits, estudiaremos la dinámica del desentrelaza-
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Figura 3.11: Autovalores relevantes de ρTA para dos sistemas cuadridimensional

acoplados a reservatorios descorrelacionados.

miento considerando como estados iniciales, estados “X”generalizados, los cuales

corresponden a una deformación del estado maximalmente entrelazado|Ψ0,0〉 =

(|00〉 + |11〉 + |22〉 + |33〉)/2. La figura 3.11 muestra los autovalores relevantes

de la matriz ρTA , apartir de esta figura concluimos que la evolución del desentre-

lazamiento experimenta cinco cambios abruptos para finalmente decaer a cero

abruptamente.

Podemos entender esta propiedad del desentrelazamiento de la siguiente man-

era. Debido al caracter simétrico de cualquier estado en el subespacio expandido

por los vectores {|00〉, |11〉, |22〉, |33〉}, existen 6 subespacios que recuerdan el

comportamiento observado para el caso de dos qubits [72], similarmente que para

el caso de dos qutrits donde 3 subespacios aparecen. En este sentido es posible

generalizar este comportamiento para dimensiones arbitrarias de sistemas bi-

partitos d⊗ d. Consideremos dos sistemas d-dimensionales, A y B, acoplados a

reservatorios independientes. Si el estado inicial del sistema completo se escribe

como |Ψ〉 =
∑

i pi|iA〉|iB〉 con i = 0, 1, ..., d y pi > 0, el numero de cambios
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abruptos presentes en la dinámica del desentrelazamiento está dado por

(
d

2

)
=

d (d− 1)

2
, (3.24)

siendo el último, donde el entrelazamiento finalmente se anula.

3.5. Conclusión

En este trabajo hemos estudiado la dinámica del desentrelazamiento cuánti-

co para una la cota más baja del entrelazamiento de formación (EOF). Hemos

mostrado los efectos del reservorio sobre la evolución del entrelazamiento para

sistemas f́ısicos, como lo son los qutrits atómicos, fotónicos y de sistemas de más

dimensión, encontrando soluciones tanto anaĺıticas como numéricas. En partic-

ular, hemos encontrado que más allá del caso de dos qubits, el comportamiento

dinámico muestra una variedad de situaciones escencialmente diferentes para

sistemas bipartitos que pueden tomar lugar dependiendo de la condición inicial.

Estos cambios abruptos están presentes como discontinuidades en la dinámi-

ca del desentrelazamiento y anteceden a la muerte súbita del entrelazamiento.

También, hemos encontrado que estas propidades se pueden extender para casos

más generales, como lo son sistemas bipartitos d-dimensionales, en particualar

el numero de cambios abruptos puede ser obtenido considerando el número de

subespacios que recuerdan al caso de dos qubits.



Caṕıtulo 4

Estados coherentes entrelazados

y muerte súbita del

entrelazamiento

En este caṕıtulo estudiaremos la evolución de estados entrelazados de dos

campos electromagneticos cuantizados bajo mecanismos disipación. Notando que

todo el sistema evoluciona como un sistema efectivo de dos qubits, evaluamos la

concurrencia o equivalentemente el autovalor negativo de la matriz traspuesta

parcial como función del tiempo. Bajo ciertas condiciones, encontramos que la

muerte repentina del entrelazamiento está presente en la evolución dinámica

del sistema. También presentamos dos esquemas en cavidades para generar tales

estados y un protocolo de medición respectivamente. Para una clase espećıfica de

estados donde la muerte súbita del entrelazamiento no está presente, se estudia

un proceso difusivo con el propósito de inducirla.

57
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4.1. Introducción

Como ya hemos mencionado en los caṕıtulos anteriores el entrelazamiento es

un concepto fundamental y central para la Información y Computación cuántica

[3,58]. Este es un recurso esencial para teleportación cuántica [59], distribución

de claves cuánticas [60,61] y logica controlada [62] entre otras. Por otro lado, la

generación de entrelazamiento ha sido extensamente investigada en una variedad

de sistemas f́ısicos, desde óptica cuántica hasta sistemas de materia condensada

[63,64,65,66,67].

También, en trabajos recientes la decoherencia y el desentrelazamiento en

sistemas bipartitos ha recibido considerable atensión. Aunque la decoherencia

de sistemas individuales decae asintóticamente en el tiempo [68,69], dos qubits

entrelazados pueden evolucionar a un estado separable en un tiempo finito bajo

la acción de un reservatorio disipativo [70, 71, 72, 73, 74, 75]. Este fenómeno es

llamado muerte súbita del entrelazamiento (Entanglement sudden death). Este

aparece en sistemas bipartitos, donde cada sistema interactua con su propio

reservatorio y depende del estado inicial. También, la muerte súbita del entre-

lazamiento ha sido recientemente estudiada desde el punto de vista geometrico

[77], lo cuál entrega un marco alternativo al problema.

Hasta la fecha, este fenomeno de la evolución del entrelazamiento ha sido

estudiado para sistemas bipartitos finito dimensionales, aśı como también para

algunos estados continuos como los llamados estados entrelazados gaussianos

(ref).Por otro lado, la muerte súbita del desentrelazamiento ha sido implemen-

tada experimentalmente usando fotónes gemelos [76]. Otro escenario apropiado

para extender verificaciones experimentales de la muerte súbita del entrelaza-

miento, es en cavidades cuánticas electromagnéticas. En este escenario experi-

mental, donde se ha logrado un alto nivel de control cuántico y preparación de
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estados entrelazados [66]. Por otro lado, logros recientes en cavidades han per-

mitido la generación y monitoreo de la evolución de superposiciones de estados

cuánticos coherentes [78, 79, 80]. El mismo protocolo de preparación se podŕıa

implementar para generar estados coherentes entrelazados.

El propósito de este trabajo es mostrar que un tiempo finito de desentrelaza-

miento aparece no solo para un sistema de dos qubits, sino que también cuando

se consideran estados bipartitos de más alta dimensión, en particular, para es-

tados coherentes. Analizaremos bajo que condiciones, estos estados evolucionan

a estados separables. Además, cuando el entrelazamiento de estados coherentes

decae asintóticamente, proponemos un esquema para inducirlo.

4.2. Dinámica del desentrelazamiento

Acontinuación, estudiaremos la dinámica del desentrelazamiento de dos mo-

dos cuánticos, cada uno afectado por su propio reservatorio. Tal situación es

convenientemente descrita por el Hamiltoniano

H = ~ωaa
†a + ~ωbb

†b

+
∑

k

~νa
kc†kck +

∑

k

~
[
ga

kac†k + ga∗
k a†ck

]

+
∑

k

~νb
kd
†
kdk +

∑

k

~
[
gb

kbd
†
k + gb∗

k b†dk

]
, (4.1)

donde a, a† y b, b† describen a cada modo, y ck, c
†
k y dk, d

†
k describen a los reser-

vatorios independientes.

Comenzaremos nuestro análisis considerando dos modos inicialmente prepara-

dos en estados entrelazados de superposiciones pares e impares dadas por

|±, α〉 = N±α(|α〉 ± |−α〉), (4.2)
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done N±α = 1/
√

2(1± e−2|α|2). Consideremos que el estado inicial del sistema

completo está descrito por

|Ψ〉 = (c+,+ |+, α〉 |+, β〉+ c−,− |−, α〉 |−, β〉), (4.3)

donde los coeficientes c+,+, c−,− son constantes reales. La evolución temporal

de este estado puede ser convenientemente descrita en términos de una base

ortogonal tiempo dependiente para ambos modos, la cual se puede definir como

sigue

|±〉 = N±α(|αt〉 ± |−αt〉),
|±〉 = N±β(|βt〉 ± |−βt〉),

(4.4)

donde los coeficientes N±α y N±β están definidos por

N±αt =
{
2
[
1± exp(−2(|α|2 exp(−Γ1t)))

]}−1/2
,

N±βt =
{
2
[
1± exp(−2(|β|2 exp(−Γ2t)))

]}−1/2
.

(4.5)

El estado global entrelazado se puede escribir de la siguiente forma, en la base

{|+ +〉, |+−〉, | −+〉|, | − −〉}

ρt =




a1 0 0 a5

0 a2 a6 0

0 a6 a3 0

a5 0 0 a4




. (4.6)

Definiendo las siguientes expresiones

A1 = c+,+N+αN+β + c−,−N−αN−β,

A2 = c+,+N+αN+β − c−,−N−αN−β, (4.7)

donde N+α, N−α, N+β, N−β están evaluadas en t = 0, los coeficientes en Ec.( 4.6)



4.2. Dinámica del desentrelazamiento 61

vienen dados por

a1 =
[N+αtN+βt

]−2

8
[(A2

1 + A2
2)(1 + ft · gt) + 2A1A2(ft + gt)],

a2 =
[N+αtN−βt

]−2

8
[(A2

1 + A2
2)(1− ft · gt) + 2A1A2(ft − gt)],

a3 =
[N−αtN+βt

]−2

8
[(A2

1 + A2
2)(1− ft · gt)− 2A1A2(ft − gt)],

a4 =
[N−αtN−βt

]−2

8
[(A2

1 + A2
2)(1 + ft · gt)− 2A1A2(ft + gt)],

a5 =
[N+αtN−αtN+βt

N−βt
]−1

8
[(A2

1 − A2
2)(1 + ft · gt)],

a6 =
[N+αtN−αtN+βt

N−βt
]−1

8
[(A2

1 − A2
2)(1− ft · gt)],

(4.8)

y la expresiones para ft y gt son respectivamente

ft = exp
(−2(|α|2 (1− exp(−Γ1t)))

)
,

gt = exp
(−2(|β|2 (1− exp(−Γ2t)))

)
.

(4.9)

En la base precedente, podemos tratar a todo el sistema como un sistema

efectivo dos qubits, aśı podemos estudiar el sistema a través de las propiedades

de entrelazamiento dadas por la concurrencia [81]. Además, podemos usar la

medida de entrelazamiento propuesta para sistemas bipartitos en dimensiones

superiores que vimos en el caṕıtulo anterior [22], la cual coincide numéricamente

con la concurrencia en este caso particular [82].

Notemos que la matriz densidad Ec. (4.6), corresponde a una matriz X,

la cual ha sido extensamente estudiada en contribuciones recientes asociadas a

tiempos de desentrelazamiento finitos [70, 72]. En lo que sigue, mostraremos
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que un tiempo finito de desentrelazamiento aparece incluso para estados co-

herentes entrelazados del campo electromagnetico, dependiendo de unos pocos

parámetros asociados al estado inicial del sistema total.

La dinámica del desentrelazamiento para este sistema se puede estudiar a

través de la evolución de los autovalores negativos de la matriz traspuesta parcial

ρTA . En este caso, existe solo un autovalor negativo que da información sobre el

entrelazamiento de acuerdo con el criterio de Peres [23]. Para el estado de la

Ec. (4.6), este autovalor negativo se puede calcular anaĺıticamente y está dado

por

λ
(1)
− =

1

2

[
a2 + a3 −

√
(a2 − a3)2 + 4(a5)2

]
, (4.10)

La muerte súbita del entrelazamiento aparece cuando este autovalor es nulo.

En el caso general c+,+ 6= c−,−, eligiendo por simplicidad |α| = |β| y Γ1 =

Γ2 = Γ, existe un tiempo para el cuál la ecuación λ− = 0 tiene solución. Este

tiempo de desentrelazamiento viene dado por

t
(1)
d = − 1

Γ
ln

(
1 +

1

2|α|2 ln

( |A2|
|A1|

))
. (4.11)

De esta ecuación, la condición que se debe satisfacer para que t
(1)
d sea finito

está dada por

exp(−2|α|2) <
|A2|
|A1| < 1. (4.12)

Esta condición se puede satisfacer de dos formas diferentes. La primera es

cuando tomamos c−,− > c+,+, para el cual existe siempre un tiempo finito para

el cual el entrelazamiento desaparece. Mientras que, si tomamos c+,+ > c−,−, la

condición para que haya tiempo finito, está dada por

c−,−
c+,+

<
(1− exp(−2|α|2))2

(1 + exp(−2|α|2))2
. (4.13)



4.2. Dinámica del desentrelazamiento 63

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
−0.5

0.0

0.5

1.0

Γt

0.22 0.26 0.30 0.34
−0.002

0.000

0.002

0.004

Γt

Figura 4.1: Evolución del desentrelazamiento para el sistema efectivo de dos

qubits de la Ec. (4.6) como función del tiempo adimensional Γt. La ĺınea sólida

corresponde a la concurrencia, y la ĺınea segmentada corresponde al autovalor

negativo de ρTA . Los valores de los parámetros son |α| = |β| = 2,5, c+,+ =

2/3, c−,− =
√

5/3. El recuadro muestra el tiempo donde el entrelazamiento se

anula, el cual está en completo acuerdo con la Ec. (4.11).

La figura 4.1 muestra la concurrencia y el autovalor λ
(1)
− como una función del

tiempo para el primer caso.

El análisis previo para el estado Eq. (4.3), está en correspondencia con el

estudio de la muerte súbita del desentrelazamiento para la condición inicial |ψ〉 =

c0|00〉 + c1|11〉 en Ref. [72]. Alĺı se ha mostrado que estados de la forma |ψ〉 =

c0|01〉+c1|10〉 no exiben desentrelazamiento en tiempos finitos. En nuestro caso,

el estado que estaŕıa en correspondencia seŕıa

|Φ〉 = c+,−|+−〉+ c−,+| −+〉, (4.14)

donde c+,−, c−,+ son constantes reales sin perdida de generalidad. Un análisis
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similar para la evolución temporal conduce a un estado, de la forma

ρt =




b1 0 0 b5

0 b2 b6 0

0 b6 b3 0

b5 0 0 b4




, (4.15)

donde bi son coeficientes dependientes del tiempo y vienen dados por (faltan los

coeficientes)

Bajo las mismas suposiciones que hicimos antes, el autovalor de la matriz

traspuesta parcial, que atestigua el entrelazamiento puede ser anaĺıticamente

calculado y está dado por

λ
(2)
− =

1

2

[
b1 + b4 −

√
(b1 − b4)2 + 4(b6)2

]
. (4.16)

De esta expresión, somos capaces de calcular el tiempo para desentrelazamiento

finito

t
(2)
d = − 1

Γ
ln

(
1 +

1

4|α|2 ln

(
(c+,− − c−,+)2

(c+,− + c−,+)2

))
. (4.17)

La unica condición que se requiere para que t
(2)
d sea finito es

exp(−4|α|2) <
(c+,− − c−,+)2

(c+,− + c−,+)2
. (4.18)

Hasta ahora hemos discutido cómo la muerte súbita del entrelazamiento

aparece para estados entrelazados especiales. Hemos mostrado que el tiempo fini-

to para el desentrelazamiento depende solo de un número pequeño de parámet-

ros que involucran las amplitudes iniciales y el numero promedio de fotones. Sin

embargo, una descripción completa de la dinámica debe también considerar es-

tados que exhiban decaimiento asintótico del entrelazamiento. En lo que sigue,

estudiaremos las propiedades asociadas a este tipo de dinámica.
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Consideremos un estado inicial de la forma

|Ψ〉 = Na |α〉 |β〉+ Nb |γ〉 |δ〉 , (4.19)

donde Na,b, α, γ, β, δ, son constantes reales. En este caso, una base apropiada

para ambos modos esta definida como

|±〉1 = N1t±(|αt〉 ± |γt〉),
|±〉2 = N2t±(|βt〉 ± |δt〉),

(4.20)

donde los coeficientes N1t± and N2t± están dados por

N1t± = {2 [1± exp(−0,5(α− γ)2 exp(−Γt))]}−1/2
,

N2t± = {2 [1± exp(−0,5(β − δ)2 exp(−Γt))]}−1/2
.

(4.21)

En tal base, la evolución del estado (4.19) puede ser escrita como

ρt =




c11 c12 c13 c14

c12 c22 c23 c24

c13 c23 c33 c34

c14 c24 c34 c44




, (4.22)

donde los coeficientes ci,j son funciones reales dependientes del tiempo.

En general, para estados dados por Ec. (4.22), es difićıl obtener expresiones

anaĺıticas para la concurrencia o para el autovalor negativo de ρTA . Sin embargo,

para elecciones especiales de los parámetros iniciales, tales como Na = Nb = N0,

estos estados evolucionan como estados X, donde como hemos visto anterior-

mente, expresiones analiticas se pueden obtener. Para las condiciones iniciales

consideradas en el caption de la Fig. 4.2, donde las condiciones N1t+ = N2t+ y

N1t− = N2t− son siempre satisfechas, el autovalor negativo de la matriz traspues-

ta parcial está dado por

λ
(3)
− = c22 − |c14|, (4.23)
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Figura 4.2: Decaimiento del entrelazamiento para diferentes estados. La ĺınea

sólida corresponde a estados C0|αα〉 + C1| − β − β〉, la ĺınea segmentada cor-

responde a estados C0|αβ〉 + C1|βα〉 y C0|αα〉 + C1|ββ〉. Los valores para los

parámetros son |α| = 3, |β| = 6 y C0 = C1 = 1/
√

2.

donde,

c22 = 1
8N

(
N0

N1t+N2t−

)2

[1− ht],

c14 = 1
8N

(
N0

N1t+N2t−

)2

[1 + ht],
(4.24)

con N la traza del estado (4.19) y ht es

ht = exp[−0,5((α− γ)2 + (β − δ)2)(1− exp(−Γt))]. (4.25)

La figura 4.2 muestra el comportamiento de la concurrencia y el autovalor

negativo de la matriz ρTA , partiendo de diferentes estados entrelazados iniciales.

De esta figura observamos cómo el sistema pierde su entrelazamiento asintótica-

mente en el tiempo. Este comportamiento se puede entender del análisis de la

expresión para el autovalor negativo (4.23), desde donde no es dif́ıcil mostrar

que la condición para la muerte súbita (λ
(3)
− = 0) implica un tiempo infinito,

esto es, el desentrelazamiento decae asintoticamente.
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Figura 4.3: Representación esquemática de los niveles circulares en un atómo de

Rydberg [83].

4.3. Implementación

4.3.1. En una cavidad

La generación de estados entrelazados, se puede implementar en una cavidad

e involucra átomos de Rydberg con niveles circulares como se muestra en la figura

( 4.3), en una cavidad C, la cuál soporta dos modos polarizados ortogonales Ma,b

separados por δ = 1,2 MHz [84], zonas Ramsey y detectores como se ve en la

Fig. 4.4.

El estado entrelazado Eq. (4.3) puede ser preparado enviando atomos de

Rydberg los cuales crusan la cavidad C sintonizados dispersivamente con la

transición atomica |i〉 → |e〉. Las desintońıas asociadas con cada modo y la

correspondiente transición se ajustán a ∆a = −δ/2 y ∆b = δ/2 respectivamente,

como se mustra en Fig. 4.3. Los estados del campo están inicialmente preparados

en estados coherentes no degenerados |α〉|β〉. Un primer átomo se env́ıa através

de la primera zona Ramsey R1 para ser preparado en el estado (|e〉+ |g〉)/√2. El

átomo es enviado tal que cuando cruza la cavidad C, dispersivamente interactúa

con ambos modos, tal que el estado experimenta un cambio de fase de la forma
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Figura 4.4: Arreglo experimental de una cavidad para producir estados entre-

lazados.

|α〉|β〉 → | − α〉| − β〉 cuando el átomo ocupa el estado |e〉. En seguida, el

átomo es rotado en la zona Ramsey R2, tal que |e〉 → (|e〉 + |g〉)/√2 y |g〉 →
(−|e〉+ |g〉)/√2. En está etapa el átomo se mide en el estado base, aśı el estado

del campo ha colapsado en el estado |−α〉|−β〉+|α〉|β〉, donde la correspondiente

normalización ha sido omitida.

Un segundo átomo es enviado através de la zona Ramsey R1 y preparado en

el estado (|e〉+ |g〉)/√2. Cuando el átomo pasa por la cavidad C, interactúa sólo

con un modo [84], produciendo un cambio de fase | ± α〉|β〉 → | ∓ α〉|β〉. Este

átomo es entonces rotado en la zona Ramsey R2, tal que |e〉 → (be|e〉+ bg|g〉) y

|g〉 → (−bg|e〉+ be|g〉). Por ejemplo, bajo un ajuste apropiado de las amplitudes

be y bg, el estado en Ec. (4.3) se genera cuando el segundo átomo es detectado

en el estado base.

4.3.2. En dos cavidades

La descripción anterior también se puede implementar en un arreglo que

involucra dos cavidades de alto factor de calidad, enviando átomos de Rydberg,

los cuales interactúen dispersivamente con los modos en las cavidades C1 y C2

como se mustra el la Fig. 4.5.

Primero discutiremos cómo generar los estados entrelazados de la Ec. (4.3).

Este estado se puede preparar enviando dos átomos de Rydberg de una forma
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Figura 4.5: Arreglo que involucra dos cavidades para producir estados entrelaza-

dos.

secuencial a través de las cavidades C1 y C2 sintonizadas dispersivamente con

la transición atómica |i〉 → |e〉 y inicialmente preparadas en estados coherentes

|α〉|β〉. Un primer átomo se prepara en el estado (|e〉+ |g〉)/√2 para interactuar

con ambas cavidades. La velocidad del átomo se selecciona tal que, una vez que

el átomo ha cruzado C1 y C2, los estados de los campos experimentan un cambio

de fase | − α〉| − β〉. Entonces, el átomo experimenta un pulso π/2 en la zona

Ramsey R3. Como en el esquema anterior, el átomo se mide en el estado base y

las cavidades colapsan en el estado | − α〉| − β〉+ |α〉|β〉.
Un segundo átomo se prepara en el estado (|e〉 + |g〉)/√2, y pasa por C1

produciendo un cambio de fase |±α〉|β〉 → |∓α〉|β〉. El estado de este átomo es

rotado en la zona Ramsey R2, tal que |e〉 → (be|e〉+bg|g〉) y |g〉 → (−bg|e〉+be|g〉).
Finalmente el átomo cruza C2 cambiando la fase del campo tal que |α〉| ± β〉 →
|α〉| ∓ β〉. Ajustando las amplitudes be, bg y detectando en el estado base, se

genera el estado en Eq. (4.3).

4.4. Muerte súbita inducida del entrelazamien-

to

Como hemos discutido, estados de la forma (4.19) evolucionan como estados

entrelazados X cuando Na = Nb = N0, pero la muerte súbita del entrelazamiento
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no aparece en la evolución. Asumiendo parámetros iniciales α → α, β → α, γ →
−α, δ → −α, esto es, el estado Ec. (4.19) se transforma a

|Ψ1〉 = N0 (|α〉 |α〉+ |−α〉 |−α〉) , (4.26)

el entrelazamiento entre los dos estados coherentes puede caracterizarse através

de solo dos elementos de matriz, en analoǵıa con Ec. (4.23). A pesar de que este

caso involucra solo decaimiento asintótico, la muerte súbita del entrelazamiento

se puede inducir usando un proceso difusivo. Esta clase de proceso se puede

implementar, por ejemplo, enviando átomos a través del eje de la cavidad en

una forma secuencial, como se discutirá para el esquema de una cavidad.

Átomos en el estado exitado experimentan una rotación en la primera zona

Ramsey, tal que |e〉 → Ce|e〉+Cg|g〉, con |Ce|2 + |Cg|2 = 1. Cada uno interactúa

dispersivamente cambiando la fase del segundo campo. La interacción dispersiva

produce un cambio de fase tal que (4.26) se transforma a

|Ψ2〉 = N0 (|α〉 |−α〉+ |−α〉 |α〉) . (4.27)

Después de que han pasado N átomos en intervalos de tiempo ∆t, la matriz

densidad para ambos campos, tras haber trasado sobre los grados de libertad de

los átomos será

ρ(tn) =
1

M
[Xnρ1(tn) + Ynρ2(tn)], (4.28)

donde M = 2N2
0 (1 + exp(−4|α|2)), tn = n∆t y los estados ρ1(tn), ρ2(tn) corre-

sponden a evoluciones temporales de los estados |Ψ1〉 y |Ψ2〉, respectivamente.

Las expresiones para Xn y Yn vienen dadas por

Xn =
∑2n

k=0

(
2n
k

)|Cg|2(2n−k)|Ce|2k,

Yn =
∑2n+1

k=0

(
2n+1

k

)|Cg|2(2n+1−k)|Ce|2k.
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Figura 4.6: Evolución del desentrelazamiento para el sistema efectivo de dos

qubits en la Ec. (4.28) como una función del tiempo adimensional Γt. Ĺınea

sólida corresponde a la concurrencia. Ĺınea segmentada corresponde al autovalor

negativo de ρTA . Los parámetros se tomaron como |α| = |β| = 2, Na = Nb =

1/
√

2, |Cg| = 1,98, |Ce| =
√

1− |Cg|2.

Se puede mostrar que el estado (4.28) exhibe muerte súbita del entrelaza-

miento, siendo el tiempo finito dada por

t(3)
n = − 1

Γ
ln

(
1 +

1

4|α|2 ln

(
Yn

2XnN2
0

))
. (4.29)

aqúı, observamos que el tiempo de muerte súbita t
(3)
n depende de el número

promedio de fotones |α|2 como en el caso previo y adicionalmente, de los coefi-

cientes Cg y Ce.

4.5. Conclusión

Resumiendo, hemos mostrado que un tiempo finito de desentrelazamiento

está presente no solo en el caso de dos qubits, sino que también para estados
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coherentes, los cuales ocupan una porción major del espacio de Hilbert. En este

caso, este tiempo depende de los parametros iniciales, que involucran a las ampli-

tudes iniciales y al número promedio de fotones. También, hemos propuesto una

implementación f́ısica en cavidades para preparar y detectar estados que tienen

muerte súbita del entrelazamiento, en cavidades. Además, en el caso cuando una

superposición de estados coherentes no tiene muerte súbita, hemos propuesto un

esquema para inducir este fenomeno.



Caṕıtulo 5

Conclusiones generales

A lo largo de este trabajo se ha estudiado uno de los ingredientes fundamen-

tales para la realización de protocolos en Computación e Información cuántica

como lo es el entrelazamiento, se ha podido observar que los efectos que provoca

el reservorio al sistema cuántico donde se quiere codificar la información, pueden

ser muy variados, pero se pueden caracterizar de una forma sencilla. Esto nos

permite tener un mayor grado de control a la hora de querer manipular el sis-

tema f́ısico. Por otro lado, apesar del deterioro de la información provocado por

reservorio, en principio existen formas de contrarrestar este efecto, aumentando

aśı el tiempo en el cual la información es útil. En particular en esta tesis se ha

estudiado la evolución del entrelazamiento para sistemas cuánticos bipartitos ex-

puestos a reservorios en la aproximación de cero temperatura. Se ha encontrado

que para un sistema expuesto a fluctuaciones magnéticas las tazas de desentre-

lazamiento se ven disminuidas si el sistema tiene una doble degeneración en los

autoestados del hamiltoniano. También partiendo de condiciones iniciales que

involucran estados separables se pueden generan estados altamente entrelazados.

Por otro lado, hemos encontrado que el comportamiento del desentrelazamiento

73
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para dimensiones superiores, partiendo de estados X generalizados y usando la

medida para la cota inferior del entrelazamiento de formación dada en [22],

exhibe cambios abruptos siendo el último la muerte súbita del entrelazamien-

to. Además, este comportamiento se puede generalizar a cualquier dimensión

bipartita d⊗ d. Por último se ha estudiado el desentrelazamiento de estados co-

herentes entrelazados, notando que estos evolucionan como dos qubits efectivos

hemos podido caracterizar la muerte súbita como función de los parámetros ini-

ciales, en este caso ha sido posible inducir la muerte súbita del entrelazamiento

para estados que inicialmente decaen de forma asintótica.



Apéndice A

Resultados auxiliares

A.1. Cálculo de la concurrencia

En esta sección describiremos los pasos que conducen a la ec.(2.14). Para esto,

usaremos lo propuesto en la referencia [37]. Según esta referencia, el primer paso

es calcular el orden cero en ∆α de ρρ̃, para ello escribiremos en forma conveniente

la ecuación (2.8). Si definimos el vector ρ† igual a

(
ρ11 ρ22 ρ33 ρ44 ρ12 ρ21 ρ13 ρ31 ρ14 ρ41 ρ23 ρ32 ρ24 ρ42 ρ34 ρ43

)
,

(A.1.1)

entonces podemos reescribir la ecuación de la siguiente manera

ρ̇ = (M0 + M1)ρ (A.1.2)
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donde M0 es una matriz diagonal independiente de α dada por




0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 a∗ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 b∗ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a∗ 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b∗ 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b∗ 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b




, (A.1.3)

con a = −4i∆ y b = −2i∆.
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M1 es ∆α por la siguente matriz




−4 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 −6 0 2 0 0 0 0 −3 −3 0 0 0 0 0 0

0 0 −2 2 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

0 2 2 −4 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −5 4 0 0 0 0 0 0 −3 0 0 0

0 0 0 0 4 −5 0 0 0 0 0 0 0 −3 0 0

0 0 0 0 0 0 −3 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 −3 0 0 0 0 0 0 0 1

2 −3 1 0 0 0 0 0 −4 0 0 0 0 0 0 0

2 −3 1 0 0 0 0 0 0 −4 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −4 0 0 0 0

0 0 0 0 −3 2 0 0 0 0 0 0 −5 2 0 0

0 0 0 0 2 −3 0 0 0 0 0 0 2 −5 0 0

0 0 0 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 0 −3 2

0 0 0 0 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0 2 −3




,

(A.1.4)

con estas definiciones podemos calcular

ρ(0)(t) = exp(M0t)ρ
(0)(0) (A.1.5)

con

ρ(0)(0)† =
(

1
4

0 1
2

1
4

0 0 −1
2
√

2
−1
2
√

2
1
4

1
4

0 0 0 0 −1
2
√

2
−1
2
√

2

)
,

(A.1.6)
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aśı obtenemos

ρ(0)(t) =




1
4

0 −√2
4

exp[−2it∆]
4

0 0 0 0

−√2
4

0 1
2

−√2 exp(−2it∆)
4

exp(2it∆)
4

0 −√2 exp(2it∆)
4

1
4




, (A.1.7)

esta matriz esta en la base de autoestados de (2.2), para cambiarnos a la base

canonica {|↑↑〉 , |↑↓〉 , |↓↑〉 , |↓↓〉} tenemos que usar las relaciones (2.6). Usando

esta relación podemos escribir ρ
(0)
base−usual(t) = Mρ(0)(t)M †, donde

M =




1
2

0 −√2
2

1
2

1
2

−√2
2

0 −1
2

1
2

√
2

2
0 −1

2

1
2

0
√

2
2

1
2




, (A.1.8)

ahora podemos calcular ρρ̃ a orden cero en ∆α, esto es

ρ
(0)
base−usual(t)ρ̃

(0)
base−usual(t) =




ft ft ft ht

gt gt gt −ft

gt gt gt −ft

−gt −gt −gt ft




, (A.1.9)

donde

ft = exp(−2it∆)
32

(5 exp(2it∆)− exp(4it∆)− exp(6it∆)− 3)

gt = exp(−2it∆)
32

(3 exp(2it∆)− 3 exp(4it∆) + exp(6it∆)− 1)

ht = exp(−2it∆)
32

(−3 exp(2it∆)− 5 exp(4it∆)− exp(6it∆)− 9)

(A.1.10)

de estas expresiones uno puede notar que ht = −f2
t

gt
, con esto se simplifica no-

tablemente el problema de encontrar los autovectores y autovalores de la matriz

(A.1.9), que vienen definidos por
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






−1

0

1

0




,




−1

1

0

0




,




ft

gt

0

0

1








↔ 0,








−ft

gt

−1

−1

1








↔ 2ft + 2gt

de aqúı el autovalor distinto de cero es justamente el primer termino dentro de

la ráız de la ec. (2.14). Para en contrar las correcciones a primer orden debemos

tener los autovalores derechos e izquierdos de la matriz (A.1.9) para luego hacer

los corchetes con la matriz a primer orden. Los autovalores derechos son los que

calculamos recién, para calcular los autovalores izquierdos debemos calcular los

autovalores de (ρ
(0)
can.(t)ρ̃

(0)
can.(t))† que con la simplificación que vimos recién estos

vienen dados por






g∗t
f∗t

0

0

1




,




− g∗t
f∗t

0

1

0




,




− g∗t
f∗t

1

0

0








↔ 0,








− g∗t
f∗t

− g∗t
f∗t

− g∗t
f∗t

1








↔ 2f ∗t + 2g∗t

Ahora necesitamos calcular el primer orden de la matriz ρρ̃, este viene dado

en la base de autoestados por la expresión

ρ(1)(t) = exp(M0t)

∫ t

0

exp(−M0t)M1 exp(M0t)ρ
(0)(0)dt. (A.1.11)

Esta expresión se puede resolver analiticamente, una ves que se ha escrito en la

base canónica, se efectúan los corchetes entre un vector izquierdo, la matriz a

primer orden y un vector derecho entonces las correcciones vienen dadas para

cada autovalor por

λ
(1)
i (t) = 〈ψli|(ρ(0)(t)ρ̃(1)(t) + ρ(1)(t)ρ̃(0)(t))|ψri

〉. (A.1.12)

Agregando estas correcciones se obtiene la ecuación (2.14).
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A.2. Cálculo de la matriz densidad

En esta sección describiremos los cálculos que partiendo de (4.3) conducen a

(4.6). Lo primero es escribir el estado (4.3) en términos de estados coherentes,

para ello hacemos uso de las relaciones (4.4), haciendo esto el estado se escribe

|Ψ〉 = A1(|α〉|β〉+ | − α〉| − β〉) + A2(|α〉| − β〉+ | − α〉|β〉), (A.2.13)

donde los coeficientes A1 y A2 vienen dados por (4.7). Ahora usaremos el meto-

do propuesto en [87], para esto debemos comenzar escribiendo el estado total

sistema-reservorio de la siguiente forma

|Φ〉 = |Ψ〉|0a〉|0b〉 (A.2.14)

para cálcular la evolución temporal de este estado debemos actuar con el oper-

ador evolución, con lo que el estado adquiere la forma

|Φt〉 = A1(|αt〉|βt〉|α1t〉|β1t〉+ | − αt〉| − βt〉| − α1t〉| − β1t〉)
+A2(|αt〉| − βt〉|α1t〉| − β1t〉+ | − αt〉|βt〉| − α1t〉|β1t〉), (A.2.15)

donde los estados |α1t〉, | −α1t〉, |β1t〉, | − β1t〉 están definidos en forma análoga a

los de la referencia [87]. Escribiendo la matriz densidad ρt = |Φt〉〈Φt|, trazando

sobre los grados de libertad del reservorio y definiendo

〈αt| − αt〉 = 〈−αt|αt〉 = exp(−2F1(t)α
2) = ηα

〈βt| − βt〉 = 〈−βt|βt〉 = exp(−2F2(t)β
2) = ηβ, (A.2.16)
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con F1 = 1 − exp(−Γ1t) y F2 = 1 − exp(−Γ2t). Apartir de estas expresiones

obtenemos finalmente que el estado a tiempo t esta dado por

ρt = A2
1[|αt〉|βt〉〈αt|〈βt|+ | − αt〉| − βt〉〈−αt|〈−βt|+

ηαηβ(|αt〉|βt〉〈−αt|〈−βt|+ | − αt〉| − βt〉〈αt|〈βt|)] +

A1A2[ηα(|αt〉|βt〉〈−αt|〈βt|+ | − αt〉| − βt〉〈αt|〈−βt|) +

ηβ(|αt〉|βt〉〈αt|〈−βt|+ | − αt〉| − βt〉〈−αt|〈βt|)] +

A1A2[ηα(| − αt〉|βt〉〈αt|〈βt|+ |αt〉| − βt〉〈−αt|〈−βt|) +

ηβ(| − αt〉|βt〉〈−αt|〈−βt|+ |αt〉| − βt〉〈αt|〈βt|)] +

A2
2[|αt〉| − βt〉〈αt|〈−βt|+ | − αt〉|βt〉〈−αt|〈βt|+

ηαηβ(|αt〉| − βt〉〈−αt|〈βt|+ | − αt〉|βt〉〈αt|〈−βt|)], (A.2.17)

agrupando términos se puede redefinir esta expresión en 4 matrices

ρt = A2
1ρ1 + A1A2ηαρ2 + A1A2ηβρ3 + A2

2ρ4. (A.2.18)

Usando las relaciones (4.4) podemos escribir estas matrices en la base {| +
+〉, |+−〉, | −+〉|, | − −〉}, despues de algunos cálculos las expresiones para las

4 matrices vienen dadas por

ρ1 =




2(1+ηαηβ)

(N+αtN−βt
)2

0 0
2(1+ηαηβ)

(N+αtN+βt
N−αtN−βt

)2

0
2(1−ηαηβ)

(N+αtN−βt
)2

2(1−ηαηβ)

(N+αtN+βt
N−αtN−βt

)2
0

0
2(1−ηαηβ)

(N+αtN+βt
N−αtN−βt

)2
2(1−ηαηβ)

(N−αtN+βt
)2

0

2(1+ηαηβ)

(N+αtNβt
N−αtN−βt

)2
0 0

2(1+ηαηβ)

(N−αtN−βt
)2




,

ρ2 =




4
(N+αtN+βt

)2
0 0 0

0 4
(N+αtN−βt

)2
0 0

0 0 −4
(N−αtN+βt

)2
0

0 0 0 −4
(N−αtN−βt

)2




,



A.2. Cálculo de la matriz densidad 82

ρ3 =




4
(N+αtN+βt

)2
0 0 0

0 −4
(N+αtN−βt

)2
0 0

0 0 4
(N−αtN+βt

)2
0

0 0 0 −4
(N−αtN−βt

)2




,

ρ4 =




2(1+ηαηβ)

(N+αtN−βt
)2

0 0
−2(1+ηαηβ)

(N+αtN+βt
N−αtN−βt

)2

0
2(1−ηαηβ)

(N+αtN−βt
)2

−2(1−ηαηβ)

(N+αtN+βt
N−αtN−βt

)2
0

0
−2(1−ηαηβ)

(N+αtN+βt
N−αtN−βt

)2
2(1−ηαηβ)

(N−αtN+βt
)2

0

−2(1+ηαηβ)

(N+αtNβt
N−αtN−βt

)2
0 0

2(1+ηαηβ)

(N−αtN−βt
)2




,

donde los factores N+αt , N−αt , N+βt , N−βt vienen dados por la ec. (4.5). Sumando

los elementos de estas matrices se obtienen la ecuaciones (4.6).
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[44] Muhammed Yönaç, Ting Yu and J H Eberly, J. Phys. B 39, S621 (2006).

[45] M. França Santos, P. Milman, L. Davidovich, and N. Zagury, Phys. Rev.

A. 73, 040305(R), 2006.
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