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Resumen

En este trabajo de tesis se analizan sistemas que tienen la particularidad de tener una
forma simpléctica que puede degenerarse en alguna region del espacio de fase del sistema.
Demostramos que para un sistema con un nimero finito de grados de libertad, tipo mecanica
clasica, esta degeneracién ocurre en paredes de dominios que dividen el espacio de fase en un
conjunto de regiones causalmente desconectadas. La caracterizacion de estas superficies viene
dada por el signo de la densidad de flujo de Liouville sobre ellas, comportandose como fuentes
o sumideros de érbitas. En este tltimo caso, una vez que el sistema ha llegado a la pared de
dominio, adquiere una nueva invarianza de gauge y un grado de libertad es dindmicamente

congelado, mientras el resto de los grados de libertad evoluciona regularmente.



Abstract

Dynamical systems whose symplectic structure degenerates, becoming noninvertible in
some regions along the orbits are analyzed. It is shown that for systems with a finite number
of degrees of freedom, like in classical mechanics, the degeneracy occurs on domain walls that
divide phase space into nonoverlapping regions each one describing a nondegenerate system,
causally disconnected from each other. These surfaces are characterized by the sign of the
Liouville’s flux density on them, behaving as sources or sinks of orbits. In this latter case,
once the system reaches the domain wall, it acquires a new gauge invariance and one degree
of freedom is dynamically frozen, while the remaining degrees of freedom evolve regularly

thereafter.
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Introduccion

Numerosos sistemas dinamicos de interés fisico poseen una forma simpléctica que depende
de los campos, luego, estas formas simplécticas tienen la posibilidad de degenerarse, es
decir para ciertas configuraciones de las variables dindmicas, la forma simpléctica deja de
ser invertible. Sistemas fisicos tan diversos como por ejemplo la interaccion de vortices en
fluidos [1] y teorfas de gravitacién en dimensiones mayores que 4 y que contienen términos
cuadréticos en la curvatura en el Lagrangiano, exhiben esta caracteristica [2]. Modelos de
esta naturaleza se originan en fisica de altas energias desde campos como la cosmologia y el
escenario de espacio-tiempos [3, 4], hasta teorias de cuerdas y la teoria-M [5, 6, 13].

El problema que aborda esta tesis es como describir la evolucién de los sistemas cerca
de una configuracion degenerada y, si tal estado es alcanzado, cémo evoluciona de ahi en
adelante. Las hipotesis estandar en los tratamientos de sistemas dindmicos excluyen la posi-
bilidad de que la forma simpléctica tenga rango no constante a través del espacio de fase,
incluso en mecénica clasica [14, 21].

Como una primera etapa para el entendimiento general del problema, analizamos sistemas
dindmicos degenerados en mecanica clasica. En esta tesis mostramos que es posible dar una
caracterizacion completa de la evolucion de estos sistemas.

Un punto importante que es necesario enfatizar es que esta degeneracion es independiente
de la clasificacion de Poincaré de las singularidades del flujo de fase. Una singularidad de
Poincaré ocurre en los puntos criticos del Hamiltoniano, que son genéricamente aislados,
mientras que la forma simpléctica degenera en superficies que son genéricamente paredes
de dominio. Este tipo de superficies no se pueden entender como un conjunto denso de
singularidades de Poincaré. En lineas generales, la degeneracién en la forma simpléctica es
la contraparte de las singularidades de Poincaré en las que, el gradiente del Hamiltoniano
es nulo (en la forma canénica corresponde al lado derecho de las ecuaciones de Hamilton),
mientras que las primeras pueden ser interpretadas como singularidades infinitas en el lado
derecho de las ecuaciones de movimiento (para un detalle de la clasificacién de Poincaré ver
apéndice A).

El punto anterior puede ser explicado, con un ejemplo de sistema degenerado en dos



dimensiones, cuyo flujo de fase satisface
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donde H(x1,x2) es el Hamiltoniano del sistema y ademés se cumple que g—ﬁg—i £ 0, clara-

mente este flujo degenera en x9 = 0. Una formulacién equivalente en la regiéon donde zo # 0

es
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en este esquema la degeneracion del flujo de fase en o = 0 corresponde a una singularidad
infinita en el lado derecho de las ecuaciones (2) cuando x5 — 0. Cabe notar que el cambio
de coordenadas requerido para obtener (2) a partir de (1) no es invertible en todo el espacio
de fase.

Estas singularidades son de un tipo que no ha sido estudiado, tanto desde un punto de
vista fisico como matematico. Los siguientes capitulos consideran estos estudios.

En el capitulo I, se discute el formalismo simpléctico en mecanica cldsica, se muestran
las definiciones basicas y algunas propiedades interesantes en este contexto.

En el capitulo II, damos una descripcion general de como aparece este problema en el
contexto fisico, examinamos qué ocurre en el formalismo de segundo orden y finalmente
escribimos las ecuaciones del sistema que estudiaremos y definimos el problema de manera
concreta.

En el capitulo III, se describe un sistema degenerado usando coordenadas tipo Darboux,
y se muestra que las superficies donde ocurre la degeneracién de la forma simpléctica, son
paredes de dominio, que dividen el espacio de fase. Se obtiene una caracterizacion de estas
singularidades respecto del flujo de fase, discutimos la violacién del teorema de Liouville
para estos sistemas y finalmente encontramos un criterio para dar esta caracterizacion.

En el capitulo IV, discutimos el comportamiento dinamico del sistema una vez que se ha
alcanzado la superficie donde la forma simpléctica se degenera, estudiamos la estructura de
vinculos de la teoria en todo el espacio de fase y demostramos que ocurre un fenémemo de
congelamiento dindamico de grados de libertad.

El capitulo V, esta dedicado al estudio de ejemplos de estos sistemas. Se estudia también
un modelo en cual este sistema degenerado se acopla con otro regular y analizamos la

dindmica del sistema en todo el espacio de fase.



En el capitulo VI, se realiza una discusion de las caracteristicas encontradas y una vision
muy general de aplicaciones en otro contexto, que pueden ser eventuales problema abiertos.

Finalmente el capitulo VII, esta dedicado a las conclusiones.



1. CAPITULO 1

1.1. Formalismo Hamiltoniano

Una descripcién de la mecanica clasica, es el formalismo Hamiltoniano, el ingrediente
bésico en este formalismo es el Hamiltoniano del sistema H = H(p, q¢) que es una funcién de
los momenta y coordenadas generalizadas. En esta descripcion la dinamica esta gobernada

por las ecuaciones de Hamilton

. OH(p,q)
. 0H(p,q)
p’L - 8qz I

en casos sencillos, este sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden es equivalente

al sistema de n ecuaciones de segundo orden provenientes de un Lagrangiano L = L(q, )

oL

en cual se reemplazan las velocidades por los momenta definidos por p; = 50

La descripicion dinamica de un sistema con n grados de libertad se realiza ahora en
el espacio de 2n dimensiones, en el que las coordenadas de un punto son n coordenadas
generalizadas (¢) y n momenta canénicos (p). La evolucién del sistema viene descrita por
curvas que llenan el espacio de fase.

Un sistema conservativo se define como aquel en que la energia es una cantidad conser-
vada, esto es

9H (p, q)

H==22=0. (4)

Una definicion importante en este formalismo es el paréntesis de Poisson, el cual para dos

magnitudes cualesquiera f y g, viene dado por

—O0fdg Of 9g
{f,g} N ; 0q; Op;  Op; Og; ‘ <5)

Este paréntesis satisface una serie de propiedades interesantes (ver [15]) . Una de estas
propiedades, es que la evolucién temporal de una funcién cualquiera f(p, ¢) puede ser escrita

de la siguiente forma

@
=y 0

4



En particular, si f es una cantidad conservada que no depende explicitamente del tiempo,
se cumple que su paréntesis de Poisson con el Hamiltoniano del sistema es nulo.

Para nuestros intereses nos basta con estos elementos, una discusién mas exhaustiva del
formalismo Hamiltoniano se puede encontrar en [14][15][16]. A fin de conducir la discusién
en el lenguaje usado en esta tesis, necesitamos introducir de manera general la geometria

simpléctica.

1.2. Geometria Simpléctica

Al escarbar en la superficie del formalismo Hamiltoniano, es posible notar la estructura
geométrica del espacio de fase. En efecto, el espacio de fase de un sistema Hamiltoniano de
n grados de libertad esta descrito por una variedad I' de 2n dimensiones dotada de una 2-
forma cerrada no degenerada, la matriz simpléctica (£2;;)[16][22], El espacio de fase I" es una
variedad simpléctica. La forma simpléctica cumple una funcién andloga a la métrica (g,.)
de la geometria Rimanniana, en el sentido que podemos usar §2;; para “bajar” y “subir”
indices en la variedad simpléctica. Asi la nocién de distancia descrita por la métrica g,
(ds* = gdaz*dx”), en el contexto de la geometria simpléctica es cambiada por la nocién de
drea (2 = Q;;dz'da?).

Al dotar a esta variedad con una forma simpléctica, esta dotada también con un paréntesis

de Poisson, esto es, para cualquier par de funciones f y g en M, su parétesis viene dado por

; Of Og
= QY 7
(rap =gl 2t @
donde QY es la inversa de la forma simpléctica Q*Qy; = 5;., y la variedad ahora es un

variedad de Poisson.

Con este cuadro podemos estudiar desde un punto de vista geométrico las propiedades
dinamicas de nuestro sistema. Para esto es necesario introducir un elemento extra, este es el
Hamiltoniano del sistema, que en este lenguaje corresponde a estudiar un campo vectorial
sobre la variedad. Las ecuaciones (3) que determinan la dindmica del sistema, pueden ser
escritas, como

OH

J



donde al usar coordenadas canénicas (g, p), la forma simpléctica tiene la forma candnica,

dada por

0 -1

Q0= . (9)
I 0

La matriz I representa la identidad de n dimensiénes (para un discusién completa de la
geometrizacién de la mecénica clédsica ver [16][21][22]).

Finalmente, podemos decir respecto de la forma simpléctica que no sélo gobierna la
geometria del espacio de fase. De acuerdo con (8) también define la dindmica del sistema.
En coordenadas no-canodnicas, podriamos tener una forma simpléctica que dependa de las
coordenadas y como veremos su influencia sobre la dindmica del sistema puede ser dramética.

Los siguientes capitulos de esta tesis estan dedicados a estudiar esta influencia.



2. CAPITULO II

2.1. Introduccion

Existe una amplia gama de sistemas fisicos cuya densidad Lagrangiana es una forma
de Chern-Simons (CS). Algunos ejemplos se pueden encontrar en modelos de turbulencias
en fluidos, y modelos efectivos en teoria cuantica de campos en 2 + 1 dimensiones. En
particular son de interés las teorias de gravedad [7] y supergravedad [8] en tres dimensiones.
En dimensiones impares superiores las teorias de (super)gravedad son ejemplos de sistemas
de Chern-Simons [9-13].

Un sistema de CS en D = 2s + 1 dimensiones esta descrito por la accion:

S[A] = /M2 S a,Tr 4221 (qAy] (10)

s+1 p:O
donde el campo A es la 1-forma de conexién que toma valores en el algebra de Lie de un
grupo G, y el producto cuna es asumido.
Por otra parte, el comportamiento dinamico de los sistemas de CS presenta un ntimero

de complicaciones que no se encuentran en teorias de gauge estandar, a saber:

(i) El sistema se presenta de manera natural como uno de primer orden. De esta forma
el lagrangiano ya esta en la forma Hamiltoniana: los 2s + 1 campos A representan
las coordenadas, sus momenta canénicos conjugados y el Hamiltoniano candnico.El
sistema se presenta de manera natural como uno de primer orden. De esta forma
la accién ya esta en la forma Hamiltoniana: los 2s + 1 campos A representan las
coordenadas, sus momenta canoénicos conjugados y el Hamiltoniano canénico. Para
ver explicitamente esto consideremos una teoria de CS abeliana en 5 dimensiones

descrita por la accién

sgsz/FAFAA (11)

= /FWF)\,JAde“ Adx’ A dat A dzP A dac

que al ser separada en su parte espacial y temporal se ve de la siguiente forma



Ses = [ [W(A)Ai+ B(A)dtadt (12)

y la forma simpléctica para esta accion se lee

oW ol

]
S R

(13)
donde los indices 7,5 =1, ..., 2s.

(ii) El rango de la forma simpléctica (r(£2)), no es maximal debido a que la teoria tiene

vinculos de primera clase (los generadores de los difeomorfismos espaciales)[24].

(iii) Las reparametrizaciones temporales no son independientes de la otras simetrias de

gauge de la teoria[24].

(iv) Para D>3 la forma simpléctica (£2) es una funcion de los campos i.e. Q = Q(A).

Este ultimo punto es de particular importancia dado que de acuerdo al comportamiento
dindmico de la forma simpléctica, un sistema CS puede describir diferentes sistemas fisicos.

Los casos donde la forma simpléctica es invertible en todo el espacio de fase (I') con rango
maximal (r(2) = M), o bien es no invertible en todo I', pero tiene rango constante (r(£2) =
M’ < M, no maximal), han sido estudiados extensivamente en la literatura. En el primer
caso —sistemas sin vinculos—, todos los grados de libertad de la accién son dindmicamente
independientes y propagantes; estos corresponden a sistemas clasicos discutidos en libros
estdndar [14-16]. La segunda categoria —sistemas con vinculos—, llamaron la atencién de
la comunidad en la segunda mitad del siglo pasado, después de los primeros trabajos de
Dirac. Este caso corresponde a sistemas donde algunas de las coordenadas en la acciéon son
redundantes o describen grados de libertad de gauge, y por lo tanto, no rotulan estados
fisicos diferentes [17-20].

El hecho que en una teoria de CS €2 dependa de los campos, nos da la posibilidad de
iniciar la evolucién de nuestro sistema con una configuraciéon donde la forma simpléctica sea
invertible (2 tiene rango maximo M) y la evolucién dindmica nos conduzca a una regién
en el espacio de fase donde 7(Q) = M < M (i.e Q es ahora una matriz degenerada). La

degeneracion de la forma simpléctica es concomitante con el hecho que la transformacion



de Legendre (q,q¢) — (¢, p) es también no invertible. Este problema ha sido detectado, por
ejemplo, en gravitaciéon para D > 4 [2].

En este caso la evolucion de la geometria para una condicion inicial genérica puede
comenzar a ser impredecible. En este problema el paso de la formulaciéon Lagrangiana a
la Hamiltoniana no esta globalmente definido y por lo tanto, ambas formulaciones no son
necesariamente equivalentes. El mapeo de Legendre esta bien definido s6lo en parches y
una integral funcional Hamiltoniana bien comportada debiera poder definirse, para poder
estudiar el comportamiento cudntico de estos sistemas [23]. Sin embargo, el limite cldsico de
estos sistemas cudnticos tiene una semejanza con el sistema clasico original y la pregunta
que aun sobrevive es ;Cudl es el significado de la accién clasica original?.

Finalmente en los casos donde r(€2) no es constante en el espacio de fase el orden de las
ecuaciones de evolucién es reducido en alguna subvariedad de I". A continuacion estudiaremos

como aparecen estas caracteristicas en una formulacién de segundo orden.

2.1.1. Formalismo de 2° orden

Es interesante notar que las caracteristicas antes vistas de los sistemas de CS, también se
pueden encontrar en los sistemas mecéanicos clasicos de n grados de libertad, cuyas ecuaciones

de Lagrange vienen dadas por

d (0L(q,9)\ 0L(g,4)
dt( 9q >_ r "

con ¢ = 1,...,n, estas ecuaciones pueden ser escritas en la siguiente forma

*L(q,q) . 0*L(q,4q) .; OL(q,4
04 0q D4 Og dq
Esta ecuacion puede reescribirse como:
donde
2L /
Wz] = Ma (17)
09 0q
2 (0 ) Ll
049 O¢ Jdq



Es posible ver que las ecuaciones (16) contienen tres casos diferentes, de acuerdo a la

invertibilidad de la matriz hessiana (W;;);

(1)

Matriz Hessiana invertible: det(W;;) # 0 y rango constante (maximal, r(W;;) = n).

Las ecuaciones (16) describen un sistema regular; las aceleraciones estédn determinadas

univocamente en funcion de las velocidades y las posiciones a través de
G = W'V (18)

Matriz Hessiana no invertible: det(W;;) = 0 y de rango constante (pero no maximal,

r(Wi;) =n' <n,).

Las ecuaciones (16) describen un sistema singular, no podemos determinar univoca-
mente las aceleraciones en funcion de las velocidades y las posiciones. La solucién de
las ecuaciones de movimiento debe contener funciones arbitrarias del tiempo, estos
sistemas son los conocidos sistemas con vinculos como las teorias de gauge o bien la

teoria presenta incompatibilidades.

Matriz Hessiana no invertible y rango de W;; variable a lo largo de la evolucién dindmi-

ca del sistema

En este caso partiendo desde una configuracion inicial donde det(W;;) # 0 (r(W;;) = n,
maximal), sélo por los efectos dindmicos, el sistema podria llegar a una regién donde
det(W;;) =0 (r(W;;) =n’ < n, no maximal) . En esta region, el orden de las ecuaciones
de movimiento es reducido y la dinamica del sistema esta gobernada por ecuaciéne de

primer orden y segundo orden.

Este ultimo caso es excluido de los tratamientos usuales de ecuaciones diferenciales vy,

desde un punto de vista fisico, nunca ha sido estudiado.

Como se ha dicho en los parrafos anteriores, al estudiar gravitacion de CS, irremedia-
blemente aparece este tipo de situaciones y se espera que estos sistemas, que de ahora
en adelante llamaremos “Sistemas Dindmicos Degenerados” [25], contengan in-
fomacion fisica no solo en el caso de gravitacion si no también en la descripcién cléasica

de estos sistemas mecanicos.

Las siguientes secciones estan abocadas a caracterizar estos sistemas.
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2.2. Lagrangianos de primer orden y sus formas simplécticas

Para entender el problema que se origina debido a la degeneracion de la forma simpléctica
estudiaremos un caso sencillo. Consideremos un sistema de CS descrito por una acciéon
de primer orden de la forma (10) en cero dimensiones espaciales (s = 0) para la cual la
invarianza bajo difeomorfismos es obviamente satisfecha. En este caso la accién es justamente
la integral de una 1— forma en un espacio tiempo de (0 + 1) dimensiones i.e una linea
mundo. En tal sistema el campo A no tiene término cinético y por lo tanto no hay grados
de libertad que se propaguen. Atun asi podemos obtener un interesante contenido dinamico
en la accién si incrustamos la linea mundo en un espacio de (2n + 1) dimensiones con
signatura (—, +, +, ..., +). Si 2 son las coordenadas de la inmersién y suponemos que A,(z)

son funciones prescritas de z#, la acciéon para una trayectoria entre el estado z; y 29 es,
2
Slz;1,2] :/ A, dz" . (19)
1

Esta teoria de CS en 0+ 1 dimensiones es, en realidad, un sistema mecéanico ordinario en
forma Hamiltoniana pero disfrazado: los campos A, no son componentes dindmicas de una
conexién sino un conjunto de funciones prescritas de las 2n + 1 coordenadas z. La accion

puede ser escrita usando un parametro afin 7 como

2
5@12%:/,%yﬂ7. (20)
1

Esta accién es invariante bajo reparametrizaciones del pardmetro afin (7 — 7/(7)) y por su
caracter intrinsecamente geométrico, también es insensible a las transformaciones generales

de coordenadas (difeomorfismo),

2 — 2 (2). (21)

Entre estos difeomorfismos los simplectomorfismos (ver apéndice C), es decir transforma-
ciones canonicas, que dejan la 2— forma ) = dA invariante, son particularmente impor-
tantes.
Si identificamos el pardmetro afin con la coordenada temporal de la inmersién, se tiene,
=t 2 =2(t), y1 i transf
=t 2= , v la accién se transforma en
1)

SMLﬂ:/[&%—&ML (22)

t1

11



Luego, la evolucién del sistema queda descrita por el flujo de las coordenadas 2* en un espacio
de fase de 2n dimensiones. La accién (22) puede escribirse en forma Hamiltoniana estdndar
en un entorno abierto de cualquier punto del espacio de fase, ya que las 2n coordenadas z
pueden ser consideradas como n pares canoénicos conjugados (p, q), lo que esta garantizado
por el teorema de Darboux [16]. Luego, debe existir un parche local de coordenadas donde

podemos realizar la siguiente identificacién

% %

=49,

S — i = AP (23)
con Ajy, =0parai=1,..,n,ydeaqui ¢’y p; representan las coordenadas y los momentos
candnicos, respectivamente, y —A, es el Hamiltoniano de la accién (22) [27]. Sin embargo
para un espacio genérico realizar la identificacién (23) a lo largo de toda la 6rbita es en la
préactica, un problema tan dificil como el de integrar las ecuaciones de movimiento mismas
28].

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para la accién (19) son
Q2 —Ei=0, (24)
donde hemos usado la definicién estandar dada por

Ei = @Ag — 8014Z 3

Si €25 es invertible estas ecuaciones describen un sistema dindmico auténomo
i O)ij
z = Q ]E] y (26)
Oy, — s
donde Q7 = 4.

En la identificacién antes mencionada, €2;; corresponde a la forma simpléctica y las ecua-
ciones (24) son las ecuaciones de Hamilton que son integrables en cualquier abierto donde
QY E; sean funciones suficientemente bien comportadas.

Por otro lado, considerando la accién (22) en forma Lagrangiana, ésta describe un sistema
con vinculos, los momenta p; = OL/0Z" son funciones de las coordenadas y por lo tanto, de

acuerdo a la clasificacién de Dirac, 2n vinculos primarios provenientes de la definicién de los

momenta candnicos conjugados,
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Siguiendo el procedimiento de Dirac, el Hamiltoniano canénico H. = — A debe ser reem-

plazado por el Hamiltoniano extendido
H=H+X\¢", (28)

donde \; son multiplicadores de Lagrange; la condicién de consistencia de los vinculos (27)
demanda

¢i = QN+ E; =0, (29)

donde Q;; = [¢s, ¢;].

Podemos observar que el requerimiento para resolver las condiciones de consistencia (29)
para los multiplicadores de Lagrange es el mismo que necesitamos para integrar (24) esto
es, invertibilidad de €2;;.

A este punto es recomendable detenerse para estudiar qué significa este requisito.
Podemos distinguir tres casos diferentes de acuerdo a la invertibilidad de €2;; tal como en el

formalismo de segundo orden.

2.2.1. Sistema Hamiltoniano reqular sin vinculos

En este caso pedimos det(€2;;) # 0, lo que implica tener rango maximal para €,
r(€;) = 2n en todo el espacio de fase I'. Las ecuaciones (29) pueden ser resueltas para
A’y no entregan vinculos adicionales (secundarios, de acuerdo a Dirac). Los 2n vinculos
primarios ¢; = 0 reflejan el hecho que el sistema tiene un espacio de fase de 2n dimensiones,
contrariamente a las 4n dimensiones sugeridas por la accién (19); bajo el cambio de las
coordenadas 2% a las (p;(2),¢(2)) la mitad de los 2% son las coordenadas y el resto son sus
momenta candnicos conjugados. En el programa de Dirac, los ¢ son de segunda clase, y
el espacio fisico se obtiene al imponer fuertemente que estos vinculos sean iguales a cero.
Ademas, se debe reemplazar el paréntesis de Poisson por el paréntesis de Dirac. Entonces, las
coordenadas 2* del espacio de fase tienen una estructura simpléctica no-canénica (paréntesis
de Dirac) dada por

{2, 2} = QY. (30)
Este es un camino poco usual para describir sistemas sin vinculos, pero es completamente

equivalente a la estructura Hamiltoniana estdndar[27] (una relacién equivalente con

13



formulacién Lagrangiana de segundo orden se discute en[29]).

2.2.2. Sistemas Hamiltoniano con vinculos

En este caso pedimos que det(€2;;) = 0, pero, rango de €);; es constante y no maximal,
(r(€2;) = 2m < 2n a través de todo I'). Las ecuaciones (29) pueden resolverse para 2m de
los 2n multiplicadores de Lagrange (\* ), dejando los restantes 2(n — m) indeterminados.
El requerimiento adicional de consistencia de los vinculos puede traer nuevos vinculos que
también deben satisfacer la condicién de consistencia —si el sistema es consistente—, este
proceso terminard después de un nimero finito de iteraciones (ver apéndice B). Este caso
fue analizado completamente por Dirac[17-20] y también discutido, en la formulacién de

primer orden que nosotros hemos adoptado en esta tesis en las referencias [27].

2.2.5. Sistemas dindmicos degenerados

Estos sistemas se caracterizan por que el determinante de §2;; se anula en una subvariedad

(X) del espacio fase definida por el conjunto

Y ={zeT/det(;(2)) =0} . (31)

En esta tesis nos concentraremos en el estudio de estos sistemas dinamicos degenerados,
que han sido tradicionalmente dejados de lado en la literatura, bajo las siguientes suposi-

clones:

= Que las superficies X no son densas en el espacio de fase i.e.localmente en una vecindad

abierta se encuentra solo una de estas superficies.

» Fuera de X la forma simpléctica €2;; tiene rango constante 2n, y la estructura dindmica
corresponde a la un sistema dindmico regular. ( El caso cuando r(£2;;) no es maximal
en el complemento de 3., corresponde a una combinacién de un sistema con vinculos y
un sistema dinamico degenerado. El considerar esta complicacién es directo, pero por

simplicidad no lo analizaremos en esta tesis.)
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Bajo estas premisas, nada impide que el sistema, partiendo desde una configuracion
genérica en la cual det(€2;;) # 0, se encuentre con un punto en ¥ después de un tiempo
finito. Teniendo este escenario en mente, caracterizaremos el comportamiento dinamico de

estos sistemas, respondiendo las siguientes preguntas.

. Cudl es el lugar geométrico de los puntos de degeneracion?,

. Bajo qué condiciones las érbitas clasicas intersectan las singularidades?,

.Es posible clasificar la forma en que la interseccién puede ocurrir?,

. Es posible definir un sistema sobre la la superficie de degeneracién?,
e ,Qué contenido dindmico tiene el sistema cuando la superficie de degeneracién es al-
canzada?,

e ;Cual es el comportamiento cuantico de tales sistemas?.
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3. CAPITULO 111
3.1. Caracterizacién de los sistemas dinamicos degenerados

En este capitulo nos concentraremos en el estudio de las principales propiedades clasicas

de estos sistemas y responderemos las interrogantes antes planteadas en el capitulo anterior.

3.1.1. Superficies de degeneracion X

Como es bien sabido, una matriz €2;;(z) antisimétrica de 2n x 2n se puede llevar a una
forma diagonal por bloques por una transformacién ortogonal. Asi, en un conjunto abierto,
la 2— forma Q = 3€;;dz" A dz? puede ser diagonalizada en bloques bajo una transformacién

local de coordenadas 2* — z'(z) de O(2n),

0 —Ww1

w1 0

0 —w,

w, 0

y por lo tanto,
n
Q=> w(2)dz” " Ada®" |
r=1

esto en principio estd asegurado por el siguiente teorema.

3.1.2. Teorema de Darboux

Este teorema permite caracterizar localmente variedades dotadas de una forma simplécti-

ca no degenerada [16] [21],

= Teorema: Si (2 es una forma simpléctica en una variedad diferenciable M, para cada
punto x € M hay una carta local de coordenadas en torno a x en el cual las coordenadas

de €2 son constantes.
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» Corolario: Sea (M, ) una variedad simpléctica (esto nos asegura que € es invertible),
de 2n dimensiones. Entonces, alrededor de cada punto z € M existe en una vecindad

U, provista de un sistema de coordenadas {p,,¢"} (a,b=1,2,...,n), tal que

Q=3 dq' Ndp; (33)

i=1
este resultado se usé en un capitulo anterior. Para una demostracion ver [16].

Sin embargo, en un conjunto abierto que contenga puntos de la superficie de degeneracion,
las coordenadas tipo Darbouz x* no pueden ser llevadas a la forma candnica (33) ya que al
menos uno de los w,’s en (32) es nulo sobre ¥ (ya que det(Qy;) = [[} w?) . Por lo tanto,
no se puede realizar una rescalamiento (finito) para normalizar las w,’s a 1.

Una consecuencia directa de esto, es que el conjunto ¥ es la unién de superficies ¥, de
(2n — 1) dimensiones con

Yy ={z€T/w(z) =0}, (34)

esto es,

2 =U,%,, (35)

el nimero de superficies ¥, depende del nimero de w,’s que tomen valores nulos a través de
2.
Por otra parte, si consideramos la identidad de Biachi (df2 = 0), que en representacién

de coordenadas puede escribirse en la forma

0k + 0; Qi + 0125 =0, (36)

y el hecho que podemos separar 2;; al menos en bloques tal como en (32), permite

demostrar que cada uno de los w,(z) depende solo del par de coordenadas conjugadas

r=1 22). Esto significa que las superficies de degeneracién son constantes en las

(x
otras coordenadas. Por otro lado, esto es una ventaja en la caracterizacion ya que el

27”—17 x2r)

andlisis de la degeneracién de € puede restringirse a la subvariedad (x . Nosotros

asumiremos que las w,’s son funciones suaves de Morse! en el correspondiente plano

I Una funcién de Morse es una funcién infinitamente diferenciable que tiene un nimero finito de puntos

criticos aislados, distintos y no degenerados.
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(x?=1 — 2?"), lo que asegura que ellas tienen ceros simples en puntos aislados; los casos
donde w, tiene ceros de orden superior puede pensarse como la fusién de ceros sim-
ples. Por lo tanto, las curvas de nivel w,(z*~! 2*") = 0 dividen el (z*~! — 2?")-plano

en regiones que no se traslapan y podemos resumir este primer resultado en el siguiente lema

» Lema 1: El lugar geométrico de las superficies de degeneracién ¥ corresponde a una
coleccion de paredes de dominio, que dividen el espacio de fase I"en un numero finito

de regiones que no se intersectan.

3.2. Caracterizacion del flujo de fase cerca de X

Genéricamente, en la superficie X,, el rango 7(€2;;) se reduce en 2, y en los puntos donde
k de estas superficies se intersectan, r se reduce en 2k. En una vecindad lo suficientemente
pequena de la superficie Y., el comportamiento dindmico del sistema es dominado por las

2r—1 _ l.2'r’)
’

variables dindmicas =% = (x sus correspondientes ecuaciones de movimiento se

pueden obtener de la ecuacién (24) como
capw ()i’ = —E, | (37)

donde sin perdida de generalidad, hemos fijado r =1, de modo que a y S =1,2 y w := wy.
Cerca de la superficie de degeneracion ¥,., el resto de las variables dindmicas 2%, (a = 3, ..., 2n)
, se comporta como coordenadas del espacio de fase de un sistema regular.

Aqui supondremos también que E,, tiene un valor finito y no es idénticamente cero en
¥ (i.e., las posibles singularidades de Poincaré que podria tener el sistema se supone que
estdn localizadas fuera de X). Por lo tanto, las ecuaciones (37) implican que la velocidad se
hace tangente al plano (z! — x?), debido a que el valor de |#?| crece sin cota a medida que
las érbitas se aproximan a Y1, mientras las otras componentes (£*) permanecen finitas.

el

Debido al hecho que w tiene un cero simple en ¥;, % cambia de signo al cruzar la
superficie de degeneracién. Como consecuencia, podemos ver que el flujo de fase evoluciona
en direcciones opuestas a cada lado de ¥. Asi, en una vecindad local de ¥, una de las

siguientes tres situaciones puede ocurrir:

» (a) El flujo de las 6rbitas va hacia ¥ y termina alli.
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» (b) Las drbitas se originan en la superficie de degeneracién y fluyen fuera de ésta.

» (c) Las drbitas corren paralelas a 3, pero en direcciones opuestas a cada lado.

Por lo tanto, las superficies actiian como fuentes o sumideros de las 6rbitas en los casos
(a) y (b) respectivamente, esto sugiere naturalmente una clasificacién de la naturaleza local
de ¥ en X, )y %O para los casos (a), (b) y (c), respectivamente (ver Fig. (1)).

En ninguno de los tres casos hay flujo que cruce las superficies de degeneracion, y por lo

tanto podemos escribir el siguiente lema,

= Lema 2: Las regiones a cada lado de X estan causalmente desconectadas y son

dinamicamente independientes una respecto de la otra.
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¥ ¥

(a) (b)

Z (V]

(c) (d)

Figura 1: Figuras (a), (b) and (c) muestran el comportamiento local del flujo de las drbitas, en
una vencidad en torno L(H), $(-) y 2O respectivamente. La estructura global de las superficies

de degeneracién se muestra en la figura (d).
3.2.1. Teorema de Liouville

Una consecuencia inmediata del resultado anterior, es la violacion del teorema de Liouville
en las superficies de degeneracién, curiosamente esta violacion ocurre en un sistema que es
Hamiltoniano y el cual ademads conserva la energia, esta tltima afirmacién se demuestra
directamente al multiplicar las ecuaciones de movimiento (24) por 2*

dH

023 = ;A3 = yre 0, (38)

asi recordando que A, representa el Hamiltoniano del sistema el cual no depende explicita-
mente del tiempo, la ecuacion anterior nos muestra la conservacion de la energia.

La conservacién del volumen p = v/Q viene descrita por
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dp  9dp
dt Ot
si consideramos que no hay dependencia explicita del tiempo, solo el segundo termino con-

+{p.H}, (39)

tribuye y usando las ecuaciones de movimiento (24) se puede demostrar directamente que

dp i

luego la validez del teorema de Liouville fuera de las superficies de degeneracion esta

relacionado directamente con la divergencia de las corrientes

Ji=Vaz. (41)
Estas corrientes tienen divergencia nula fuera de 32, la demostraciéon de esto esta basada en

las ecuaciones de movimiento y en la siguiente identidad

(VOAVWIE) =0, (42)

con FFy, = 6;. Esta identidad se obtiene desarrollando el lado derecho en la forma

0i(VOQ)E; + VOQU0,(E;) . (43)
Claramente si consideramos un sistema Hamiltoniano (E; = 0;Ag) el segundo término de
(43) es nulo por antisimetria y la identidad 9;(v/QQ%) = 0 es consecuencia de la identidad
de Bianchi, lo que demuestra la identidad (43).

Luego, el teorema de Liouville es valido fuera de 3, donde el comportamiento dindmico
de sistema es descrito por uno regular. Por otro lado, j° tiene un limite finito cuando el
sistema se aproxima a la superficie de degeneracién, y las tnicas componentes no nulas a
cada lado de X son

j% = |w|i® = sgn(w)e*’ By . (44)

La divergencia de 7 sobre la superficie de degeneracion X, puede ser evaluada como el
flujo de j* que cruza una caja que encierre una porcién de X (ver figura 2). El flujo ® = j'n,
que cruza una de las tapas de la caja esta dada por una proyeccién j¢ a lo largo de la normal
a la superficie n; = 9;Q2Y2. Dado que las tnicas componentes no nulas del vector normal son
N = Ou|w]|, se tiene,

d = —QV2QUE;0,0Y? = 0,we*P By . (45)
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Noétese que @ no solamente es finita en X si no que también es continua y podemos escribir

el siguiente lema

» Lema 3: El carécter local de las superficies de degeneracién esta dado por X con
n = sgn(®). por lo tanto, en general, ¥ es globalmente atractiva (X(7)) o repulsiva

( %)) por regiones, y el tipo X ocurren en la interseccién con las superficies

II={zel'/®(z) =0} (ver figura 1)

Figura 2: La figura muestra el flujo j° que cruza una caja en torno a »(),

De aqui vemos que la superficies, 3 corresponden genéricamente, a fronteras entre los
tipos £ y X (esto es, () = 9£7)) que es un conjunto de codimensién 2 en el espacio
de fase. En el caso particular, cuando ambas superficies ¥ y Il coinciden en un abierto, %

es globalmente del tipo ©(9. Esto ocurre, por ejemplo, si

Eilgo = 0 (h(2)Q"?) (46)

cuyas uUnicas componentes no nulas son de la forma F, = fz(z“)aaw para funciones h y
h # 0 arbitrarias. Esta violacién del teorema de Liouville, nos lleva a la conclusién que en la
superficie de degeneracion existe una fuente de orbitas, que corresponderia a una carga sobre
la superficie andlogamente a lo que ocurre con el electromagnetismo, por otro lado si damos
la posibilidad (excluida en este trabajo) de agregar cierta dindmica a la superficie singular
como por ejemplo w = w(z,t), es decir la superficie singular puede cambiar su ubicacién,

mas un término de cardcter cinético es de esperar que el teorema de Liouville se restablezca.
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4. CAPITULO IV
4.1. Evolucién hacia 2(7)

Las superficies de degeneracién £+ y $() representan un conjunto de estados iniciales
y finales del sistema, respectivamente. Configuraciones en la superficie () son inestables
frente a pequenas perturbaciones, y se puede ver que es improbable preparar un sistema
en ella. Por otro lado, si uno considera el sistema en (7). una perturbacién pequeia para
moverlo fuera de la superficie requiere una aceleracion infinita. En este sentido, las su-
perficies () representa un estado final estable para la evolucién del sistema, y cualquier
configuracion inicial suficientemente cerca de la superficie de degeneracién esta condenada
a caer en ella. Entonces, la pregunta si el sistema puede ser definido de forma consistente en
Y(2), aparece de manera natural.

Por un criterio de simplicidad, nosotros consideraremos un sistema que posee solo una
superficie de degeneracién que es globalmente del tipo (7). Nosotros mostraremos que
cuando el sistema llega a ©(7), dos coordenadas comienzan a ser no dindmicas; el sistema
adquiere una nueva simetria de gauge en la superficie de degeneracion la cual corresponde a

los desplazamientos a lo largo de X(7). y el sistema reduce sus grados de libertad en uno.

4.2. Estructura de vinculos

Siguiendo el procedimiento de Dirac para sistemas con vinculos [17, 20], vemos que la

accién (22) posee 2n vinculos primarios que vienen de la definicién de los momenta candnicos

bi = %7
cuyos paréntesis de Poisson son
{6i, 05} = Quj - (48)

Fuera de (), la invertibilidad de (2;; implica que los vinculos ¢; son de segunda clase.
Sin embargo, en la superficie de degeneracion, el rango de €2;; es reducido por dos, asi, dos
de los ¢’s tienen paréntesis de Poisson nulo.

Aunque la estructura de vinculos cambia abruptamente en X(7) | después que el sistema
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llega a esta superficie, su evolucion dindamica puede ser descrita por un sistema con vinculos

estandar, como se puede observar a través de un adecuado cambio de base para los vinculos

i

Este cambio de variables viene dado por la combinacién lineal de la forma

Pla) = oy Pi » (49)
que puede ser de primera clase si e’éa) son vectores nulos de €2, en efecto si miramos el algebra

que generan estos, sobre las superficies de los vinculos ¢;

{00, 28)} = €l isels) - (50)

vemos que si e’@ es un vector nulo de ;; los vinculos son de primera clase.
Esto puede ocurrir solamente en la superficie de degeneracién, donde tenemos dos de
estos vectores nulos. Ellos se pueden escoger en todo el espacio de fase, tales que uno de

ellos sea tangente y el otro normal a las superficies {2 = constante, particularmente,

; 1
6(1)Qij = 5839 s (51)
622) Qij = Q”(S’k@k \/ﬁ

En coordenadas tipo Darboux, las tinicas coordenadas no nulas son

6?1) - Eaﬁaﬁwa (52)

6(()[2) = (wﬁaﬁw?

con a = 1,2.

En esta base los vinculos ¢; pueden ser descompuestos como

¢i = {Qp(a); ¢a} ) (53)

con a = 3, ...,2n, el algebra de vinculos es

1 1
{p@ v} ~ Je@e? 2(0:2)% = weyp)|Owl”
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{gp(a)a (bb} ~ e%a)Qib =0 )
{¢aa¢b} = Qab . (54)

De esta algebra es evidente que, en la superficie (), los vinculos () tienen paréntesis
de Poisson nulo, y por lo tanto son candidatos a ser vinculos de primera clase.

Para examinar si los vinculos ¢(4) son de primera o segunda clase en la superficie de de-
generacién (w = 0), es necesario calcular sus paréntesis de Poisson con w. El tinico paréntesis

no nulo, que involucra a w es
{w, 0@} = e?z)aaw = [0aw]? , (55)

que no puede ser nulo en X(7) porque, por hipotésis, w tienen un cero simple en (7).
Esto nos permite concluir que de todo el conjunto ¢(,), sélo ¢(1) es de primera clase,
mientras, (w, () ) forman un par conjugado de vinculos de segunda clase.

La transformacion de gauge generada por ¢(,) corresponde a 02 = 0, y

Sr% = {xa,f(ﬁ)w(,@)} — 5(5)6?5) — éa . (56)

Asi, los vinculos ¢(1) y ¢(2) generan desplazamientos tangente y normales a Y() respecti-
vamente, como era de esperar de acuerdo a la discusion realizada arriba. Por consiguiente,
w = 0 puede ser visto como la condicion de fijacion de gauge asociada con el “generador de

gauge” ¢(2) . Esto lo resumiremos en el siguiente lema

» Lema 4: En la superficie de degeneraciéon (), el sistema adquiere una nueva invari-
anza de gauge, puesto que el vinculo de segunda clase ¢(;) se transforma en primera
clase, mientras que el nimero de vinculos de segunda clase (w, @2y, ¢q) sigue siendo
el mismo (2n) ya que quitamos uno pero agregamos el vinculo que define la superficie
de degeneracion w = 0. Dado que cada vinculo de primera clase elimina un grado
de libertad, nosotros concluimos que un grado de libertad es dindmicamente conge-

lado en la superficie de degeneracién y el nimero de grados de libertad es ahora (n—1).

Finalmente hemos realizado una caracterizaciéon completa de los sistemas dinamicos de-
generados, respondiendo las preguntas realizadas al comienzo. [lustraremos estos resultados

en el siguiente capitulo que esta abocado a discutir algunos ejemplos de este tipo de sistemas.
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5. CAPITULO V

5.1. Un ejemplo simple de sistemas dinamico degenerado

Como una aplicacién de las discusiones previas consideremos el siguiente ejemplo de un

sistema dinamico degenerado

Lp = Agi®+ A , (57)
donde
A =0, (58)
Ay = 1179 )
Ay = —vay

siendo v es una constante. La forma simpléctica
Qa/g = EaﬁfL'g s (59)

degenera en la superficie 5 = 0, que es del tipo X, con = sgn(v). Las érbitas corren
perpendicular a £ y se requiere un tiempo finito para conectar un punto de la superficie
con un punto que no pertenezca a X (ver figura (3)).

=)
X AKX

Y
A
v

X2

Figura 3: La figura muestra el retrato de fase para el sistema descrito por el Lagrangiano (57) y la

definicién de los campos dada en (58), con v < 0.

Este ejemplo captura la esencia del comportamiento de cualquier sistema degenerado en

una vecindad de la superficie de degeneracién del tipo () ¢ (),
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En particular, un ejemplo de soluciones de ondas de choque de la ecuacién de Burger,
O+ udyu = voiu (60)

que es relevante en el contexto de turbulencias, exhibe este comportamiento. Estas soluciones

son de la forma )
u(z,t) = —2v (z—z(t) ", (61)
k=1

donde zi(t) son coordenadas complejas que vienen como un par conjugado y satisface una
ecuacién tipo vértices[31] (ver apéndice D). Las correspondientes ecuaciones de movimiento
para los zx(t) puede ser obtenida desde una accién de la forma (22), que paran = 1y
z = x1 + 119 son
0 To Ty _ v | (62)
—x9 0 Ty 0
cuyo Lagrangiano asociado es precisamente dado por (57). Estas soluciones describen ondas
de choque unidimensionales centradas en x = z, con picos en x = z; + x9(t) de altura

F2v/x5(t), viajando hacia afuera desde 1, situacién que se puede observar en la figura (4).

X1+ X(t) X

Figura 4: La figura muestra las soluciones de las ecuaciones (62), donde podemos ver dos ondas de

choque viajando en direcciones opuestas, que corresponden a un par vértice y antivértice.

Por otro lado, solo al cambiar la eleccién de Ay en las ecuaciones (58) que definen los

campos A, por
AQ = —UVXT9
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las respectivas ecuaciones de movimiento
0 i) i?l 0
—XT2 0 .j?g 14

nos muestran que el caracter de la superficie de degeneracién ha cambiado y ahora se

comporta como una superficie £ | ver figura (5)

0)
AN

<\

Figura 5: La figura muestra la superficie 3° que se obtiene a partir del ejemplo simple al cambiar

Ap.

5.2. Sistema dinamico degenerado acoplado con uno regular

El siguiente ejemplo examina explicitamente el comportamiento de un sistema degenerado
cuando la superficie £() es alcanzada. Un Lagrangiano simple para el que ocurre esto es de

la forma

L = Lp(z®)+ Lr(z*) — Va(z%,2%) . (63)

Aqui,
Lp(x®) = An2® — Hp(z®) (64)
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con a = 1,2, es el Lagrangiano de algin sistema degenerado en dos dimensiones, que posee
una superficie de degeneracién globalmente del tipo X(7) en w(z®) = 0; Lp(2%) es un sistema
Hamiltoniano regular con Hamiltoniano Hg(2%), y V(2 2%) es un término de acoplamiento

de la forma

Vi = dw(z®)Hg(z) . (65)

Este acoplamiento debe ser escogido tal que sea nulo en £(-) y no cambie la densidad de
flujo ®, ademas el caracter de la superficie de degeneracion no debe depender de la constante
de acoplamiento A. Notemos que este acoplamiento debiera ser trivial en el caso de sistemas
no degenerados. Adicionalmente, la presencia de Hg en el acoplamiento implica que, ademas

de la conservacion del Hamiltoniano total
H=Hp+ Hp+Vy, (66)
las ecuaciones de movimiento de la parte regular
5= (14 \f(2)Q™0,Hp, , (67)

dan origen a una ley de conservacion para Hg, en efecto
Hp=20,HrR=0. (68)
A su vez , esto implica que las ecuaciones de movimiento restantes para el sistema de-

generado

€apw (1)’ = 0u(Hp + Iw(x)Hpg) , (69)

pueden ser integradas como un sub-sistema auténomo en dos dimensiones.
Una vez que estas ecuaciones han sido resueltas, y sus soluciones se sustituyen en (67),
es evidente que las soluciones de las ecuaciones (67) describen las mismas drbitas que en el

caso desacoplado (A = 0) pero con un tiempo reparametrizado,

con

dr
== 14+ dw(z(t)) .

Notese que como las érbitas se aproximen a la superficie £(7), esta reparametrizacién tem-

poral permanece finita.
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Una vez que el sistema llega a la superficie de degeneracién (w(z) — 0), ambas coorde-
nadas temporales comienzan a ser idénticas vy, en X(7), todo vestigio del subsistema degen-
erado desaparece, incluyendo la informacion acerca de sus condiciones iniciales x®(ty).

Asi desde el momento en que la superficie de degeneracién es alcanzada, el sistema se
convierte en uno regular, descrito por el Lagrangiano Lg(z%), y los grados de libertad del

sistema degenerado han desaparecido para siempre.

5.2.1. Caso cuando el sistema regular es un oscilador armdnico

Para ilustrar todo este punto en un ejemplo mas especifico, consideraremos el Lagrangiano
degenerado dado por la ecuacién (57) con v < 0, acoplado con un oscilador arménico uni-
dimensional de acuerdo con la forma (65), asi el correspondiente Lagrangiano viene dado

por

1 1
L = x12909 — vy + 2122 — 5(2% + Z%) - 5)@2(2% + Zg) ) (70)

donde las coordenadas z; y x5 describen la parte degenerada (que presenta una superficie
Y en zy = 0) y las coordenadas z; y z2 describen al oscilador. Las respectivas ecuaciones

de movimiento son

J)Qi‘g =V, (71)

1
Izi’l = 5)\(2% +Z§) s

para el sistema degenerado, y

21 = —22(1 + )\ZL‘Q) s (72)
Z.'g = —21(1 +)\Q?2) s
para el oscilador.
De la ecuacién (71) podemos observar que las drbitas del sistema degenerado han sido

modificadas debido a la inclusién del termino de acoplamiento, en las figuras (6) y (7),

podemos ver cual es el efecto que tiene el acoplamiento en este caso.
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Y A\

7
7
%/ %

Figura 6: La figura muestra el retrato de fase del ejemplo simple, al comparar con la figura 3,

claramente se observa el cambio en las 6rbitas debido al termino de acoplamiento, pero el caracter

de la singularidad no cambia (z2 = 0, sigue comportandose como una superficie »(=) ).

< v
R A

Figura 7: La figura muestra el retrato de fase para el oscilador arménico en el plano zjzs, cabe
notar que la forma de las 6rbitas no se ve alterada debido al acoplamiento. (independientemente

de cual sea el sistema degenerado en consideracién)

En este caso, la energia total es
£ = 8}{(1 + )\SL’Q) + v s (73)

donde &g es la energia del oscilador arménico, que es conservada separadamente. La ecuacion



(69) es integrada facilmente como

za(t) = /20t + (22(t0))? , (74)
para ,
o bt -
y
x2(t) =0, (76)
para

(22(t0))?

t > )
2v

(77)

Por lo tanto, las coordenadas del oscilador arménico Z = 2! 4422 evolucionan de acuerdo

Z(t) = Zyexp(iT) , (78)

con |Zy|? = 2€g, donde el tiempo reparametrizado esta dado por

—— ;V[zyt T (wa(te))2*2 | (79)
para ,
Lo (5025;0)) | (80)
y
T=t, (81)
para

(22(t0))? _

t >
2v

Los ejemplos mencionados anteriormente claramente encierran todas las propiedades de

los sistemas degenerados discutidas en capitulos anteriores
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6. CAPITULO VI
Discusion y comentarios
6.1. Propiedades clasicas

La degeneracién de la forma simpléctica en un sistema dinamico Hamiltoniano abre la
posibilidad de una violacion del teorema de Liouville. En efecto, la divergencia de las corri-

entes de Liouville j° = v/Q2%, como se puede ver en la siguiente expresién
0;j" = —0,[VQN9)0; Ag — VNI 9,0, Ay . (82)

Si Ag = —H es una funcion continua y diferenciable, el segundo termino en el lado derecho
de (82) es idénticamente cero. Sin embargo, el primer término da origen a una contribucién
no nula, responsable del salto del flujo al cruzar . En este sentido, el problema tratado en
esta tesis es la contraparte del estudio clasico de singularidades en el flujo de fase hecho por
Poincaré. Ambos casos corresponden a diferentes clases de posibles singularidades en el flujo
de fase, y por lo tanto, las superficies de degeneraciéon no pueden ser entendidas como un
conjunto denso de singularidades de Poincaré.

Es razonable esperar que la extensién de nuestro andlisis a teoria de campos debiera abrir
la posibilidad que la forma simpléctica degenere para algunas configuraciones de campo
donde algunos grados de libertad debieran ser congelados y las respectivas componentes del
campo comienzan ser no dindmicas. En el caso de gravitacion en altas dimensiones, esto
significa que al llegar a la superficie de degeneracion , algunas componentes de la métrica
comienzan a ser redundantes, y nosotros conjeturamos que esto debiera corresponder a un

nuevo Mecanismo de Reduccién Dimensional Dinamica.

6.2. Algunas palabras acerca de la cuantizacién

El estudio de las propiedades cuanticas de los sistemas dinamicos degenerados tiene es-
pecial interés por ejemplo en su aplicacion al efecto Hall cuantico, especiaificamente en lo
que concierne a la proyeccién en el nivel mas bajo de Landau [32], como también una posi-
ble aplicacién en la geometria no conmutativa. Por otro lado de acuerdo con los Lemas 1

y 2, aprendemos que las superficies de degeneracion dividen el espacio de fase en regiones
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desconectadas causalmente (hojas simplécticas), naturalmente surge la pregunta de si esta
desconexién se mantedria a nivel cudantico o bien la mecanica cuantica es capaz de suavizar
estas singularidades de la forma simpléctica a través de un efecto tinel entre cada lado del
espacio de fase separados por una superficie de degeneracion. En la siguiente seccion tratare-
mos de dar una luz en las respuestas a estas interrogantes; cabe notar que la versién cuantica
de estos sistemas ha sido una tarea dura de realizar, por lo cual presentaremos resultados
preliminares que en cierta medida muestran el estado de avance y al mismo tiempo la técnica

utilizada para abordar estos problemas.

6.2.1. Particula cargada en un campo magnético constante

El movimiento de una particula cargada en presencia de un campo magnético perpendic-
ular al plano del movimiento es un viejo problema de la mecanica cudntica que se conoce
con el nombre de problema de Landau [33]. Cabe notar que este problema tiene un variado
espectro de aplicaciéon como por ejemplo problemas de astrofisica, efecto Hall cuantico[34].

El Lagrangiano que describe este sistema viene dado por

1 . .
L= 3 02Oy A(r) (83)
c

donde e y ¢ corresponden a la carga del electrén y la velocidad de la luz respectivamente.
El Hamiltoniano asociado
H= o (p- A (51)
“om P ¢ ’

ademas escogemos un potencial vector tal que el campo magnético sea constante

By, .
A :7O(ZE162 — ZL’2€1) s (85)
el Hamiltoniano se escribe ahora como
1 1
H=—(p]+p5+p3) + -mw?(z? +23) —wLs , (86)
2m 2
donde w = ;ﬁ%, y L3 = x1ps — xop; es el momentum angular en el plano xxs. Tal que

el sistema se ve como un oscilador arménico bidimensional con un potencial generalizado
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adicional dado por —wLs(z1,xs,p1,p2), usando operadores de creacién y aniquilacién se

pueden obtener los llamados niveles de Landau.

6.2.2. Efecto Hall y geometria no conmutativa

Si consideramos ademds un término de campo eléctrico en (83), obtenemos el Hamilto-

niano

1 e
H=_—(p—-A)?
5 (P AP V().

el limite de campo magnético fuerte o equivalentemente el limite de masa pequena, proyecta
al nivel de Landau mas bajo, que es justo la conexiéon con el efecto Hall cuantico y también
con la geometria no conmutativa[35, 37, 38]

En este limite y considerando el potencial vectorial como sigue

A = Bol‘lé\g, (87)
el Lagrangiano viene dado por
B
L= Lcoxlsz — V(z1,29), (88)

usando el programa de Dirac obtenemos que el paréntesis de Dirac entre las coordenadas es
distinto de cero, esto es

eBo ij

{27} = — (89)

c

Esta discusion nos muestra que en los limites anteriores, las coordenadas espaciales no

conmutan (geometria no conmutativa). Para una discusion detallada ver [38][40]

0.2.5. Sistemas Dindmicos Degenerados Cudnticos

Claramente nos podemos dar cuenta que si nosotros consideramos la accién (22), la
analogia entre nuestros sistemas y los discutido en la seccién anterior es directa, la diferencia
sustancial en que en nuestro caso el campo magnético no es constante, es de esperar una
diferencia entre los resultados de ambos casos. Por ejemplo si consideramos el paréntesis

(30)
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{zi,zj}* = FU

y lo comparamos con (89), nuestro caso corresponde a la situacién donde la geometria es
no conmutativa pero esta no conmutatividad es variable, si escogemos que la superficie de
degeneracion este ubicada en y, = 0, podemos ver esto con mayor precision al considerar los
limites yo — oo (lejos de X), en este caso la no conmutatividad desaparece, el otro limite
que podemos considerar es z — 0, aqui los efectos no-conmutativos se hacen cada vez mas

intensos y el sistema se vuelve cada vez mas no conmutativo.

6.3. Cuantizacion

En esta seccion se describiran algunos ingredientes de como realizar el programa de cuan-
tizacion candnica para este tipo de sistemas y se mostraran algunos ejemplos de aplicacion.
El ingrediente basico para realizar la cuantizacién canodnica es el dar una prescripcion de
operadores que nos permita preservar el paréntesis de Poisson a nivel cuantico y pasarlo al

estatus de operador

{a,p} =1—1[q,p] = ih (90)

una vez que tenemos esa prescripcién, otra cantidad importante es la hermiticidad
de los operadores en especial del Hamiltoniano, para poder definir los observables de la
teorfa.[41][42]

Miraremos estos ingredientes con un ejemplo sencillo. Consideraremos un sistema dinami-

co degenerado descrito por:

Ql] = T€;j , (91)
H = vy = _AO 5
L = —xyr —vy

La prescripcion de operadores es la siguiente
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T =x,

con el operador § actuando sobre funciones de onda de cuadrado integrable entre (—oo, 00),

ésta prescripcion se ha escogido tal que

para ver la hermiticidad tenemos que definir un producto interno entre funciones, el producto

que podemos considerar, casi de manera natural es

<p|p>= /d:v\/ﬁw*(b , (93)

este producto cumple con las propiedades requeridas, por la definicién de producto interno.

En el ejemplo que estamos considerando

<vlo>i= [ dafelurs., (94)

donde se ha asumido que el sistema yace en una caja de lado 2a, tal que la funcién de
onda es normalizable en este intervalo esto implica que el operador ¥ actia sobre funciones
L*(—a,a).

Luego de la condicién de simetria del Hamiltoniano, que nos basta para asegurarnos que

nuestro sistema tenga un espectro real
<¢|H|p>=<y|H'| o> . (95)

De aqui se puede observar que este requisito de simetria del Hamiltoniano, nos obliga a
imponer condiciones de frontera sobre la funciéon de onda, las que en nuestro caso vienen

dadas por

P*(a)p(a) + " (=a)p(=a) = 2¢7(0)$(0) = 0. (96)
Podemos notar que la condicién (96), no es del cardcter que usualmente encontramos en

una teoria cudntica estandar, involucra tres puntos y es de una naturaleza més débil ya que

restringe el modulo de las funciones.

37



Por otro lado la ecuacién de Schroedinger dada por
Hip = ioy)
se puede escribir en su forma estacionaria
Hy = FEvy (97)

que en nuestro ejemplo se puede encontrar su solucién

1 E,
¢n - 27012 exp(zE:L‘Z) ) (98)

que esta normalizada de acuerdo a (94). Satisfaciendo

<77Z)n | wm >i= 5nm .

De acuerdo a la condicién de hermiticidad (96), podemos obtener los niveles de energias

del sistema, que corresponde a un espectro discreto dado por

4y
a2

E, n+E, (99)

conn € Z,y FEyuna constante arbitraria ya que la hermiticidad nos determina la diferencia
entre niveles de energia, quedando como resultado final esta constante arbitraria. Creemos
que esta constante esta relacionada con las llamadas extensiones autoadjuntas del Hamilto-
niano. A este punto notemos que nuestro sistema definido por (57) y (58) posee una simetria
clasica discreta © — —x, la cual esta presente en la funcién de onda (98). Por otro lado la
presencia de esta simetria clasica nos obliga a dar mas especificaciones acerca de la clase de
funciones de onda, sobre las cuales actia la realizacién (92). Es tentador de acuerdo con (58)
el usar la variable p = 22 > 0 en lugar de x para remover estos problemas, en este caso el
operador ¢ tiene la misma interpretacion que el operador momentum conjugado a la variable
que vive en la semilinea, y el problema de la cuantizacion se reduce a un conocido esquema
de cuantizacion, en este esquema el sistema debiera entenderse en correspondencia con un
sistema en una variedad con bordes . Pero esta correspondencia se pierde si uno considera

otra definicién de Ag en (58), por ejemplo

Ag=—vy+V(x),
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donde la simetria ya no esta presente y ademas el usar la variable p puede contener perdida
de informacién, por otro lado el considerar x = 0 como un borde no es correcto ya que toda
la informacién acerca de la singularidad y uno de los sistemas a un lado de esté seria perdida

por la imposicion de esta regla de superseleccién.

6.3.1. Corriente de Probabilidad

El mirar las corrientes de probabilidad en un esquema cuantico es de vital importancia,
ya que nos da una luz de los resultados que uno debiera esperar al realizar una medicién del
valor esperado de algtin operador hermitico. En nuestro caso la densidad de probabilidad

esta dada por

p(x) = |=[[Y]*, (100)

que esta normalizada a 1, esto es [ pdr = 1.
Un punto notable es que de acuerdo a la ecuacion de Schroedinger, la densidad p satisface

una ecuacién de continuidad con un sumidero, esto es
Op+ 0, J = f, (101)
donde la corriente de probabilidad J y la intensidad del sumidero, estan dadas por

J = —vsgn(x)|v], (102)
f = —208(x)[]*. (103)

Como es bién sabido la conservacién de la probabilidad esta asociada con la hermiticidad
del operador Hamiltoniano, en nuestro caso debiéramos esperar que nuestro Hamiltoniano
no fuera hermitico ya que tiene un sumidero de la probabilidad, es decir el operador Hamilto-
niano tiene un autovalor complejo y por tanto el sistema presenta absorcion. Contrariamente
nuestro Hamiltoniano es hermitico, y la corriente de probabilidad tiene un sumidero, es de
esperar que si el procedimiento descrito an las linea anteriores es correcto, que este resultado
tenga una posible aplicacién en fenémenos que involucren absorcion.

Algunos puntos a destacar, que se pueden considerar como problemas abiertos en esta

descripcion:
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(i) Es facil ver que p(0) = 0, sin embargo < ¢(zo,t = 0)|¢(z = 0,T) ># 0. Esto
significa que existe una probabilidad no nula para que un estado inicial genérico, fuera

de ) pueda propagarse hasta la superficie de degeneracién.

» (ii)Para Ey = 0, la funcién de onda 9 _,, es equivalente a 1, bajo inversién temporal
(t - —t) y (v — —v). Esta simetria discreta del espectro podria interpretarse como
si en el sistema existieran dos tipos de excitaciones, las que tienen energia positiva

(excitaciones) y las que tienen energia negativa (antiexcitaciones).

» (iv) Por otro lado, ©_, es equivalente a v, bajo la conjugacién (*, = 1), que
es analogo a la “conjugacion de carga”. Esto ultimo se podria interpretar como una
explicaciéon de la existencia de excitaciones y antiexcitaciones que hay en el sistema,

tal como en el caso de la ecuacion de Dirac.

» (v)Un punto interesante, seria poder evaluar, < (x,t = 0) |¢(—x0,T) >, y asi poder
responder la pregunta acerca de si realmente los sistemas que viven a cada lado de la

superficie 3, siguen estando desconectados cudnticamente.

(vi)La inclusién de un potencial de la forma V' (x) es directa, como también el consid-

erar ceros de orden superior.

Finalmente un problema que es de interés fisico mayor es uno descrito por el siguiente

Lagrangiano

L = —tanh(x)ys — gy2 : (104)

éste tiene la particularidad que lejos de la superficie de degeneracién se comporta como una
particula libre, ya que su operador Hamiltoniano ahora es de segundo orden, lo que nos
permitiria sortear los obstaculos antes encontrados de una manera mas efectiva al mismo
tiempo un mayor poder de aplicacién en situaciones fisicas de interés real. Actualmente este

un problema que esta en desarrollo, como asi el tratamiento cudntico de estos sistemas.[43]
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7. CAPITULO VII

7.1. Conclusiones

Principalmente las conclusiones de este trabajo se basan, en la descripcién clasica de los
sistemas dindmicos degenerados [25], donde hemos logrado caracterizar completamente la
evolucion dindmica de estos sistemas, dichas conclusiones la resumiremos de la siguiente

forma:

e Las superficies de degeneraciéon corresponden a paredes de dominio que dividen el

espacio de fase en regiones desconectadas causalmente una de las otras.

e (lasificacion del caracter de las singularidades respecto del flujo de las orbitas. Esta
clasificacion nos muestra que existen tres tipos de superficies degeneradas, donde las orbitas

terminan, donde empiezan y donde corren paralelamente, X(7), £(+) y $(O) respectivamente.

e Podemos definir un sistema en la singularidad, quedando un sistema completamente

regular.
e Ll estudio de la estructura de vinculos del sistema, nos muestra que este sistema esta

dotado de un mecanismo de reduccién dinamica de grados de libertad, resultado que es

de interés, bajo una adecuada generalizacion a gravitacién de CS, en dimensiones superiores.
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Apéndices

Apéndice A:  SISTEMAS DINAMICOS AUTONOMOS

Como fue mencionado en el capitulo II un sistema dinamico auténomo estd descrito por
una ecuacion de primer orden en que no aparece explicitamente el tiempo; este tipo de sis-
temas son de interés en fisica debido a su variado campo de aplicacién, desde la mecanica
a la cosmologia, pasando por la fisica no lineal, caos ...etc [16] [30]. Ademas las ecuaciones
diferenciales no lineales, que en muchos casos no pueden ser resueltas explicitamente, ad-
miten un cambio de variables mediante el cual pueden ser vistas como un sistema dindamico
auténomo, del cual se puede obtener una gran cantidad de informacion cualitativa y estudiar
por ejemplo, limites asintéticos para t — oo.

En esta discusion daremos una vision general de estos sistemas concentrandonos en aque-
llos que provienen de un Hamiltoniano, es decir son sistemas dinamicos Hamiltonianos.

Sin perdida de generalidad, consideremos un sistema dinamico auténomo definido por las

siguientes ecuaciones

dx
dy
E - Q(‘Tay)7

donde P(z,y) y Q(z,y) son funciones continuamente diferenciables definidas en una regién
del plano zy.
Es interesante notar que estas ecuaciones también se pueden ver como un limite de las

ecuaciones discutidas en el capitulo I cuando la matriz €2;; es una matriz constante y

0Ay
P(x,y) = —, A2
(z,y) o (A2)
0A
Q(xay) = _671'0’

con esta identificacién las ecuaciones (24) se transforman en (Al).
Como es bien sabido en el estudio de las ecuaciones diferenciales, para cualquier condicién
inicial (2o, yo) en algin valor ¢y (¢ es un parametro de evolucién y no necesariamente repre-

senta el tiempo) existe una unica soluciéon z = x(t), y = y(t) de (Al) tal que cumpla con la

42



condicién inicial dada. El plano zy corresponde al espacio de fase y la solucién y = y(x) se
conoce como Orbita o retrato de fase, y pueden entenderse como un flujo de particulas en el
plano xy con velocidad en el punto (z,y) dada por:

v B dx dy

aéx + aey - P(l'a y)ax + Q(‘ra y)éy ) (AB)

donde e, y e, representan vectores unitarios a lo largo de las direcciones x e y respecti-
vamente. Conociendo el valor de esta velocidad en un punto (x,y) podemos determinar
completamente la evoluciéon dinamica del sistema dada una condicién inicial, siempre y

cuando se satisfagan las siguientes condiciones

= No exista cruce de orbitas en el espacio de fase,

= La velocidad no toma un valor nulo a lo largo de la evolucion.

Un valor nulo de esta velocidad corresponde a un punto critico del sistema auténomo y en
el caso Hamiltoniano a una singularidad del flujo Hamiltoniano, estas singularidades fueron
completamente estudiadas por Poincaré en el siglo XIX y se le conoce como la clasificacion
de Poincaré (de ahora en adelante la discusion se concentraréd en sistemas Hamiltonianos),

y consiste en el estudio de los puntos criticos del sistema

/ / aH 9
Py) = 2Dy (Ad)
p (¢"p")
0H (q,
Q,y) = — a(q p) 0.
q (a".p")

Para estudiar este sistema, consideremos una vecindad en torno al punto singular, esto
es,

(¢,p") = (¢ +u,p +v), (AD)

tal que u y v sean perturbaciones pequenas. Las ecuaciones (A1) determinan la dindmica de

Uy v

du  OH(q' + u,p" +v)

dv  OH(¢ +u,p' +v)
at dq ’
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d 8(;,p) y 9 8(;“’) son funciones diferenciables y continuas, sus

y como hemos asumido que

desarrollos de Taylor en torno al punto critico estan dados por

OH(q +u,p' + 0H(q, 0*H (q, 0*H (q,
(g 8u P +v) _ éq p) ut (aq p) ! ((;1 P L g otnT)
p P g Pod (g ) POP g )
(A8)
H / / H A/ 2H 2H
OH (q +au,p tv) 0 gq,p) +Uaa(g,p) 38((;1,19) + 9, 02),
q T lgw 99 g ©P g
entonces el sistema se lee
d ’H ’H
t POd (g ) POP (g p)
dv __ PH(p)| _ 0Hgp)
dt aqaq (q’,p/) aqap (q’,p’)

Finalmente podemos escribir (A9) en forma matricial definiendo el Hessiano del sistema
como la matriz formada por las segundas derivadas del Hamiltoniano evaluadas en el punto

critico del sistema que se esta estudiando, con el requisito de que esta matriz sea invertible

9?H(q,p)  9%H(g,p)

— Opdq Opdp
M __0?H(gp) _ 9*H(q.p) ' (A10)
0q0q dq0p (@.p)

Finalmente el problema se reduce a un sistema dindmico auténomo linealizado en torno a
la singularidad. Este estudio nos permite entender como es el comportamiento dindmico del
sistema en la vecindad de un punto critico, dicho comportamiento viene determinado por
los autovalores de la matriz Hessiana (M) y corresponde a la clasificacién de Poincaré, que
geométricamente corresponde a la clasificacién de los puntos criticos de un campo vectorial.
Es facil ver que dichos puntos criticos son aislados, es decir siempre existe una vecindad en
torno a un punto critico, que no contiene otros puntos criticos, esto es consecuencia directa

de haber pedido que el Hessiano tenga inversa.

a. Clasificacion de Poincaré

Tal como se dijo antes esta clasificacion depende de la naturaleza de los autovalores del

Hessiano evaluado en el punto critico, estos puntos también pueden ser vistos como puntos
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de equilibrio del sistema y de aqui vemos que tienen una enorme cantidad de informacion
fisica.
Asi, de acuerdo a la naturaleza de estos autovalores A\; y Ay encontramos la siguiente

clasisificacién[16]

(1) Autovalores Reales:

Caso Tipo Estabilidad
AL <A <O nodo asintdoticamente estable
0< A < Ay nodo inestable
(A11)
Ay < 0 < Ay punto silla inestable
A=A <0 nodo asintoticamente estable
0< A =X nodo inestable
(2)Autovalores Complejos: A = a + ib, \* = a — ib
Caso Tipo Estabilidad
a = Re(\) < 0 espiral asintéticamente estable
(A12)
a = Re(\) > 0 espiral Inestable
a = Re(\) =0 centro estable

ver figuras (9), (10), (11), (12), (13), (14), (15), (16).

Una propiedad notable de los puntos criticos de un campo vectorial sobre una variedad
simpléctica de dos dimensiones es su conexién con una cantidad con la cual uno no esperaria
que este relacionada, esta es la llamada caracteristica de Euler(y = V — E + F: (N° de
vértices)—(N° de aristas)+(N° de caras)) que es de naturaleza intrinsecamente topoldgica,
para una variedad. Para ver esta conexién recordemos que los puntos criticos de un campo
vectorial a una variedad, estan relacionados con la capacidad de distribuir el campo vectorial
sobre la variedad (peinar), por ejemplo si la variedad es una esfera (S?), es bien sabido que
no se puede peinar debido a la existencia de puntos criticos en el campo vectorial sobre la
esfera. En este sentido la caracteristica de Euler dice en que forma puede ser puesto un campo
vectorial sobre la variedad, asi es necesario asignar un indice cada tipo de puntos criticos

del campo vectorial. La relacion viene dada por el Teorema de Poincaré-Hopf, que se puede
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enunciar de la siguiente manera. Sea M una variedad compacta de 2n dimensiones, conexa,
y orientable. Si V' es un campo vectorial tangente a ella, que tiene puntos criticos aislados
la suma de los indices de los puntos criticos es igual a y(M). Para entender la definicién de
este indice, primero dibujamos un circunferencia en torno al punto critico, algunos de los
vectores yacen sobre la circunferencia (ver figura 7), as el indice se define como el nimero
de vueltas completas hechas por estos vectores al realizar un recorrido antihorario en la
circunferencia, este niimero puede tener un signo positivo (+), si el vector gira en sentido

antihorario, o un signo negativo (-) si el vector gira en sentido horario.

Figura 8: La figura muestra la circunferencia en torno al punto critico (punto silla) donde se puede
ver la vuelta completa de los vectores que yacen sobre ella, obteniéndose de acuerdo a la definicién

un indice de -1

Cabe notar que también se puede calcular la caracteristica de Euler, en términos de los

autovalores del Hessiano, a través de la siguiente expresion

X(M) = > (=1)Fey (A13)
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donde ¢, es el nimero de puntos criticos con indice k, y idz(u) es el nimero de autovalores

negativos del Hessiano en torno a un punto critico u.

47



Figura 9: La figura muestra un nodo asintéticamente estable en torno al punto critico (0,0) en el

plano zy, este corresponde al caso de autovalores reales con A\ < Ay < 0, con indice +1.

Figura 10: La figura muestra un nodo inestable en torno al punto critico (0,0) en el plano zy, este

corresponde al caso de autovalores reales con 0 < A1 < A9, con indice +1.
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Figura 11: La figura muestra un nodo asintéticamente estable en torno al punto critico (0,0) en el

plano zy, este corresponde al caso de autovalores reales con A\; = Ay < 0, con indice +1.

Figura 12: La figura muestra un nodo inestable en torno al punto critico (0,0) en el plano zy, este

corresponde al caso de autovalores reales con 0 < A\; = A9, con indice +1.
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Figura 13: La figura muestra un punto silla inestable en torno al punto critico (0,0) en el plano

xy, este corresponde al caso de autovalores reales con Ay < 0 < A1, con indice -1.

-/

&

3\

Figura 14: La figura muestra un punto espiral asintéticamente estable en torno al punto critico
(0,0) en el plano zy, este corresponde al caso de autovalores complejos con a = Re(\) < 0, con

indice +1.
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Figura 15: La figura muestra un punto espiral inestable en torno al punto critico (0,0) en el plano

xy, este corresponde al caso de autovalores complejos con a = Re(A) > 0, indice +1.

=
P

Figura 16: La figura muestra un punto centro en torno al punto critico (0,0) en el plano xy, este

corresponde al caso de autovalores complejos con a = Re(A) = 0, indice +1.
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b. Teorema de Liouville

Al decir que el sistema es Hamiltoniano, las ecuaciones (A1) se transforman en las cono-

cidas ecuaciones de Hamilton

)
Q—%;
. 0H
P——aiq,

donde se cumple el siguiente teorema

» Teorema: “El flujo de fase de las ecuaciones de Hamilton preserva el volumen del

espacio de fase”.

Que en la vision de un fluido que llena el espacio de fase corresponde a la incompresibilidad
de dicho fluido.
Para demostrar este teorema recordemos que el flujo de fase o flujo Hamiltoniano viene

dado por una transformacion uniparametrica de un grupo g tal que

g+ (4(0),p(0)) = (q(t), p(1)), (A14)

donde ¢(t) y p(t) son las soluciones de las ecuaciones de Hamilton.

Luego lo que uno debe probar es

volumen(g' D) = volumen(g°D) (A15)

donde D es cualquier regiéon en el espacio de fase.

Una forma compacta de escribir las ecuaciones de Hamilton es
i = e"0;H | (A16)

con {i,7} = {q,p}. Si miramos la coordenada z'(t) a lo largo de su evolucién (aplicamos la
accién del grupo) z*(t+4t), y obtenemos el Jacobiano de esta transformacién de coordenadas

(que no es nada més que la evolucién de las ecuaciones de Hamilton)

5 + 0;(™ ) H )bt

: (A17)

I+ 0. ) = |5

0z (t)

52



entonces el volumen en estas nuevas coordenadas es

V(t 4 6t) = V(t) + (0:(c* 0, H))6t, (A18)

y como el sistema es Hamiltoniano se cumple que
Oi(e*OLH) =0 | (A19)

lo que muestra la conservacién del volumen, demostrado el Teorema de Liouville
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Apéndice B: PROGRAMA DE DIRAC

Al usar un esquema de cuantizacién candnica es necesario pasar del esquema Lagrangiano
a la formulacién Hamiltoniana, existen casos donde este paso no esta bien definido debido a
la presencia de vinculos en el sistema, lo que provoca que las soluciones a las ecuaciones de
movimiento incluya funciones arbitrarias, debido a la presencia de vinculos lo que conlleva
a la existencia de grados de libertad redundantes. EL realizar el conteo de los grados de
libertad en el sistema para asi tener una teoria cuantica bien definida se transforma en
un problema dificil de resolver. Para salvar este obstaculo es necesaria la utilizacién del
programa de Dirac [17, 20] para sistemas con vinculos, el cual detallaremos a continuacién

Consideremos un sistema descrito por el Lagrangiano

L= L(Qz‘;dz’) (Bl)

cont = 1,..., N. El pasar al formalismo Hamiltoniano, implica definir los momenta candnicos
conjugados a las coordenadas, por medio de
9L(q,q)

_ 9t\g,q) B2
pi 25 (B2)

para poder despejar todas las velocidades en términos de variables del espacio de fase,

4i = qi(q,p), es necesario que la matriz

Op;
ogl

sea invertible, en caso contrario no todos los momenta son independientes, existiendo rela-

I/‘/Z”:

(B3)

ciones dadas por

donde m =1, ..., M, a estas M relaciones de acuerdo con el programa de Dirac se les llama
vinculos primarios. Ellas definen una superficie de 2N — M dimensiones, la superficie de
vinculos primarios I',.

El Hamiltoniano candnico definido por la transformacion de Legendre

H.(p',q") = p'¢; — L(qi, ¢) , (B5)
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ahora no es tnico y de hecho debe ser cambiado por el Hamiltoniano total, dado por

Hp = He + undn(q,p) - (B6)

donde u,, son multiplicadores indeterminados de Lagrange.

Como en el formalismo Lagrangiano estos vinculos deben ser consistentes con la evolucion
temporal. Si inicialmente (¢,p) estan sobre I', debieran permanecer sobre ella después que
haya pasado un tiempo t.

Esto significa que las ecuaciones de movimiento debieran preservar los vinculos y esto da

origen a las relaciones de consistencia

Gm = {Om, Hp} = {bm, H} + tn{dm, dn} = 0 . (B7)

Si la teoria es inconsistente, estas relaciones no pueden satisfacerse, por ejemplo consider-
amos una teoria descrita por el Lagrangiano, L = ¢— ¢, que conduce al Hamiltoniano H = ¢
y ¢ = p— 1, la relacién (B7) se lee de la siguiente forma 1 ~ 0, mostrando que la teoria es
inconsistente y la accién no tiene puntos estacionarios.

Si la teoria es consistente tenemos dos posibilidades. La primera es cuando la ecuacion
(B7) no nos entrega informacién nueva, simplemente impone restricciones en la forma de las
Uy, ¥ N0 hay nuevos vinculos en el sistema. La segunda posibilidad se da cuando las relaciones
(B7) nos entregan nuevas relaciones entre las ¢'s y los p's. Estos son los vinculos secundarios
¢r con k =1, ..., K, estos deben ser agregados a los vinculos primarios. Repetimos el proceso
para estos nuevos vinculos, viendo si se generan vinculos terciarios, la iteracién termina una
vez que no aparecen nuevos vinculos. Asi finalmente hemos quedado con K + M vinculos,

que se resumen en un conjunto completo como

¢i(q,p) =0, (B8)

conj=1,..K+M=R
Luego, la consistencia de todos los vinculos requiere que existan soluciones para u,, como

funciones de g y p de la ecuacion

{05, H} +{¢;, pmju™ = 0 (B9)

tal que el Hamiltoniano extendido es expresable en termino de q y p,
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Hg = Hg(q,p) . (B10)

La clasificacién entre vinculos primarios y secundarios sera de importancia menor en la
forma final de la teoria Hamiltoniana. Una clasificacion de mayor jerarquia, es la separacion
en vinculos de primera clase y de segunda clase, que juega un rol principal en esta descripcion.
Para ver esta clasificacién consideremos la matriz C,,, = {¢,, dm}, que aparece en las
relaciones de consistencia (B7). Si consideramos la base de vectores v, que pertenecen al

nucleo de la matriz C,,,

{¢j7 ¢m}7};ﬂ ~0 ) (Bll)
donde a =1, ...,dim KerC' = M — rankC.

La solucién general para los multiplicadores u en la ecuacién (B9) es de la forma

u=1u-+ p'v, , (B12)

donde @ es una solucién particular de la ecuacién no homogénea. Tenemos separada la parte
de u que permanece indeterminada por la consistencia, esta parte contiene M — rankC
funciones libres p®.

Luego la combinacion de vinculos de la forma

Pa = Vg Pm (B13)

que conmuta con todos los otros vinculos

{¢j7 Qba} =0

con j =1,..., R, nos conduce al concepto de vinculos de primera clase. Una funcién F(q,p)
se dice de primera clase si conmuta con todos los vinculos, es facil ver que Hg es de primera
clase. Las funciones que no son de primera clase son llamadas de segunda clase y para este
caso los respectivos u estan completamente determinados. La notacién usual es denotar los
vinculos de primera clase por 7, y los de segunda clase por x,. Para que los vinculos sean

de segunda clase debe cumplirse que la matriz

Aap = {Xa: X5} (B14)
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no sea singular, para teorias sin variables de Grassmamn, esto es asegurado si el nimero de
vinculos de segunda clase es par ya que el determinante de una matriz antisimétrica impar
es cero.

El programa no ha terminado ain ya que tenemos las funciones %, que aiin permanecen
indeterminadas, esta arbitrariedad encierra informacién importante del sistema, que corre-
sponde a una simetria de la accién, esta simetria es la libertad de gauge, luego los vinculos

de primera clase se pueden ver como generadores de transformaciones de gauge dadas por

OF = e{F, 7.}, (B15)

donde € es el parametro de gauge.
Los vinculos de segunda clase son eliminados de la teoria por cambiar el paréntesis de

Poisson por el de Dirac, dado por

{A7 B}* = {A7 B} - {A’Xa}Aaﬁ{Xﬂ’ B} ) (B16)

donde A®? satisface A“A 5 = 5.
Finalmente el conteo de los grados de libertad reales del sistema se hace de la siguiente

forma

#grados de libertad = 2N — # N° Vinculos de 2% clase — 24 Vinculos de 1™ clase.
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Apéndice C: SIMPLECTOMORFISMOS

Para entender que representan los simpléctomorfismos recordemos que la accién escrita

en (19) es en realidad la integral de una forma, esto es

S:/A, (C1)

luego usaremos el lenguaje de las formas diferenciales para entender el significado de los

Simpléctomorfismos. Si

es un campo vectorial y

1
O = H@glmﬁkdxﬁl A oo A da ,

es una k-forma, donde el operador d es la derivada exterior, se define la (k — 1)— forma 7,0

mediante la contracciéon de © y v de la siguiente manera

1,0 = 'Ua@aﬁlmﬂkildxﬁl A o AdaPr (C2)

(k—1)!

Por otra parte, la derivada de Lie de © a lo largo de v es

(L£O)p,..0, = V" 0aOp, .5, + 95,0 Oup,. 5, + .- + 05,V Op, 5,150 » (C3)

finalmente recordando la identidad de homotopia

Ly, = iyd+di, , (C4)
podemos escribir la variacién de de la accién (C1) de la siguiente forma
QSZ/QA:ﬂMM+Qm

donde 2 = dA, como esta accién es dejada invariante por esta variacién, se debe cumplir la

siguiente condicion

e = L = (dIe + Ied)Q = dI:Q =0 . (C5)

Luego, por el lema de Poincaré, podemos escribir localmente
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[Q=da— S, (C6)

esta condicién define los simpléctomorfismo, que son transformaciones que dejan invariante la
forma simpléctica y en el lenguaje de la mecanica clasica corresponden a las transformaciones

canoénicas Por otro lado,

(5514 = EEA = d[gA + IgQ = d([gA + Oé) =dA y (C?)
lo que nos muestra que las transformaciones de gauge de la accién (C1) dadas por

IQ) = 00— K, (C8)
I = da#0— S/K ,
las primeras tienen carga de Noether nula, y cualquier combinacién lineal de vinculos de
la forma ¢ = ¢, si £ € K, da como resultado vinculos de primera clase, y si § € S/K,

entonces ¢ es de segunda clase. Un estudio detallado de las simetrias de la accién (19) y

otras de sus propiedades se puede ver en la referencia [26]
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Apéndice D: DINAMICA DE VORTICES

Actualmente la dindmica de vortices es un activo campo de estudios, que va desde la
mecanica fluidos, plasma, astrofisica, teoria cuantica de campos, etc. Por otro lado, la evolu-
cién de la vorticidad, y el movimiento de los vortices, son ingredientes principales practica-
mente de cualquier flujo real, teniendo una profunda importancia en la practica. Desde un
punto de vista matematico, el movimiento de los vértices, constituye una sofisticada area de
la mecanica de fluidos, que continuamente nos invita aplicar nuevas técnicas analiticas para
su descripcién [1][44].

En mecéanica de fluidos la vorticidad tiene un rol principal en la descripcién de cualquier
situacion real. Como es bien sabido, cualquier campo de velocidades V, puede ser descom-
puesto en dos partes, una que tenga idéntica divergencia V, pero que su rotor sea cero, y otra
en la cual su rotor sea igual al de V y su divergencia sea nula. En un flujo incomprensible, la
primera parte es irrotacional y libre de divergencias, luego esto nos conduce a un problema
lineal en el flujo. La segunda parte, se deriva directamente de la vorticidad ( =V x 'V del
campo de velocidades, es justamente la dindamica de esta parte la que define el problema
de interés. Respecto de la dindmica de vortices mucho se puede decir, sin embargo para los
interés de este trabajo de tesis, nos concentraremos en una pequena porcion de este vasto
campo, para un detalle ver [31][44][45].

Consideremos la ecuaciéon de Burger para el campo complejo u(z,t).

O+ udyu = vdiu (D1)

esta ecuacién admite soluciones tipo ondas de choque que son relevantes en el contexto de

la turbulencia, estas soluciones son de la forma

N

u(z,t) = —2v Z(m —2,(t) 7, (D2)

a=1

tal que el polo complejo z,(t), evoluciona de acuerdo a

N

2o = —2Vﬁz_:(za - 25)_1 , (D3)

donde v es la viscosidad cinemadtica, ademds o # 3y N puede ser cualquier entero [1][31].

Este importante resultado muestra que la ecuacién de campo (D1) puede ser llevada a un
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problema tipo muchos cuerpos. Ademads la ecuacién (D3), puede ser vista como una ecuacién
tipo interaccion de vortices, pero con vortices puntuales, situacién que difiere de la realidad
ya que los vértices tienen un tamano finito. Por otro lado si u(z,t) es real, como usualmente
es asumido, N debe ser par y las z, constituyen un conjunto de % pares complejos conjugados
(vortices y antivortices).

Para ver la relacién de la ecuacién (D3) con la dindmica de vértices puntuales, consider-

emos la ecuacién generalizada de la vorticidad dada por [45]

aC B
S {Gur =0, (D4)

donde ( es la vorticidad y ¥ (x,y,t) es la funcién de corriente para un flujo incompresible
en dos dimensiones y el paréntesis es el usual de Poisson entre ambas cantidades, En un
sistema real las vorticidad y la funcion de corrientes estan relacionadas de la siguiente forma
¢ = F(1), esta relacién en particular depende del problema fisico que estemos considerando,
en el caso de la ecuacién de Euler (nuestro caso) esta relacién corresponde a ¢ = —V?%,
ademas considerando las relaciones existentes entre el campo de velocidades, la vorticidad y
la funcién de corriente la ecuacién (D4) puede ser escrita como una ecuacién de Schroedinger

no lineal

o o O

EV% + ?givzw - %@VM = vV*V (D5)

Motivados en el hecho, que el flujo gobernado por la ecuacién (D5) esta dominado por
regiones de vorticidad concentrada, tal que estas regiones exhiben propiedades tipo particu-
las, podriamos realizar una descomposicién andloga a la realizada con la ecuacién de Burger.
Problema dificil de resolver y lo mejor que podemos considerar es un esquema de descom-

posicion de polos, en termino de un sistema de vértices puntuales. Donde la vorticidad esta

dada por

C = —V%D = Z ’{aé(m - $a(t))5(y - ya(t)) ’ (D6)

donde se puede ver que esta vorticidad singular corresponde a una suma de funciones ¢ una
por cada vértice, estos estan ubicados en la posicién (z,,¥s) v tienen circulacién k,. La

ecuaciénes de movimiento para estos vortices puntuales, son
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(2mi)~ i\f: —z5)7 ", (D7)
el asterisco denota conjugacion compleja, esta ecuacién nos muestra claramente la analogia
entre vortices puntuales y las soluciones de la ecuacién (D3).Estas ultimas ecuaciones pueden
ser obtenidas en el formalismo Hamiltoniano, este resultado fue obtenido por Kirchhoff
(1876), el cual mostro que las ecuaciones de movimiento de vértices puntuales en un plano
infinito definen un sistema dindmico Hamiltoniano, en efecto las ecuaciones (D7), pueden

ser escritas de la siguiente forma

OH
Fale = : (D8)
o
. 0OH
RalYa = —F—
4 0z,
y el Hamiltoniano viene dado por
1 N
H=—— 3" Korglog|za — 23] , (D9)
47 o1

este Hamiltoniano recibe el nombre de energia cinética de interaccion. Las cantidades kq2,
V Yo son las coordenadas y el momenta candnico conjugado respectivamente. También es
sabido que podemos extender el dominio en el cual yace el fluido no solo al plano infinito y
siguen siendo ecuaciones de hamilton.

Por otro lado la integrabilidad de un sistema de vértices interactuantes depende de dos
cantidades, por una lado del nimero de vértices N, y la forma del dominio, ocupado por
el fluido. Para un dominio especifico existe un nimero maximo de vértices (Npysx) bajo el
cual el sistema es integrable, sobre este niimero el movimiento de los vortices se vuelve
caotico. Por ejemplo un sistema de tres vértices en un plano infinito es siempre integrable,
no asi cuatro vértices, donde se puede observar una tendencia al caos, asi N4 (R?) = 3,
para un semiplano este niimero se reduce a dos, esto se debe a que se han reducido las

simetria del sistema [1, 46].
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