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Resumen

En esta tesis proponemos sistemas supersimétricos de ecuaciones diferenciales para particu-
las masivas de espin arbitrario en 241 y 3+1 dimensiones, cuyos grados de libertad internos
llevan representaciones de dimensién infinita y unitarias del algebra bosonica de Heisenberg
de dimensién uno y dos. En 241 dimensiones, la deformacion del algebra de Heisenberg
permite la obtencién de un supermultiplete de anyones de espin real (o, + 1/2). El limite
no-relativista de esta teoria produce un sistema de ecuaciones de primer orden para una
particula con grados de libertad de espin sobre el plano no-conmutativo, el cual es simétrico
ante el grupo de Galileo exético, extendido con una supersimetria. En 3+1 dimensiones, un
sistema de ecuaciones diferenciales andlogos, describe un supermultiplete de espin (0,1/2).
Después, esta construcciéon es generalizada para describir un supermultiplete de espin arbi-
trario (J, J+1/2) y un supermultiplete exético de espin (J, J+n+1/2). Los supermultipletes
estandar, con espines desplazados en 1/2, en 2+1 y 3+1 dimensiones, son caracterizados por
una extensién no-lineal del algebra de super-Poincaré. La linealidad es on-shell, o en el
limite de espin alto. En este limite, la representacién del dlgebra de super-Poincaré (3+41)-
dimensional, acepta una carga central tensorial. Asi, por primera vez, representaciones boson-
icas del algebra de super-Poincaré son obtenidas. En nuestras construcciones el operador de
reflexion actiia como operador de graduacion, este es un operador no-local en los grados
de libertad internos. Este actiia como un operador de paridad en el espacio interno. Los
bosones y fermiones de nuestras teorias son campos escalares o pseudo escalares ante estas
transformaciones.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. El espin

De la isotropia y homogeneidad del espacio-tiempo, se asume como grupo de simetria de
los sistemas fisicos fundamentales el grupo de Poincaré, es decir, invarianza bajo traslaciones
y transformaciones de Lorentz. Las funciones de estado de las particulas, deben llevar en-
tonces representaciones de este grupo y estaran clasificadas por sus operadores de Casimir
[1]; la masa y el espin. Observamos que el espin y la masa son presentados aqui a un mismo
nivel. Sin embargo, frecuentemente son tratados como si tuvieran diferente estatus. La masa
es una cantidad que puede ser modificada dindmicamente, sufriendo correcciones cuanticas
o bien ser obtenida a través del mecanismo de Higgs por ejemplo. El espin, sin embargo, es
considerado como inalterable. Desde el comienzo damos a los campos un indice de Lorentz
(espinorial, vectorial, etc.) y de inmediato determinamos la representacién del grupo bajo
el cual estos transformaran. Pero el espin de una particula puede cambiar mediante mecan-
ismos dinamicos. Un fenémeno importante que ilustra esto, es la obtencién de espin desde
isospin [2, 3]. Ahi, una teoria de Yang-Mills contiene solo campos de espin cero y forman un
vector de isospin, los cuales a través del rompimiento espontaneo de simetria SU(2) a U(1),
adquieren espin 1/2. Podriamos decir que bosones condensan a un estado fermiénico, en la
fase asimétrica. Por medio de este ejemplo, observamos que el espin de una particula esta
sujeto a la simetria del sistema y no es una propiedad inalterable. Los grados de libertad
de espin, asi como los grados de libertad de gauge, estdan asociados a la indeterminacion de
la funcién de estado de la particula en un punto del espacio. Por esto, no es tan raro que
grados de libertad de isospin y espin puedan estar relacionados. Introduciendo un campo
de multiple componentes podemos producir la multivaluacion de la funcién de estado, que
colectivamente, transformarédn como un espinor o tensor de Lorentz bajo una representacion
en particular. A pesar de esto, el sistema podria modificar su espin debido a grados de lib-
ertad adicionales. Por ejemplo, es abitual asumir que un campo que satisface la ecuacion
(P? + m?)¢(x) = 0, es un campo escalar, pero observe que esta ecuacién solo determina
la masa y no dice nada acerca del espin. Cuando afirmamos que ¢(z) es un campo escalar
suponemos que este no tiene indices de Lorentz, y asi, transformard trivialmente bajo una
representacion dada. Sin embargo la multiplicidad de la funcién ¢(x) puede ser alcanzada en
otra manera. Aludiendo por ejemplo a la existencia de dimensiones extras del espacio ¢, tal
que ¢(x) = ¢(z, q), es posible obtener grados de libertad de espin. Solo basta que la funcién
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¢(z, q) tenga propiedades de transformacién definidas bajo la accién de un grupo localmente
isomorfo al grupo de Lorentz. Ejemplos con estas propiedades [5, 6, 7, 8, 9] ocurren cuando
los operadores de espin son realizados en términos de representaciones unitarias del grupo
de Lorentz [10, 11]. Es de valor mencionar que coordenadas extras son empleadas para pro-
porcionar grados de libertad de gauge relacionados a las interacciones del modelo estdndar
o teorias de gran unificacién. Es interesante que los grados de libertad de espin pueden ser
obtenidos en forma analoga.

El espin esta relacionado a la estadistica, y la estadistica a las simetrias de sistemas de
particulas idénticas. El cambio en el espin de las particulas es equivalente al cambio en la
estadistica, y asi un cambio de la simetria sistema. Esto es una indicaciéon de que espin,
estadistica y topologia son cosas relacionadas. Incluyamos otro ingrediente; supersimetria
[12, 13, 14, 15], una simetria en el intercambio de bosones a fermiones. Supersimetria re-
quiere en general el mismo numero de grados de libertad bosonicos y fermidnicos, asi como
una degeneracién en la masa de estos. El rompimiento espontaneo de simetrias de gauge
permite el cambio de la masa (mecanismo de Higgs) y también del espin de las particulas.
En consecuencia, esto puede llevar también al rompimiento de supersimetria [16, 17]. Esto
sugiere que debe haber un conjunto de relaciones no triviales entre topologia, estadistica y
supersimetria:

topologia e — — e estadistica

\ o/ (1.1)

supersimetria

1.2. Estadistica

Las magnitudes observables en un sistema de particulas idénticas deben ser invariantes
cuando estas se intercambian entre si. El intercambio adiabético de estas debe originar una
cierta fase que relaciona la funcién de estado inicial y final del sistema, es decir, intercam-
biando las particulas de posiciones ¢; y g;,

V(s Gy o @y o) = eXPTIO)Y (oo @y ooy Gy ) (1.2)

Aqui, o es el pardmetro estadistico, y es caracteristico para cada tipo de particula, determi-
nando asi estadistica del sistema. La fase depende del espin, de aqui, estadistica y espin son
cosas relacionadas,

o =mod; (J). (1.3)

Este es el teorema de espin-estadistica. En particular, la estadistica de Bose-Einstein (bosones)
es obtenida para ¢ = +1 (espin entero), mientras que es de Fermi-Dirac (fermiones) para
o = +1/2 (espin semi-entero).

Generalmente, se acepta que la estadistica depende de la paridad de Grassmann de los
campos que representan las particulas. Es decir, si estos son realizados por variables anti-
conmutativas o conmutativas en el nivel clasico, se asocia una estadistica de Fermi-Dirac
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o de Bose-Einstein respectivamente. Sin embargo esto no es correcto en general; solo en el
proceso de segunda cuantizacién es requerido que campos de bosones (fermiones) deben ser
cuantizados con relaciones de (anti)conmutacién. Sin embargo, no hay razén para que que
estas propiedades sean preservadas en un sistema cldsico (y ain en la primera cudntizacion),
ya que no hay necesidad de imponer relaciones de (anti)conmutacion para los campos.

La estadistica esta relacionada a una fase y esta fase depende de la geometria del sistema
considerado; las funciones de estado de las particulas, sus conexiones de gauge, interacciones
y del espacio-tiempo. Estos elementos, caracterizan un cierto fibrado.! Un fibrado es un
manifold y como tal, tiene propiedades geométricas definidas. Muchas de estas propiedades
pueden ser obtenidas mirando su fibrado principal. Es decir, podemos olvidar el sistema
original y observar solo sus grupos de simetria (su conexién de gauge). En este caso, el fibrado
principal podria provenir de una teoria cuyos campos son variables de Grassmann pares o
impares, y sin embargo su propiedades basicas no varian. La estadistica de las particulas esta
codificada en la simetria o topologia del sistema de la cual son parte. Bajo este argumento, no
seria sorprendente que fermiones puedan ser representados por campos conmutativos, como
ocurre cuando obtenemos espin desde isospin [2, 3|. Encontramos ademds otros ejemplos,
que como un aspecto comun exhiben topologias no triviales, relacionados entre otras cosas
solitones instantones, y monopolos.

Podemos observar en una manera muy simple la influencia de la topologia sobre la es-
tadistica. La dimension del espacio es un invariante topolégico y afecta directamente la
estadistica. De hecho, en dimensién dos?, es posible la existencia de particulas con estadisti-
ca fraccionarfa [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24], anyones. Los anyones son particulas que interpolan
la estadistica de bosones y fermiones; cuando dos anyones son intercambiados, aparece una
fase compleja con parametro estadistico arbitrario. En dimensién uno, bosones y fermiones
son equivalentes [25, 26, 27](bosonizacién) y en dimensién cero no es posible definir el inter-
cambio de particulas, asi que no hay estadistica. Para dimensiones mayores que dos, solo hay
bosones y fermiones. No es dificil darse cuenta porque esto es asi. El intercambio de particulas
idénticas en forma adiabdtica, define trayectorias cerradas sobre el espacio de configuraciones,
y en este intercambio esta involucrado el grupo de rotaciones. Esta accién tendra diferentes
propiedades en diferentes dimensiones. Observemos esto en detalle, primero estudiando un
sistema de dos particulas idénticas. La funcién de estado depende de sus posiciones 7’1 y
T 5. En un espacio de dimensién d,

w(ﬁa?L §:—7 r =

R y T son las coordenadas de centro de masa y posicién relativa a este. Como las particulas
son idénticas, el intercambio de estas (77 — —7°) no puede tener un efecto observable.
Este intercambio estda bien definido para r # 0. La distancia entre las particulas no es
importante, de hecho podemos fijar |r| y rotar rigidamente el sistema de particulas hasta que
cada particula alcanza la posicion de la otra. Las condiciones expuestas son equivalentes a la
identificacién de puntos antipédales sobre la superficie de la esfera definida por |r|=constante.

'El espacio tiempo corresponde al espacio base y las funciones de estado son secciones locales que viven
en la fibra.
2Nos referimos solo al espacio, ignorando por ahora el tiempo.
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Esto define el espacio proyectivo RP4~!. Finalmente, lo que es relevante para la estadistica
de las particulas son las propiedades del espacio,

R¢ x RP, (1.4)

H
en vez de R? x R? definido por (R, 7). El intercambio de las particulas en un proceso
continuo induce trayectorias cerradas en el espacio de configuraciones (1.4), las cuales estan
clasificadas por el grupo fundamental,

7 (R x RP¥!) = m(RPY). (1.5)

Los generadores de estos grupos son los operadores que intercambian las particulas y sus
autovalores son las fases caracteristicas de cada tipo de particula. El grupo fundamental de
espacios proyectivos es bien conocido,

d=1: m(RP%) ~ 1 (1.6)
d=2: m(RPY) =~ Z 1.7
d>3: 1 (RP™Y) = Zs. (1.8)

Analicemos este resultado. En d = 1 el espacio proyectivo tiene dimension cero, un punto, el
grupo fundamental de un punto es trivial y de aquif solo hay una estadistica relevante.® La
realizacion de fermiones o bosones en este espacio puede ser equivalente, de hecho, esto es
bosonizacién.

En d = 2, los generadores del grupo fundamental m(RP') ~ Z, deben ser interpreta-
dos como los operadores que intercambian las particulas n veces, n € Z. Estas formas de
intercambiar las particulas no Son equivalentes para diferentes n.

Para d > 3 solo hay dos tipos de trayectorias, Zy = {1,—1}, al elemento trivial (1)
corresponden bosones, y al notrivial (-1), fermiones. Estas son justamente las fases obtenidas
al intercambiar bosones o fermiones.

Un resultado similar se obtiene analizando el grupo de rotaciones en las diferentes di-
mensiones,

m(SO(1) = 1, (1.9)
m(S0(2) = Z. (1.10)
m(SO(d > 3)) = Z,. (1.11)

1.2.1. Induciendo topologia no-trivial y estadistica

Observamos ya la posibilidad de realizar diferentes estadisticas segin la dimensionalidad
del espacio. Otro problema es encontrar los sistemas en que estas ocurren. Por ejemplo, en
una teoria bosonica, su espacio de configuraciones es simplemente conectado. Las particulas
pueden ser intercambiadas a través de orbitas contractibles del espacio de configuraciones;
homotopicas a la identidad del grupo fundamental. Pero podemos romper esta trivialidad

3En realidad este es solo un argumento heurfstico; una extensién del analisis en dimensiones mayores.
Pero que es consistente con otras descripciones.
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introduciendo un elemento externo que induzca una multiple conectividad del espacio de
configuraciones. Por ejemplo, interacciones topoldgicas o términos con derivadas de orden
superior (terminos de Hopf, Chern-Simons, torsién de trayectorias, etc.). En esta manera es
posible lograr mecanismos de transmutacién bosén- fermién [28, 29], o estadisticas anyon-
icas [23, 30, 31]. Tambien la presencia de una singularidad extendida, debida a un campo
magnético confinado, una cuerda césmica o una cuerda de Dirac (debida al un campo de
monopolo) puede producir diferentes clases de homotopia para las trayectorias en el espacio.
También coordenadas no-conmutativas pueden producir este efecto.

= X_1
18 <
=
Y v Y
E " "L\C;—’"
i
\ xyxy "2 4
a) 2 b) c)

Figura 1.1: La no contractivilidad de caminos cerrados puede ser inducida por: a) Efecto Aharonov-
Bohm, b) una cuerda cosmica, ¢) un espacio no conmutativo, entre otras posibilidades.

1.3. Supersimetria

Bajo de transformaciones de supersimetria, la cantidad conservada llama supercarga, y
en conjunto con los generadores de las simetrias internas y del espacio tiempo formaran
una superalgebra. Supersimetria fue introducida como una forma de evadir el teorema de
Coleman-Mandula [32], que establece la imposibilidad de unificar simetrias internas y del
espacio tiempo bajo ciertos axiomas. También la extension supersimetrica de algunas teorias
permiten que estas se vuelvan renormalizables [33]. Supersimetria juega un role importante
en muchos contextos, sin embargo se asume que si supersimetria influye en la naturaleza, esta
debe ser una simetria rota en las escalas de energia que nos son accesibles, ya que no se ob-
serva que existan parejas fermion-boson con la misma masa, una condiciéon de supersimetria
impuesta por la estructura de la superalgebra.

Supersimetria ha sido importante en matematica pura por su relacién a topologia y ge-
ometria algebraica. Por ejemplo, a partir de la derivada exterior, conjugacion de Hodge y
el operador Laplaciano, es posible contruir una representacion de mecanica cuantica super-
simétrica.? Witten [34] empleo esta estructura para desarrollar un método para el calculo de
los nimeros de Betti de una variedad y asi, la obtencién de informacion topologica. Tam-
bién supersimetria llevo a conjeturar la existencia de simetria de espejo, una simetria que
relaciona teorias con superalgebras isomorfas, y que en principio parecen muy diferentes. La
importancia radica en que mientras en una teoria esta en un régimen de acoplamiento fuerte
su imagen puede estar en el sector de acoplamiento débil, y asi valen calculos perturbativos .

4La supercargas son d + *dx, i(d — *dx) y el Laplaciano jugando el papel de Hamiltoniano.
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Simetria de espejo, es importante en matematica pura, relacionada entre otras cosas a teoria
de ntimeros y curvas racionales.

1.4. Supersimetria sin fermiones

La caracteristica basica de supersimetria es intercambiar fermiones y bosones en un sis-
tema, dejandolo inalterado. Observamos también que esta simetria entre bosones y fermiones
puede manifestarse en otras formas, como en el mecanismo de transmutaciéon bose-fermi o a
través de bosonizacién. Por otra parte, cuando las particulas involucradas son anyones, no es
tan claro como, o si es posible, la realizacion de un sistema supersimétrico. En este escenario,
donde las estadistica tiene propiedades particulares, podrian existir nuevas posibilidades para
la realizacién de supersimetria, quizéas con propiedades inesperadas. Por ejemplo, en (0+1)D,
supersimetria puede ser realizada sin emplear variables de Grassmann [38, 39, 40], y debido
a la equivalencia de bosones y fermiones en (1+1)D, supersimetria podria ocurrir en un
sistema puramente bosonico [41]. Por otra parte, en (2+1)D, los anyones no son bosones
ni fermiones, asi que ya no es tan claro como trabajaria la supersimetria. Sin embargo, tal
sistema es posible contruirlo y la transformacién de supersimetria corresponde a un inter-
cambio de anyones cuyos espines difieren en un medio [73, 43|. Decimos entonces que los
anyones tienen estadistica relativa de Fermi.

Las teorfas de Yang-Mills mencionadas [2, 3|, donde espin se obtiene desde isospin, son
consideradas como el andlogo de bosonizacién en (3+1)D. Pareceria algo extrano que super-
simetria pueda manifestarse en un sistema de este tipo, donde la teoria contiene solo campos
conmutativos en el nivel clasico. Una consecuencia directa seria la siguiente. Si los campos
de espin semientero son de paridad de Grassmann par, las supercargas asociadas también
deben serlo. Habra entonces una representacion del algebra de super-Poincaré construida sin
variables de Grassmann. Esto puede parecer no muy relevante, pero considere lo siguiente.
En la supersimetria usual, los campos de espin semi-entero y las supercargas son variables de
Grassmann impar, las cuales anticonmutan clasicamente. Cada componente de las supercar-
gas son operadores nilpotentes, su cuadrado es cero. Eso significa que la supercarga, teniendo
un numero finito de componentes, podra producir un operador polinomial de orden finito
maximo. Consecuentemente, el supermultiplete tendra un nimero finito de tipos de particu-
las. Considerando supercargas pares de Grassmann, esto no ocurriria. La misma supercarga
podria actuar un nimero indeterminado de veces sobre un campo, generando un espectro
de infinitos particulas, cada una llevando representaciones de espin y masa fija, y que seran
parte de un mismo supermultiplete [44]. Esta es una propiedad que podria ser muy relevante
en procesos de colisionamiento a energias muy altas. Es sabido que en estos procesos puede
aparecer, en principio, un nimero arbitrario de particulas difiriendo inicamente en su masa
y espin (resonancias). Tratando de buscar la teoria mds general para estos procesos, uno
deberia incluir un ntimero de campos arbitrarios. No es dificil imaginar que el lagrangiano
serfa muy complicado, escribiendo cada término para cada acoplamiento posible. Pero si las
particulas estan contenidas en un solo campo, todos los acoplamientos estarian dados por
un producto escalar del supercampo (¢71).

En teoria de cuerdas, se ha argumentado en varias ocasiones [45, 46, 47, 48, 49|, que
todas las teorias consientes de supercuerdas pueden ser derivadas como teorias efectivas de
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la cuerda bosonica, por una compactificacion de la cuerda desde 26 a 10 dimensiones. A nivel
clasico, la teoria de cuerdas puede ser entendida como una teoria de modelos-o no lineales
sobre una superficie de Riemmann, la hoja de mundo de la cuerda. Pero ya vimos que en
dos dimensiones, teorias bosonicas y fermiénicas son equivalentes. En este sentido, a priori
un podria esperar cierta equivalencia entre las teorias de cuerda bosonica y supercuerdas.
De hecho, los fermiones en la teoria bosonica compactificada, aparecen como soluciones
solitonicas [45, 46].

Teniendo en cuenta estos hechos, bosonizacion, transmutacién bosén-fermion, trans-
mutacién bosén-anyon o espin desde isospin, o supercuerdas como soluciones de la cuerda
bosonica, uno podria preguntar: ;pueden los fermiones ser considerados como provenientes
desde teorias mas fundamentales con unicamente bosones? Atn més drasticamente, ; pueden
ser los bosones las unicas particulas fundamentales?

Preguntas de este tipo son las que motivan nuestro trabajo de Tesis. Aqui, estudiamos
la construccién de sistemas supersimétricos en teorias las cuales no emplean variables de
Grassmann [43, 93], y que sin embargo, contienen fermiones o mas generalmente, en (2+1)D,
anyones.

En el capitulo 2 revisamos aspectos generales de teoria de anyones y algunas de las teorias
donde tal estadistica es realizada.

En el capitulo 3 construiremos un sistema supersimetrico de anyones, el cual lleva una
representacion del dlgebra de super-Poincaré realizada sin variables de Grassmann. En un
limite no-relativista, obtendremos un sistema de particulas sobre el plano no-conmutativo
simétrico bajo la accion del grupo de Galileo extendido por dos cargas centrales y N=2
supercargas.

En 4 revisaremos las ecuaciones de Majorana [5], la nueva ecuacion de Dirac [7], y la
ecuacién de Staunton [9]. Las cuales estan relacionadas mutuamente, debido a que emplean
las representaciones del grupo de Lorentz. Esta es, una representacion de dimensién infinita
y unitaria descubierta por Majorana [5].

En el capitulo 5 construimos sistemas supersimetricos a partir de las 3 teorias estudiadas
el capitulo 4. Obtendremos supermultipletes de espin arbitrario, asi como una generalizacion
de supersimetria, donde las particulas en el supermultiplete pueden tener espin desplazado
en un numero semi-entero arbitrario.

Conlusiones y una discusion general acerca de los tépicos tratados son dados en el capitulo



Capitulo 2

Anyones

La teoria de anyones provee un escenario en el cual topologia, teoria de campos, y es-
tadistica, actian y se mezclan en una manera compleja, pero a su vez harmonica y estética.
Anyones pueden ser obtenidos por ejemplo como soluciones de instantéon en modelos sigma
O(3) [21] o CP! [54], introduciendo una interaccién de Hopf entre las particulas o a travéz
de campos U(1) con términos de Chern-Simons.! También los anyones pueden ser descritos
en términos de representaciones de dimensién infinitas del grupo de Poincaré [64, 65, 66, 67].

Los anyones han sido importante en problemas relacionados a la fisica de la materia
condesada, proporcionando en forma natural un modelo para el efecto Hall y efecto Hall
cuantico fraccionario [57, 58, 59, 60] y supercontuctividad de altas temperaturas [61, 62].
También ellos estan relacionados a teorias sobre espacios no-conmutativos [63, 59].

La existencia de anyones en 2+1 dimensiones se debe a que el grupo de rotaciones en
el plano no esta cuantizado y a la topologia del espacio de configuraciones de particulas
idénticas en el plano. Observemos que el origen de la cuantizacién del espin en (3 4+ 1)D
estd en las relaciones de conmutacién de los generadores del grupo de rotaciones;

[ji7 jj] = ieijkjk-

Como esta algebra es no abeliana, solo podemos diagonalizar simultaneamente el operador
de Casimir del grupo de rotaciones junto a uno de sus generadores,

J2Jm) = J(J+D)[Jm),  L|J,m)=ml|Jm), (2.1)

Por otra parte, requiriendo estados de norma no negativa; (Ji|.J, m))"(Jx|J,m)) > 0, pro-
duce la condicién 2J = entero, y esta es la cuantizacién del espin.? Esto no ocurren en el
plano, donde el grupo de rotaciones tiene un solo generador. Asi que no aparecen reglas de
cuantizacion y el espin puede tomar valores reales arbitrarios. Ademas, el espacio de con-
figuraciones de un sistema de particulas idénticas en el plano es multiplemente conectado,
segin la discusién dada en (1.4), y esto es lo que permite la estadistica de anyones. Veamos
esto con un poco més de detalle. Considere el intercambio de dos particulas en el plano,
realizadas por el operador n; una composicién de traslaciones y rotaciones como ilustramos
a continuacién (ver figuras 2.1 y 2.2),

!Para consultar restimenes sobre estos t6picos, son recomendables las referencias [55, 56].
ZVer detalles en [56] por ejemplo.
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Figura 2.1: Lai> particulas son intercambiadas rotando primero en angulo 7, y luego trasladando

el sistema en 2 R.

2

Figura 2.2: La misma operacién en sistema de referencia de la particula 2.

El operador de intercambio de particulas equivalente a una rotaciéon en 7 seguida de
una traslacién en 2?%); n = Ty, - Ty, - R:. En tres dimensiones, por ejemplo, la operacion de
intercambiar las particulas dos veces es equivalente a no intercambiarlas, es decir, n? = 1
(ver figura 2.3). Los autovalores de 7 sobre la funcién de estado solo pueden ser +1 (bosones)
o —1 (fermidnes).

Figura 2.3: En el sistema de referencia de la particula 2, la particula 1 realiza una rotacién en 27.
Todas las trayectorias posibles definen la superficie de una esfera, y todas son contractibles a un
punto (m1(S?) = 1), de aqui, todas las formas de intercambiar dos particulas, son equivalentes.

Sin embargo, en 2+1 dimensiones, esto no es cierto. Segin mostramos en la figura 2.4,
intercambiar dos particulas n veces, empleando el operador n™ (n € Z), es difenrente para
distintos n.
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4 1
@ @ @ @ :
n=1 n=-1 n=2 n=-2

Figura 2.4: Ejemplos de la accién de 0™, en el sistema de referencia de la particula 2.

Esto también fue observado en en (1.6), donde es relevante que 7;(RP') = Z. Los gen-
eradores de m; ~ Z son justamente los operadores n; Z ~ {n"/n € Z;n"n™ = n""}.
Consideremos una representacion diagramatica de la operacién de intercambio de particulas
en el plano (ver figuras 2.5 y 2.6). Podemos considerar las posiciones iniciales y finales de
las particulas como unidas por lazos, que no se pueden cortar. Después de intercambiar las
particulas n veces, los lazos formaran una trenza o cadena. La operacién inversa es aquella
en que la trenza es desenredada.

){10—. K'I\/-\-;‘, i /_.

Figura 2.5: n° es la operacién identidad, las particulas no son intercambiadas. Para ™ arbitrario,
los lazos son enrollados n veces.

1] n m
T ] fr’

Figura 2.6: Producto de intercambio de particulas.

De hecho, considerando un ntimero N arbitrario de particulas en el plano, las operaciones
de intercambio de todas estas forma un grupo de infinitos elementos llamado grupo de trenza
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(o “braid group”) By. A veces la composicién del intercambio de particulas puede realizarse
en formas equivalentes. Por ejemplo, para tres particulas podemos realizar el diagrama de la
figura 2.7, conocido como la relacién de Yang-Baxter; una identidad en Bj.

Figura 2.7: Formas equivalentes de intercambiar 3 particulas. Este es un elemento de Bs.

Estas ideas son realizadas en diversos modelos de mecénica cuantica, teoria de campos, y
teorfa de grupos. Por ejemplo, Polyakov mostro [28] que una teoria de gauge o-nolineal con
termino de Chern-Simons,

v VA
LC’S = mEu AM&,A)\, (22)

Cuando v = 7, los campos escalares cargados a altas energias se comportan como fermiones
a bajas energias. Y si en la teoria se incluye un fermion cargado, este transmutara en dos
bosones, de espin cero y uno. Para valores arbitrarios de v los campos cargados adquieren
espin fraccionario y estadistica de anyones.

A continuacién estudiamos anyones en el contexto de teoria de grupos y en el modelo de
la particula de trayectoria de mundo con torsion.

2.1. Particula con torsion

En la teorfa de Polyakov [28], en el formalismo de integral de camino y en espacio euclideo,
el campo de Chern-Simons puede ser integrado, produciendo una accién efectiva que involucra
un termino proporcional a la torsién de la trayectoria de mundo. Comenzando desde un
Lagrangiano similar, pero en espacio de Minkowski, Plyushchay [31] investigo la cuantizacién
canoénica de la particula con torsién. A continuacion, estudiamos esta teoria para observar
como los anyones emergen. Considere la accion,

S = /(—m + ak)ds. (2.3)

Donde m tiene dimensiones de masa y a > 0 es adimensional. ds es la diferencial de la
longitud de la linea de mundo, ds* = g, dz"dx” y & su torsién,

LU ol
€ ZE“ZEVQZ)\

~ 2_
e 0 kS

#2432 — (id)?

Faoa (2.4)
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definida en términos de la curvatura k2, la cual es mayor que cero para particulas dentro del
cono de luz. La curva es parametrizada en términos de 7, y definimos,

), = dx,/ds, &, = dz,/dr.

El lagrangiano de la particula puede ser escrito como,
L=—vV=i%m+ e LA (2.5)
F2i? — (21)?
Con el propoésito de cuantizar este sistema, es conveniente reducir el orden de las derivadas

en el Lagrangiano. Extendiendo el espacio de configuraciones, podemos escribir,

T . . . g
L = —mg + acuae"n”n’ + p" (i, — qep) + 1(én — Qn) + Z(e* +1) + §< —1), (26)

que a través de los mutliplicadores de lagrange p*, I*, o v p produce los vinculos,
i,—qe,=0,  é,—Qn,=0 +1=0, n*-1=0, (2.7)

que hace de (2.5) y (2.6) sistemas equivalentes con respecto a sus ecuaciones de movimiento.
Antes de cuantizar, debemos pasar al formalismo Hamiltoniano. Observamos que ahora las
coordenadas en el espacio de configuraciones son dadas por,

Q* = (", p" 1" e 0, q,Q, 0, p), (2.8)
y sus momento conjugados,
By = (P p®, p, pl©, pl, 7@ 7@ 7() 7)) (2.9)

Las nuevas coordenadas y momentos, satisfacen los corchetes de Poisson, {Q4, ]53} = 03,
{Q*,Qp} = 0= {P4, Pg}, produciendo los vinculos primarios; de segunda clase,

Py—p,~0, pP~0, p—1,~0 pP =0, (2.10)
y los de primera clase,

p&n) —aeure'n* =0, 79 ~0, 7 ~0, (2.11)
7@ ~0, 7 0. (2.12)

De los vinculos (2.10) se obtienen los corchetes de Dirac; {.,.}*, mientras que el Hamiltoniano
canénico Heqp = q(pe+m)+Q(pn)—a(e?+1)/2—p(n?—1)/2, debemos sumar combinaciones
lineales de los vinculos de primera clase (2.11) y (2.12), con funciones arbitrarias del tiempo
como coeficientes, lo que define un Hamiltoniano extendido H,.,;. La permanencia de los
vinculos en el tiempo requiere que estos conmuten débilmente con H,.,;, produciendo un
conjunto consistente de vinculos de segunda etapa,

pe+m =0, (2.13)
e2+1~0, n?—-1=~0, en ~ 0, pn = 0, p/(f) ~ 0, (2.14)
Q—algeuapte’'n* =0,  o+e? (5% —q(pe)) = 0. (2.15)

2n2
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Los corchetes de Dirac producen las relaciones no-triviales,

{at,p'} =g, {7} =1={p,xW}, (2.16)
{et e’} = —a~tet Al (2.17)

e introduciendo la condicién de gauge p — py ~ 0 para el vinculo p®) ~ 0, obtenemos el
Hamiltoniano total,
Hioy = q(pe +m) + w(r)r@, (2.18)

Las ecuaciones de movimiento producidas por este Hamiltoniano tienen 3 tipos de soluciones,
masivas, sin masa y taquionicas. La solucion para particula con masa, en el gauge ¢ — 1 ~ 0,
es,
2,(1) = 2,(0) + %eu(m sin T(7) + %eu,,)\p”e/\(O)(cosT(T) — 1) = Y0Py (1) — T(7)).
(2.19)
Donde M = /—p?, T(1) = = *M7, p, = p,(0) = const. Una propiedad interesante es que
las soluciones taquionicas se obtienen desde (2.19) reemplazando M — iM, o redefiiniendo
M = \/p?, mientras que las soluciones sin masa se obtienen en el limite M — 0.
Los vinculos obtenidos, las condiciones de gauge impuestas y la definicién de los corchetes
de Dirac, permiten reducir el espacio de configuraciones solo a las coordenadas z,, y e,.
Observe ademas que el operador,

M, =x,p, — Tup, + aeuuAeA, (2.20)

es una carga conservada, y es identificada con el generador de transformaciones de Lorentz.

2.1.1. Cuantizacién

La cuantizacion de este sistema consiste en promover los corchetes de Dirac al conmuta-
dor, —i[.,.] y las funciones sobre el espacio de fase a operadores sobre el espacio de Hilbert.
Las variables z, y P, son no-compactas, asi que podemos tomar para estas la representacion
ﬁu = P, digonal, 2* = i0/0P,. Las coordenadas e* tienen un topologia no trivial debido al
vinculo €% + 1 & 0, (ver (2.14)) y su cuantizacién es més delicada. Ademéas pff) ~ 0. Seguire-
mos el enfoque de la referencia [31], donde se emplea el metodo de cuantizacién geométrica
de SL(2,R) [74].

El vinculo € +1 = 0 (2.14), define un hiperboloide de dos hojas. Solo dos componentes de
et son independientes y asi podemos parametrizar la hoja superior(inferior), A4 (h_) como,

ekl = (& cosh p, sinh p cos @, sinh psin ), en ha (2.21)

En lo que sigue, consideraremos solo la hoja superior del hiperboloide, pero los resultados
son facilmente extrapolados a la hoja inferior. Los corchetes de Poisson (2.17) en hy son
equivalentes a {cosh p, p}* = a™! y de aqui obtenemos la forma simplectica

w = adyp A dcosh p, (2.22)
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necesaria en la cuantizacién geométrica de este espacio. Con este procedimiento obtendremos
finalmente la representacion de los generadores de SL(2,R), J = aé”. Podemos pasar de las
coordenadas p y ¢ a la coordenada compleja,

z= tanhgexp(—igo), 0<|z| <1

De acd, la parametrizacion (2.21) es equivalente a

l+2z z+z . z2—Z
B= ' . 2.23
“+ (l—zz’l—zz’ll—zz) (223)

La forma simplectica (2.22) es equivalente a,

dz Ndz

= —
Ty

Las coordenadas z definen un disco unidad sobre el plano complejo cuyo elemento de volumen
es w, este espacio es equivalente al plano de Lobachevskii, y es una variedad de Kahler con
potencial de Kahler, la uno-forma,

0 = —2iaz(l — 22)"'dz,

definida hasta adicién de una 1-forma exacta. La prescripcion de cuantizacion geométrica
dice que a la funcion f, corresponde un operador,

~

f=i&+[+0E), & =0fu0;

Y en nuestro caso corresponde; 01 = 0,, Oy = 05 y wia = W,z = (13’—2‘);_)2 Asi obtenemos,

—Jo =20, —70: +a, Jy =20, - 29, +az, (2.24)
Jy = —i (0. + 1520 — az). (2.25)
Y satisfacen el dlgebra [j“, j“] = —iem ]y, y su operador de Casimir es
. 0
— S =ala—1)—(1-22)(2a — (1 - 22)8/82))£. (2.26)

Este operador atin no esta completamente determinado, debido a que su accién en las vari-
ables z, es no trivial. Para obtener una representacién irreducible de SL(2,R) es necesario
imponer la condiciéon de polarizacién

(1 —-22)2a—(1—- zZ)@/&Q)%zﬂ(z, zZ) =0,

que es resuelta por funciones holomorfas ¢ = ¢(z). Bajo esta condicién, finalmente,

—Jo=20.+a, J = 1+2z2 0, + az, (2.27)
Jy = —i (1_222 0, — az) , (2.28)
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Estos operadores son hermiticos con respecto a al producto escalar,

1

1 (2)a(2)(1 — |23 Ldzdz (2.30)

|z|]<1

(t1,2) = 2

Los operadores —Jy y —J? son diagonales con respecto a las autofunciones, ¥(z) = 2"

tienen autovalores respectivos n + a y a(a —1). o R
Finalmente obtenemos la representacién de SL(2, (R)); [J,,, J,] = —ie"*J*. Esto produce
el andlogo cuantico de (2.17) y del vinculo (2.13),

» Y

(P*J, — am)y(z) = 0. (2.31)

Esta ecuacién es, formalmente, el andlogo en (2+1)D de la ecuaciéon de Majorana [5], por
lo que nos referiremos a ella frecuentemente como “ecuacién de Majorana”. Observe que en
el caso masivo, podemos pasar al sistema de reposo, donde P* = (u,0,0). Las soluciones
masivas de (2.31) son las funciones ¢ = 2™ y tienen el espectro de masas,

aim

[y = n=0,1,2,.. (2.32)

a+n’
El andlogo cuantico del generador de transformaciones de Lorentz (2.20) es,
M,ul/ = L%ypu - i'l/p,u + €yyz\j)\7 (233)

Observaremos en la seccién 2.2 que la ecuacién (2.31) determina uno de los operadores
de Casimir del grupo de Poincaré, de hecho, corresponde a la condiciéon de Pauli-Lubanski.

2.2. Descripcién de teoria de grupos

En (2+1)D, las representaciones del grupo de Poincaré estan determinadas por los oper-
adores de Casimir P? y P*J,. Las representaciones son fijadas mediante las ecuaciones de
Klein-Gordon

Py m?— 0, (234)

y el equivalente de la condicién de Pauli-Lubanski,
(P*J, —am) =0, (2.35)

a la que nos referiremos como la ecuacion de Majorana en (2+1)D. Estas ecuaciones son
invariantes bajo la acciéon del grupo de Poincaré generado por el operador de momento
P, = —i0, y las transformaciones de Lorentz generadas por

Ty = —€unt” P+ J,,. (2.36)

Aqui, z* son las coordenadas del espacio tiempo de (2+1)D dimensiones, €, es el pseudo-
tensor de Levi-Civita (e"'? = 1) y J,, corresponde a las transformaciones de Lorentz actuando
en los grados de libertad internos. Asi obtenemos el algebra de Poincaré,

[P,ua PI/] = 07 [j;u pzz] = _ieuuAPAa [\.7#7 ju] = —Z-Em,/\jA,
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Es deseable que las ecuaciones (2.34) (2.35) sean obtenidas como las ecuaciones de con-
sistencia de un sistema de ecuaciones covariantes m&s basico, como fue la idea de Dirac.
Este problema ha sido enfrentado de varias formas (por ejemplo en [64, 65, 66, 67]) de las
cuales aca discutiremos aquellos en [65, 66, 67].> En estas construcciones serd relevante una
representacion particular de osp(2|1) ~ so(2,1|1), por lo que pasamos su descripcién en
detalle.

2.2.1. osp(2]1)

Consideremos el algebra de Heisenberg de un oscilador harmoénico,

1
a",at]=1 donde oF =—(qFin), .| = 1. 2.37
o™, a”] ﬂ(q ), [a,m] (2.37)
Aqui ¢ y n forman el espacio de fase del oscilador, su coordenada y momento respectivamente.
Emplearemos la representacion en que 1 = —id%. Formemos ahora el operador,
L. =(q,1n), a=1,2, (2.38)

cuyas relaciones de conmutacién son,
[,Ca, [,ﬁ] = ieag.

El tensor antisimétrico €*¥ = —eP (¢!2 = 1), proporciona un tensor invariante que puede
ser considerado como una métrica de espinores, A® = eaﬁAﬁ, A, = Aﬁega. Ademas A*B, =
—A,B® para cualquier A, y B,. Teniendo en cuenta esto, construimos los operadores,

J, = iﬁa(mmcﬁ, 0=0,1,2. (2.39)
Explicitamente estos son,
Loy ~ Lo iyo
J() = Z—L{GJ ,a }, J:t = Jl :|:ZJ2 = E(CL ) . (240)

Aqui las matrices 7 son las matrices de Dirac en (2+1)D en la representacion de Majorana,

las cuales satisfacen,

(TM)QP(T,,)/,*B = —nweaﬂ + iEMV)\(T/\)aﬁ, Tgﬁ = Tga, 7‘5; = —Tgﬁ.

Los operadores definidos arriba satisfacen la superalgebra osp(2|1),

[y Jy] = —i€und?, (2.41)

{[’aa EB} = 4i(J7)aﬂ? [Ju7£a] = %(7#)aﬁ£ﬂ7 (2'42)

3Estas serdn empleadas en nuestra construccién de anyones supersimétricos [43].
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donde (2.41) corresponde al subdlgebra de Lorentz.
El operador de Casimir de esta superalgebra es,

C=J,J"— écaca (2.43)

y toma el valor fijo C = %. Mientras que para la subdlgebra de Lorentz el operador de
Casimir es J,J# = —a(a — 1) = 3/16, de donde « solo puede ser 1/4 o 3/4. Podemos
obtener una representacién con o arbitrario* considerando una deformacién del dlgebra de
Heisenberg [68, 69, 70,

[a=,a*] =14 VR, R*=1, {a*, R} =0, (2.44)
donde v es un parametro real de deformacién y
R = (—1)", = exp(i2nJy — i(l +v)). (2.45)
es el operador de reflexién® dado en términos del operador de nimero,
N = %{cﬁ,a‘}—%(u—{—l), [N, a*] = +a*. (2.46)
El cual sobre el espacio de Fock tiene los autovalores,
Nn) = n|n), F=A{n),n=0,1,2,...}.
El operador de reflexién separa el espacio de Fock en dos subespacios,
Fi={n)y+ =12n),n=0,1,2,...} v  F_={ln)-=2n+1),n=0,1,2,...}, (2.47)

donde toma los autovalores,

RF. =+F,.

El subespacio F4 puede ser extraido usando un operador de proyeccién 7, cuya definicion
y propiedades son,

1
m+F = Fu, T+ = 5(1 + R), 7T:2t = T4, mim =0, T+mo =1 (2.48)

Las transformaciones de Lorentz son generadas por formas cuadraticas de los operadores de
creacién y aniquilacion, teniendo en cuenta (2.39) y (2.44) es directo que,

., R] = 0.

4 Es importante tener en cuenta que a corresponde al espin de la representacién del grupo de Lorentz,
pero en general, no coincide con el espin de la representaciéon del grupo de Poincaré, el que es determinado
por el vector de Pauli-Lubanski.

SEl operador de reflexién aparece primero implicitamente en un trabajo de Wigner [71] y luego Yang [72]
lo emplea en su forma explicita como operador de paridad.
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La relacion anterior indica que esta representacién, de Fock, el dlgebra de Lorentz es re-
ducible. Sin embargo, las transformaciones de Lorentz actian irreduciblemente sobre los
subespacios F, y F_. Para mas claridad, definamos ‘]/j[ = J,m+. Estos conmutan como,
[T Ty = —ieun ™ [JF ] =0.

De aqui, J, es realmente la suma directa de dos algebras Lorentz, J, = J: +J, . La ultimo
es trivial, debido a que 7, + 7 = 1. Obviaremos sin embargo estas relaciones en lo que
sigue.

Es importante notar que la superalgebra osp(2|1) no serd deformada, solamente el oper-
ador de Casimir tomara un valor diferente,

1
C=—(1-1. 2.49
—(1-1?) (2.49)
Ademas para la subalgebra de Lorentz obtenemos que el operador de Casimir toma en cada
subespacio el valor

1+v

J J'Fy = —ag(ay —1)Fy, donde oy = T

1
a_ = o + 5, (250)

J0|0>:|: = Oéi|0>:t. (251)

Asi, F4 lleva una representaciéon del grupo de Lorentz con espin a..
En la representacién de Fock, los generadores de osp(2|1) actian en la siguiente forma:

atln)y = \/2(n+2ay) [n)-,  atln)- = \/2(n+1)|[n+ 1), (2.52)
a”[n)y =V2nln—1)-, a"|n)- = \/2(n+2a) |n)y, (2.53)

Joln)e = (ax +n)n)e,  Jiln)e = Cpfln+1)e,  Jon)e = Cp%In — 1)y, (2.54)
Cot = \/(2ax +n)(n + 1). (2.55)

Sin embargo, también podemos usar una representacion de Schrodinger para el algebra de
Heisenberg deformada,

lq,n] = i(1+ vR), {¢, R} ={n,R} =0 y n= _idiq + i2—qu, (2.56)

y luego emplear las definiciones de los operadores de creacién y aniquilacién, como en (2.37).
Vemos entonces que el operador de reflexién R, es el operador de paridad en el plano tendido
por ¢;: Rf(q) = f(—q), y de aqui, este es un operador no local (una rotacién en angulo ).
Observamos en (2.52) y (2.53), que el coeficiente n + 2a;, = n + (1 + v)/2, puede tomar
valor cero cuando v es un entero impar negativo, v = —(2r + 1), r = 1,2, ... En este caso,
hay un ket para el cual a™|r), = 0 (¢f. apéndice A). Realmente, hay dos tipos principales
de representaciones del dlgebra de Heisenberg deformada (y consecuentemente de algebra de
Lorentz) que aparecen para diferentes valores del pardametro de deformacién. Cuando v > —1,
(2.44) tiene representaciones infinito-dimensionales y unitarias. El espacio de Fock es dado
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por, [n) = C,(a®)"[0), n =0,1,...,a”|0) =0, (0]0) = 1, R|0) = |0), donde C,, = ([n],!)~Y/2,
n,! = T2l [, = 1+ 3(1 = (=1)")v. El operador Jy serd definido positivo, ya que
(n|Jo|n) > 0.

El 4lgebra de Heisenberg (2.44) tiene también representaciones de dimension finita (2r +
1), parav = —(2r41), r = 1,2,..., caracterizandose por las relaciones a~?+1) = g+@r+1) =
0. Los operadores a* and a~ son conjugados, (V1,a”Wy)* = (Uy,atW;), con respecto al

producto escalar, - -
(\Pla \112) = \Ijln\ljga v, = \Il*kﬁk’na (257)

proporcionado por la matriz i) = diag(1, —1,—1,+1,+1,..., (=1)""1 (=1)""1 (=1)", (—=1)")
y donde U™ = (n|¥). En forma matricial, (a*), == (m|a*|n), (a” = (m|a™|n), de
donde,

)mn

(a+)mn = An""l(sm_lun’ (a/_)mn - Bn6m+1,n- (258)

Aqui, Aogi1 = —Bokr1 = \/2(r — k), Agr = Bor, = V2k. Por otra parte, para los operadores
J+, obtenemos

(S )ym = 9 Z (a+)mk (a+)kn7 ()i = %Z (a_)mk (G_)kn. (2.59)

Es ilustrativo observar un ejemplo. Para, v = —3, Ag = By =0, Ay = Ay = —By = By =
\/5, Ag = Bg =0. ASl/7

V3

0
0 V2 |, (2.60)
0

0O 0 0
a+ = \/§ 0 0 , a =
0 0

0 V2

mientras que para los generadores de Lorentz,

o O O

—-1/2 0 0 0 00 00 —1
Jo = 0O 0 0 , Jo=1020 0 |, J=100 0 (2.61)
0 0 1/2 1 00 00 O
Esta representacion actia sobre el espacio vectorial;
1 0 0
F. = 0|, 0 b 7= 1 (2.62)
0 1 0
El operador de reflexion y los proyectores son ahora,
1 0 0 100 0 00
R=10 -1 0 |, =100 0 |, =101 0 (2.63)
0 0 1 0 01 000
Cada subespacio lleva una representacién de espin o, = —1/2 y a_ = 0, respectivamente.

El subespacio de espin a_ = 0 es invariante, como debe ser, bajo las transformaciones de



2.2 Descripcion de teoria de grupos 24

Lorentz; J, = J,m— = 0. En el subespacio F_, Jj = J,m; son equivalentes hasta un factor,
a las matrices de Dirac en una representacion de Majorana,
1 0

Jf = 503, Jf=—=0%  Jf= 501. (2.64)

Solo en este caso, para espin 1/2, obtenemos también un édlgebra de Clifford, {2.J,,2J,} =
— 2N

Es interesante que el dlgebra de Heisenberg deformada, puede ser usada para la construc-
cién de representaciones matriciales de so(2, 1) de espin arbitrario, entero o semi-entero.

2.2.2. Ecuacidénes espinoriales

Basado en la representacion (2.41), (2.42) de so(2, 1), se proponen el sistema de ecuaciones
espinoriales [67],
D,V =0, D,=(P'r,—m) "Ls, (2.65)

con L, definido en (2.38). Esta ecuacién emplea el dlgebra de Heisenberg deformada (AHD)

(2.44). También para el dlgebra usual de Heisenberg, es decir v = 0, Sorokin y Volkov [73]

mostraron que un sistema de ecuaciones andlogas describe particulas de espin 1/4 y 3/4.
El operador D, transforma covariantemente, como un espinor,

1
[j;u Da] = 5 (Tu)aﬁpﬁ'

Por lo tanto, si (2.65) es valida en algin sistema de referencia, lo serd también cualquier
otro. Obtenemos condiciones de consistencia las operaciones,

[De, Dg] = —icap(1 + vR)(P* + m?), (2.66)
i w 1
7LD = (PJ - mz(l +vR)), (2.67)

las cuales deben ser cero. Observamos que, mientras (2.66) impone la ecuacién de Klein-
Gordon, (2.67) produce una ecuacién equivalente al (2.35), fijando el operador de Casimir de
espin. Esto implica que si la ecuacién (2.65) tiene solucién, estas seran masivas, y con un espin
dado a través de (2.67). El grupo de Lorentz actia irreduciblemente sobre los subespacios
F. y F_ definidos en (2.47). Podemos considerar entonces una expansion de las soluciones
de (2.65) en cada espacio irreducible del grupo de Lorentz,

Vi(r)=> Yh(@)k)s, € Fi, (2.68)

donde |k)+ son definidos en (2.47). Que es un andlogo de la expansion de campos de Dirac
usual en una base de vectores (10), (01), por ejemplo. Buscamos soluciones en cada sube-
spacio para la ecuaciéon propuesta,

DoV, (z) = 0. (2.69)
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Pasando al sistema de reposo podemos verificar la no trivialidad de las soluciones de (2.65).
Consideremos entonces P* = (m,0,0), de donde (2.65) produce,

P =~V () W .10

La unica solucién posible, hasta normalizacién, es ¥, =~ [0), |0) = |0), € F,. Por lo tanto,
solo existen soluciones no-triviales en el subespacio F., para el cual el sistema de ecuaciénes
(2.66) y (2.67) son equivalentes a,

(P? +m?) ¥, =0, (PJ —ma, )V, =0.

De acé, la particula tiene masa m y espin oy, = i(l +v), de acuerdo a las ecuaciones (2.34),
(2.35). Para representaciones unitarias del dlgebra de Heisenberg, i.e. v > —1, el operador Jy
es definido positivo, lo cual implica que (2.65) tiene soluciones solo para energias positivas,
P° > 0. Cuando el pardmetro de deformacién toma los valores v = —(2r +1), r = 1,2,..., el
campo ¥, tiene 2r + 1 componentes, puede tener energia positiva o negativa y su espin es
ap =—1/2,-1,-3/2, ...

ay corresponde al espin en el casimir del grupo de Lorentz J*F, = —a,(a; — 1)F,.
Recordando que J2F_ = —a_(a_ — 1)F_, serfa interesante obtener una solucién no trivial
en el sector de F_. Dado que oo — vy = 1/2, el desplazamiento relativo de los espines en un
medio, sugiere que los campos en cada sector podrian estar relacionados por una transforma-
cién de supersimetria. Con el propdsito de obtener un sistema de particulas supersimétricas,
tiene sentido la investigacion de algtin otro sistema de ecuaciones el cual tenga soluciones no
triviales en ambos subespacios, F, y F_. Pasamos entonces a la discusion de tal sistema de
ecuaciones.

2.2.3. Sistema de ecuaciones vectoriales

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones [66],
VEOwe =0, V) =aP, —ieu\P"J +ml,. (2.71)

Como condiciones de consistencia obtenemos que las relaciones siguientes,

JHV = (a = 1)(PJ — am), (2.72)
PV = a(P2 +m?) +m(PJ — am), (2.73)
i€ P, \ Vi = a(a — 1)(P? +m?) + (PJ + (a — 1)m)(PJ — am), (2.74)

deben producir cero actuando sobre los campos fisicos en (2.71). Nos damos cuenta entonces
que estos campos deben satisfacer la ecuacion de Klein-Gordon y la ecuacién de Majorana en
(2-+1)D, (2.34) y (2.35). De aquf las soluciones ¥(®) llevan un representaciones irreducibles del
grupo de Poincaré, de masa m y espin a. Ademas estas tendran energia de signo definido si se
elige una representacién unitaria del grupo de Lorentz. Aqui consideramos la representacion
(2.39) ,(2.40) (que emplea el dlgebra de Heisenberg deformada (2.44). Asumimos nuevamente
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una expansion de las soluciones como en (2.68). De la reducibilidad de la representacién del
grupo de Lorentz, podemos proponer para cada subespacio las ecuaciones,

VW, (1) =0,  Wi(z)=> ¢fIn); € Fy, (2.75)
n=0
VU (2) =0,  U_(z)=) ¢, |n)_ € F_. (2.76)
n=0
Donde
a_ —ay =1/2. (2.77)

En el sistema de reposo,

[‘/()(a)iqj(ai)]rest = m(JO - a:t)\llfzsit) =0, (278)

0], = a0 =0, (279)

ViD= wen)], = —im(q=)20%) — 0, (2.80)

Estas ecuaciénes son satisfechas por ¥'%%) ~ |0+, [0)1 =10), |0)_ = |1), de acuerdo con las
relaciones,

Jg|0>i = Oéi|0>i, (CL—)2|O>:|: = O, JHJ“|0>:E = —Oéi(Oé:t — 1)|0>:|:. (2.81)

En el sistema de reposo, los campos ¥(*+) son proporcionales a los estados de n més bajo
pertenecientes a Fy (2.47) en el espacio de Fock F. Sin embargo, en un sistema de referencia
arbitrario, todos los estados de F. pueden ser alcanzados. Podemos obtener también repre-
sentaciones no-unitarias de dimension finita para el valor correspondiente del parametro de
deformacioén, las cuales pueden tener ambos signos de energia.

Es interesante observar la identidad satisfecha por el operador D, en (2.65):

(1—|—I/R)P

1 (0%
- Zﬁ (W)aﬁpﬁ = 4 [0

— d€unp”J +md,. (2.82)
La cual actuando sobre F, es solo una ecuaciéon de consistencia equivalente a,
Loy o (o)

De aqui las ecuaciones de movimiento (2.65) y (2.75) son equivalentes en F, (2.75), es
decir, tienen las mismas soluciones. Sin embargo, el operador VM(O‘) satisface la identidad

WHV =0, W, = (a—1)*p, —i(a — Deunp”J* + (pJ)J,, (2.83)

la que indica que solo dos componentes de Vu(a) son independientes. Sus tres componentes son
sin embargo, necesarias para covariancia explicita del sistema de ecuaciones, garantizando la
consistencia de la teorfa. En este sentido, el sistema de ecuaciones espinoriales (2.65) es més
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economico, solo tiene 2 componentes. El niimero de componentes independientes de cada
ecuacion, corresponde al nimero de ecuaciones necesarias para fijar el espin y la masa del
grupo de grupo de Poincaré, es decir 2.

Las componentes de la ecuacién (2.71) pueden ser convenientemente combinadas,

o 1
Vi = 5 (Pedo = P_Jo) = (aPo + my) (2.84)

Vi = —(—a=£Jy) Pe+ (m=+ Py Jy, (2.85)

donde Vi = V] +1V5. Estas relaciones pueden ser escritas en las componentes de la expansion
de sus soluciones. Consideremos entonces (2.75), (2.76);

[ax(p® —m) — nmiE + 5 [Copiibryy — Cotyp_ty 4] =0, (2.86)
—nppE + Oty (m — p),_ =0, (2.87)
(20 +n)p_i + C5=(m + p°)y g = 0. (2.88)

Aqui hemos empleado (2.54) y (2.55), y una representaciéon de momento (p* son los autoval-
ores de P*) y pL = p1 £ ipe. Manipulando (2.87) y (2.88), es posible obtener (2.86), lo que
refleja la dependencia de los sistemas de ecuaciones vectoriales (2.75) (o (2.76)). La ecuacién
de espin (2.35) también puede ser presentada en esta forma de componentes,

1
[P()(O‘ +n) — am]¢n + §[Cﬁp+wn+1 + Czlﬂ?—wn—l] =0.

En la representacién D7, Ec. (2.88) nos permite escribir la relacién de recurrencia,

20 +n  p_

. 2.
Ca p0+m¢n (2.89)

'an—ﬁ—l = -

La substitucién de (2.89) en Ec. (2.87) muestra que que cada componente satisface la ecuaciéon
de Klein-Gordon, Empleando reiteradamente (2.88) obtenemos,

wn<p>=<—1>"\/ ot () o) (2.90)

Yo(p) =0 (po —\/Pi + mz) f(pi)- (2.91)

Es conveniente tener presente el equivalente sistema de ecuaciones independiente,

Vi 4 2a (m + po)tn — vVn+ 1pibn =0, (2.92)
vn+2ap_t, +vn+1(m—po)ni1 =0, (2.93)

obtenido después de algunas manipulaciones.
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2.3. Aspectos geometricos en la descripcion de teoria
de grupos

En la cuantizacién geométrica de SL(2,R) se obtuvo una representaciéon holomorfa (2.27),
(2.28) y (2.29), del dlgebra de Lorentz en (2+1)D. Estos operadores actuan sobre el espacio
vectorial de funciones 2™, n = 0,1, 2, ... las cuales son ortogonales con respecto al producto
escalar (2.30), definido en el disco unidad del plano complejo. Uno puede expandir una
funcién (holomorfa) arbitraria sobre el disco como,

fla,2) =) falz)z". (2.94)

Considerando los coeficientes de la expansién como funciones de las coordenadas del espacio
de Minkowski (2+1)-dimensional, las funciones f(z,z) pueden ser vistas como funciones
multivaluadas de = con componentes f,,(z). Estas, dotan al campo f(x) con grados de libertad
de espin, los que transforman bajo la representacién de los generadores J, obtenidas. Las
ecuacién de Majorana (2.35) mezcla los grados de libertad de espin y de espacio tiempo
a través del operador P*J,. Las ecuaciones de Majorana y Klein-Gordon restringen las
funciones f,,(z) determinando una representacién del grupo de Poincaré.

Por otra parte, el isomorfismo de algebras, so(2,1) ~ sp(2), permite representar el grupo
de Lorentz como los simplectomorfismos de un espacio de fase de dos dimensiones. En el caso
estudiado aqui, este corresponde al espacio de fase del oscilador harmonico. En este caso, la
multivaluacion de una funcion sobre el espacio de Minkowki es obtenida expandiendo esta
sobre los autoestados del oscilador

fla,q) = falx)H"(q), (2.95)

donde H,(q) son los polinomios de Hermite y ¢ es la coordenada del oscilador. Es clara la
equivalencia con la representacion de Fock: f(z) = > _, fu(z)|n). Observamos que en el
primer caso el grupo de Lorentz actiia como el grupo conforme sobre el disco unidad (equiv-
alente al plano de Lovachevsky) y en el segundo caso actiia como los simplectomorfismos del
espacio de fase del oscilador harmoénico. Efectivamente las soluciones de las ecuaciones de
Majorana v (z, z) o ¥(z, q), viven una extensién del espacio de Minkowski,

M; x F, (2.96)

donde F es el disco unidad en el primer caso, o es el fibrado tangente a la recta T(R) ~ R?
en el segundo caso. Sobre este espacio el grupo de Lorentz actua trivialmente,

50(2, 1)./\/13 X 50(2, 1)F7 (297)

y los grados de libertad de espin son proporcionados por SO(2,1)r. A nivel del dlgebra, la
transformaciones completas de Lorentz son generadas por,

50(2, )ty ® 50(2, 1) = { T = —€puna”p + J,.}



2.3 Aspectos geometricos en la descripcion de teoria de grupos 29

Los anyones estudiados aqui tienen espin «, y coincide con el espin del grupo de Lorentz
SO2,1)p, J'J, = —a(a—1).

Es posible extender méas atn estos sistemas al otorgar a los campos un indice adicional
tal que transforme bajo otra representacion del grupo de Lorentz, es decir, reemplazando
fn(z) — fA(x), finalmente estos campos transformaran bajo una representacién del grupo
generada por, 3

{Tu = —euna”p* + J, + Ju},

donde JNM actua sobre los grados de libertad A. El espin del campo seria a + &, donde
JhJ, = —ala— 1)y J*J, = —a(a — 1). Sin embargo, es necesario construir un sistema de
ecuaciones que efectivamente fije el espin. Estos han sido construidos para & = —1/2 [65]
y para & = —1 [64]. En esos sistemas el indice adicional A de los campos es espinorial (ver
(6.2) y (6.3)) o, respectivamente, vectorial.

Frecuentemente se asume que la descripcion de teoria de grupos de anyones y aquellas
en que la estadistica anyonica es adquirida a través de un campo de gauge U(1), son de
naturaleza completamente diferente. En la segunda clase de teorias involucran fibrados no
triviales, por ejemplo, soluciones de tipo soliton en los modelos-o O(3), o CP'. Sin embargo,
podemos observar que la representaciones unitarias del grupo de Lorentz estudiadas aqui,
involucran el mismo tipo de fibrados.

Considere las variables Z = (21, 29) € C? tal que,

|21]2 — |22|* = 1. (2.98)
Esto define un espacio AdSs incrustado en C?, que puede ser parametrizado por,
B p : P :
21 = cosh B exp(ip1), Z9 = sinh 5 exp(ips). (2.99)
El espacio AdS3 puede ser mapeado a la hoja superior del hiperboloide, h, , mediante,

¢t = (|l + |2l 212 + 221, —i(212 — 227)) (2.100)

(cosh p, sinh p cos(¢1 — p2), sinh psin(p; — @2)), (2.101)

tal que € + 1 = 0. Definiendo ¢ = @1 — ¢y, esta es la parametrizacién (2.21) empleada
en la cuantizacién geométrica del hiperboloide. Observamos que esta definicién de e/ queda
determinada solo hasta multiplicacién por una fase, Z — exp(i3)Z, es decir ¢; — ¢; + (.
De hecho,

el AdSs — h*, (2.102)
Es una proyeccién y define AdSs como un fibrado U(1) sobre h*. Esto es andlogo al fibrado
de Hopf para S3, un fibrado U(1) sobre S?, que aparece en los modelos-o O(3) o CP! y en
teorias con monopolos magnéticos (cf. [2, 3]).

CP! puede ser incrustado en AdSs, identificando Z ~ AZ. Las coordenadas inhomogeneas
de CP! son,

&y = 21/ 29, en Uy = {(21,22) | 22 # 0}, (2.103)
= zy/2, en U_ ={(21,22) /21 #0} . (2.104)
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Las coordenadas inhomogeneas de CP! definen una proyeccién,
§:|: :C—CP 1,

que con la restriccién (2.98), es equivalente a,

& AdS; — CPY, (2.105)

£+ = tanh g exp<_i90)7 ’£+’ S 17 (2106)
§- = coth £ exp(+iyp), 1€-| > 1, (2.107)
(2.108)

donde ¢ = s — ;. De aqui AdS3 puede ser visto como fibrado U(1) sobre CP!. Desde
AdS;3 podemos obtener h*™ (2.102) y CP! (2.105), esto indica que debe haber un mapeo
CP! — h*. Efectivamente, este mapeo es dado por (2.23), con z = £..

Los U(1) son caracterizados por m1(U(1)) = m(SO(2)) ~ Z, esto es justamente lo que
después de cuantizacion geométrica proporciona representaciones multivaluadas del grupo
de Lorentz. Esto significa; la parametrizacion usada en la cuantizacion geométrica no esta
determinada en forma univoca, pero pertenecen a diferentes clases de equivalencias dadas
por m(SO(2)). Finalmente esto es lo que permite la estadistica y espin fraccionario. Este es
un aspecto comin que relacionando ambas descripciones de anyones, modelos-o O(3)-CP*
y la descripcién de teoria de grupos.

También aqui hemos observamos que extendiendo las dimensiones del espacio-tiempo (ver
(2.96), (2.97)), es posible obtener grados de libertad de espin, en una forma similar a como
grados de libertad de gauges son obtenidos por mecanismos de Kaluza-Klein.



Capitulo 3

Supersimetria de anyones

Hemos visto que los sistemas de ecuaciones en (24+1)D, (2.75) y (2.76) basado en la
representacion unitaria de osp(2|1) estudiada en 2.2.1, tienen soluciones cuyos espines difieren
en 1/2 (2.77). Ademés, el operador de reflexién, en los respectivos subespacios actia como
operador de graduacion y caracteriza las soluciones de espin oy y av_ por sus autovalores, +1
o —1. Es natural preguntar si estos estados pueden o no formar un supermultiplete. Parte
de esta tesis, consistié justamente en mostrar esto [43]. A continuacién, exhibimos estos
resultados.

3.1. Supersimetria de anyones

Volviendo al sistema de ecuaciones (2.75), (2.76), observamos que estas describen particu-
las de espin ooy y o, a— — oy = 1/2. Ambas soluciones pueden ser tratadas como las com-
ponentes de un supermultiplete. Para esto, consideremos la descomposicion de un campo
arbitrario en todo el espacio de Fock del oscilador harménico,

oo
U(w) =Wy (2) + 0 _(2) = > (¢ |n)s +yln)-) . (3.1)
n=0
Aqui hemos separado las componentes pertenecientes a cada subespacio Fy. Podemos im-
poner para cada componente W, (x) las ecuaciénes (2.75), (2.76). En ese caso, (3.1) lleva
una representacion reducible del grupo de Poincaré, cuyos subespacios irreducibles tienen la
misma masa m y espines o, y a_. Podemos identificar el super supermultiplete, teniendo
en cuenta (2.48), m|n)x = |n)+ y m=|n)+ = 0. De aqui, obtenemos

T U(x) = Vy(z). (3.2)

Teniendo esto en cuenta para (3.1), proponemos el sistema de ecuaciones [43],
V,¥(x) =0, Vi, = ap, — i€uap’ Jr + mJ, (3.3)
y @&=302+v—R). (3.4)

El operador V), es nada mas que la suma de las proyecciones de las ecuaciones (2.75) y (2.76)
a sus respectivos subespacios,

1
V, = Vu(a”mr + Vu(o‘*)ﬂ_ ) 2+ v —R)p, — i€unp”J* +md,. (3.5)

31
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Expresado en otra forma,
TV, U () = VT, (z) = 0.

La solucion de este sistema de ecuaciones, es solo la combinacién lineal de las soluciones de
(2.75) y (2.76), ya dadas.

La ecuacién de Klein-Gordon y una generalizaciéon de la ecuacién de Majorana (2.35)
pueden ser producidas como condiciones de consistencia de (3.3),

(PP4+mA) ¥ =0, (PJ—am)¥=0. (3.6)
El operador de supercarga hermitico asociado al supermultiplete (3.1) es [43],
1
o= ——-— ((P7),’ —mRe,’) L , 3.7
Q o7 ((Pr) ) Ls (3.7)

y es observable con respecto a nuestro sistema de ecuaciénes,

[Qa, Vil = 0.

De aqui, @,, mapea estados fisicos W, (z) a los estados fisicos ¥_(z) y vice-versa.
El operador de reflexion R juega el papel de operador de graduacion,

R, P]=[RJJ=0, {R Qa}=0.

La supercarga (), y los generadores de transformaciones de Poincaré satisfacen las relaciones
de conmutacion,

[P,ua PI/] = 07 [jua pzz] = _ieuuAP)\a [\.7#7 jy] = _iEMVAjAa (38)
1
[P,Lw Qa] =0, [‘7#7 Qa] = §<Tﬂ)aﬂQﬁv (3'9>

{Qa, Qs} = —2i(P7)ap

Foiy [(TT)as(P? +m?) = 2(pT)ap(PJ — am)] . (3.10)

Es claro de ec. (3.6) que, on-shell', el anti-conmutador (3.10) toma la forma

{Qa, Qs} = —2i(PT)ap- (3.11)

Resultando el dlgebra de super-Poincaré con N = 1; (3.8)-(3.11). Esta es una simetria de las
ecuaciones de de movimiento (3.3). Enfatizamos que acd, no hemos empleado variables de
Grassmann en la construccién de la supercarga @),,. Los campos W, y W_ describen anyones
masivos con espines o, y o = oy + % de energia positiva y tienen una estadistica relativa
de Fermi.

El operador

C=PJ, + éQaQa (3.12)

LAqui y en lo que sigue, empleamos “on-shell” (“off-shell”), para referirnos a las condiciones satisfechas
sobre (fuera) de las superficie en el espacio de fase definida por las ecuaciones de movimiento.
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es el operador de Casimir de la superalgebra (3.8)-(3.11). Para los estados que satisfacen las
ecuaciones (3.3), el superespin S = %C toma el valor

S= %(owr + o). (3.13)

Empleando representaciones finitas o infinitas del dlgebra de Heisenberg, las ecuaciones
(3.3) describen universalmente un sistema supersimétrico de particulas masivas de espin
arbitrario.

Observemos también, que el dlgebra de super-Poincaré (3.8)-(3.11) puede ser obtenida
off-shell, cuando v — 00, es decir el limite de espin infinito. Esto es muy significativo cuando
se obtiene el limite no relativista de nuestra teoria. Pasamos al estudio de esto a continuacion.
Estos resultados fueron obtenidos en [43].

3.2. Contraccién de Inonii-Wigner de super-Poincaré y
supersimetria sobre el plano no-conmutativo

Es sabido que el limite no relativista, corresponde a una contraccién de Inonii-Wigner
del 4lgebra de Poincaré, produciendo el dlgebra de Galileo. En particular, Jackiw y Nair [75]
mostraron que si este limite se realiza de una forma precisa, es posible obtener dos cargas
centrales para el grupo de Galileo, la masa y adicionalmente una carga central relacionada a
los grados de libertad de espin, dando la estructura exdtica al grupo de Galileo. Retornando
al sistema de anyones construido, podemos considerar el limite de Jackiw-Nair (JN) el cual
es,

¢ — 00, s — 00, 2= (3.14)

donde ¢ es la velocidad de la luz, s es el espin de la particula relativista y x es una constante,
identificada con una carga central en el grupo de Galileo (que observaremos pronto). Para
nuestro proposito, necesitamos tener en cuenta los detalles de la representacion del algebra
de Heisenberg deformada. En el caso unitario v > —1 los coeficientes de normalizacion de
los kets en el espacio de Fock (ver en apéndice (A.5)) son

Co= ()2 =TI, =1+ % (1= 1) w.

Asi, consistentemente con (2.44) y equivalentemente a (2.52) y (2.53) tenemos

atln) = [In+1], |n+1), a"|n) =/[n],|n—1). (3.15)

Introduzcamos los operadores de creacién y aniquilacién no-deformados b+ (ver (A.1) y
(A.2)),
b7, 0" =1, Np|n)y = n|n)y, Ny =b"b.

Podemos representar los estados en los subespacios Fy como

o= (g )t o= (7)ol (3.16)
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Entonces R = 03 ® 1, 0 son las matrices de Pauli. De (2.52) y (2.53), en la representacién
(3.16), los operadores a* actian como (cf. (2.52), (2.53))

a+:\/§<0+®b++a,® Nb+2a+>, a’:\/§<a,®b’+a+®\/Nb+2a+>,

(3.17)
donde oy = (01 +i03). Usando {oy,0_} =1, [0, 0_] = 03, tenemos [a~,a’] = 1+vo3®1.
En esta representacién los generadores de Lorentz (2.41) son

Jo=1@(Ny+oai)+i(1l-03) ®1, (3.18)

Jy =11+ 03) @b /Ny + 205 + (1 —03) @ bT /N, + 205 + 1, (3.19)
Jo=31+03)@VNy+2a; b+ 3(1 —03) @ VNy + 204 +1b™. (3.20)

Omitiendo el simbolo de producto directo, (3.19) y (3.20) pueden ser escritos alternativa-
mente

J, = b+\/N,, + 204 + 3(1 = 03), J_ = \/N,, + 204 +3(1—03)b . (3.21)

Recuperando la dependencia sobre la velocidad de la luz, ¢, por medio del cambio m — mec,
las ecuaciones diferenciales (2.92), (2.93) para los campos W, y ¥_ son representadas como

((mc+ Py)v/2Jo — Ny — Pyb™) ¥ =0, (3.22)
(P_\/2Jy — Ny + (me — Py)b™) ¥ = 0. (3.23)

Estas son nada mas que las componentes V¥ =0y V_¥ =0 de (3.3).
Tomemos ahora el limite de JN (3.14) con s = o = (1 + v). Entonces de (3.17)

encontramos que
Jr —

a
—o0_®1,

12
esto significa que después del rescalamiento y en el limite v — o0, los operadores de creacion
y aniquilacién se transforman en operadores fermiénicos (ver tambien [70]). Ademas,

m — O'+ ® ]., (324)

‘]—Ci — V2K bE. (3.25)

Por otro lado, en limite JN, la energia y el momento angular divergen. El momento angular
renormalizado Jy — oy, produce en el limite JN, el operador N, + i(l — 03). Siguiendo la
referencia [63], definimos los operadores de velocidad

2
vy = —\/;bi, [v_,vy] =261

Los boost de Galileo son definidos como IC; = —%eijjj. Entonces, para las rotaciones y boost
de Galileo obtenemos en el limite JN,

1 1
j = Gijl'in + 5/‘11)4_1)_ + Z<1 - O'3>, K:z =mx; — tR + R€;;V;. (326)
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Estos operadores producen el algebra de Galileo exdtica, ver (3.30), (3.31). Ecs. (3.24) y
(3.25) muestra que el limite JN extrae desde a® grados de libertad ordinarios bosonicos y
fermidnicos.

Para identificar el Hamiltoniano y la ecuacion de onda producidos en el limite JN por
nuestro sistema supersimétrico, ponemos en Ecs. (3.22), (3.23) Py = —ic 10, y ¥ = =" ®,
y tomamos el limite (3.14). Esto resulta en las ecuaciénes

(i, — iPrv_) @ =0, (P.—mu_)®=0, (3.27)

donde ® es un campo de dos componentes sobre el cual actian las matrices de espin o.
. _ o0 :t

Cada componentes descompuesta en los estados del espacio de Fock, & = > "> ¢ |n). La

segunda ecuacion en (3.27) es un vinculo que permite, como en el caso relativista, presentar

las componentes de n mas alto en términos de las primeras,

o= = (|5 5) o

La substitucién de la segunda ecuacién en (3.27) en la primera muestra que cada compo-
nente ¢ satisface la ecuacién de Schrédinger. Sumando la primera ecuacién a la segunda
(multiplicada por —%UJF a la izquierda) nos permite obtener el operador hermitico

1
‘H = P, — §v+v,, (3.28)

vy = v1 & vy, que identificamos como el Hamiltoniano del sistema no relativista. Notemos
que H es lineal en el operador de momento. La ecuacién de onda y el Hamiltoniano coinciden
con aquellos en [63] y corresponden a una particula exdtica sobre el plano no-conmutativo
(59, 60].

Obtengamos ahora el limite JN de nuestra supercarga. Recuperando la constante para la
velocidad de la luz ¢ en )+ y definiendo entonces,

Q: =c 2Qy.
Teniendo en cuenta (3.24), encontramos que en el limite JN la supercarga se reduce a
Q_ = —2ivmoy, Q. =2ivmo_. (3.29)
Por lo tanto, la simetria de nuestro sistema esta dada por el algebra
(ICi, Pj] = imdy;, [, Kj| = —ikej, (3.30)
Ki, Hl =P, [J,DB) =i P, [T,Ki] =ie;K;, (3.31)
y las relaciones de anti-conmutacion

(7,Q4] = +50Q+, {Q4,Q } =dm, (3.32)
[Ki, Q] = [P, Q+] = [H, Q4] =0, Q1 =0. (3.33)
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El operador de Casimir de esta extensién del dlgebra de Galileo exética es,
1
Cl = ]DiQ - QmH, CQ = j - ez-jICin + kH — E[Q—H Q_], (334)

donde Cs es el limite JN del superspin S = m™!C con C dado por Ec. (3.12). Sobre los estados
fisicos, i.e. que satisfacen (3.27), estos operadores de Casimir toman los valores C; = 0 y

e =1L
La extension supersimétrica con N = 1, (3.30), (3.31), (3.32), (3.33) del algebra de Galileo

exotica fue discutida en [76, 77].

3.2.1. Coordenadas no-conmutativas

La ecuacion de Klein-Gordon puede ser utilizada para eliminar el parametro de masa en
la version supersimétrica de la ecuacién de Majorana (3.6), obteniendo la ecuacién adimen-
sional;

_ PJ
sV = (ﬁ — (a0l + aH)) U =0. (3.35)
El operador P? es invertible, ya que la particula es masiva. La ecuacién de Klein-Gordon
y (3.35) forman un conjunto de vinculos de primera clase. En el cuadro de Heisenberg la
ecuacion de Klein-Gordon produce la ley de evolucién, con respecto al parametro de evolucion
7, de una particula libre;
dx* P?+m? P
=1 ol = —.
dr 2m m
La ecuacién (3.35) debe ser interpretada como un generador de transformaciones de gauge,
parametrizadas por 7’. Para la coordenada x* obtenemos,

dat
dT/ = Z[Xn‘;?‘rlu] # 0
Un operador fisico, digamos O, debe ser invariante de gauge, j—g = 0. Esta condicién no es

satisfecha por z#, asi que no es un observable. Considere la nueva coordenada? [79]

1
X, =z, + ﬁeWP”JN (3.36)
Estas satisfacen,
[X,w Xs] = O, (337)

de aqui, son operadores observables. X, es un operador vectorial con respecto a las transfor-
maciones de Lorentz en (2+1)generadas por (2.36). Sin embargo, estas no conmutan on-shell,

P)\

[X,ua X,/] ~ —1 (OC+H+ + CY,H,) E'MW\W’

(3.38)

2En el contexto estudiado aqui, es mejor tratar P, en una representacién de momento, es decir z, =
id/OP*.
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es decir, actuando sobre estados fisicos definidos por la ecuacién (3.35). De hecho, estas son
los andlogos de las coordenadas de Foldy-Wouthuysen de las particulas de Dirac [80].

En el limite no-relativista de Jackiw-Nair parte de las coordenadas (3.36) se transforma
en [63]

K 0
Xz’ = Z; —+ EEUV} -+ éﬁijpj, (339)

donde .
Vi=v; — —P, (3.40)
m

v 0 = r/m?. El operador en la segunda ecuacién en (3.27) es una combinacién lineal compleja
de V;, i = 1,2, que comportan como operadores de aniquilacién (tiene kernel no-trivial). Las
coordenadas (3.39), como aquellas iniciales x;, forman un vector en 2D, el cual transforma
covariantemente con respecto a los boost de Galileo generados por K; de (3.26) (X; conmuta
con K; en la misma forma que lo hace z;).

Las coordenadas x; no conmutan con el operador —mV_, de la segunda ecuacién de (3.27),
y sufren un movimiento de Zitterbewegung en la evolucién generada por el Hamiltoniano de
primer orden (3.28) [63],
A diferencia de z;, las coordenadas X; conmutan con el operador —mV_, y asi, son observ-
ables. Ellas son libres del efecto Zitterbewegung en la evolucion de las coordenadas de una

particula libre no-relativista,

|
X, = —P,. (3.42)
m

Sin embargo, las componentes de las coordenadas (3.39) no conmutan,
[XZ‘, Xj] = iQeij, (343)

y por lo tanto, describen un plano no-conmutativo [63, 78].



Capitulo 4

Ecuaciones para campos de infinitas
componentes en 3+1 dimensiones

En el capitulo anterior hemos construido un sistema supersimétrico de anyones basado
en una ecuacién escalar, espinorial y vectorial; respectivamente, (2.35), (2.65) y (2.71). Estas
ecuaciones son analogas aquellas en (3+1) dimensiones descubiertas hace més de tres décadas;
la ecuacion de Majorana [5], la nueva ecuacién de Dirac 4.64, y la ecuacion de Staunton 4.72.
Estas ecuaciones se basan en la misma representacién del dlgebra so(3,2) descubierta por
Majorana. En este capitulo estudiamos estas ecuaciones, teniendo en mente obtener sus
generalizaciones supersimétricas posteriormente.

4.1. La ecuacién de Majorana
La ecuacién de Majorana [5] es una ecuacién invariante de Lorentz del tipo de Dirac,
(P*T, — M)¥(z) = 0. (4.1)
Esta se basa en una representacién unitaria y de dimension infinita del dlgebra so(3,2),
[Syus Sxp) = (MurSup + MpSyux = MupSux = MoaSep),
(S o] = iy — nual'y), Iy, T = —iSu.

Aqui z# son las coordenadas del espacio-tiempo, P, = —i0/0z* es el operador de momento
(generador de translaciones) y S, = i[',,I',] es la parte invariante de traslaciones de las
transformaciones de Lorentz,

juu = 'TMPV - 'TVPM + Spu- (42)

Ettore Majorana introdujo esta ecuacién [5, 6, 51, 52, 53] en 1932 y resolvio el que fue
entonces el problema de la energia negativa que poseia la ecuacion de Dirac. Asi, por
primera vez, Majorana introdujo representaciones unitarias de dimension infinita del grupo
de Lorentz, que fueron redescubiertas méas tarde (e.g. [10, 11]), y en la mayor parte de los
casos, en completa ignorancia del trabajo de Majorana.

38
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La ecuacién de Majorana tiene tres tipos de soluciones caracteristicas; taquionicas de
helicidad arbitraria, sin masa de espin continuo y masivas, con espin arbitrario entero o
semi-entero (ver [81, 82]). La solucién taquionica es equivalente también a una representacién
con masa imaginaria. El elemento central de esta teoria, es la construccién de Majorana del
algebra Anti de Sitter so(3,2), generada por los operadores I', y S,,,,, andlogamente a las ma-
trices 7y, ¥ 7w introducidas por Dirac. Sin embargo, no tienen relaciones de anti-conmutacién
analogas a {7,,7} = —27n,,. Esta representacion es construida en términos de productos
cuadraticos de los operadores de creacion y aniquilacion de un oscilador harménico pla-
nar, que podemos comparar con la representacién del grupo de Lorentz en (2+1)D, (2.40).
En esta forma podemos construir 10 operadores independientes, identificados con los 10
generadores de so(3,2). Ademads los operadores de creacién y aniquilacién, pueden ser or-
denados en una matriz columna, que conmuta como un espinor ante los generadores de
s0(3,2) obtenidos en la forma descrita. Todos estos, lineales y cuadraticos en los operadores
de creacién y aniquilacién, finalmente producen la superdlgebra osp(4|1). Es interesante
que cuatro décadas antes del descubrimiento de supersimetria encontramos esta estructura
supersimétrica subyaciendo en la teoria de Majorana. Las energia positiva de las soluciones
también sugiere que algin aspecto de supersimetria deberia estar involucrado. Una propiedad
que convence ain mas sobre la posibilidad de supersimetria. En el caso de soluciones ma-
sivas, todas las particulas, de espin J = 0,1/2,1, ..., pertenecen al mismo multiplete. Aqui,
bosones y fermiones estan al mismo pie. Ellos son representados en términos de variables
conmutativas (Grassmann par) conteniendo todas las particulas de todos los espines posibles
enteros o semi-enteros.

Otro aspecto destacable de esta representacion, es que debido a la dimension infinita de
los operadores de creacion y aniquilacién los generadores de las transformaciones de Lorentz
S, también son de dimensién infinita, y en general, osp(4/1).

Debido a que la representacion de Majorana de so(3,2) (y de osp(4]1)) son construidas
en términos de dos osciladores, las soluciones de la ecuacién de Majorana son vectores en
el espacio de Hilbert de un oscilador planar. En la representacion de Fock, estos campos
son expandidos en una base tendida por los kets, ¥(x) = > [¥""2(x)), o bien, en la
representacion de Schrodinger, pueden escritas como funciones dependiendo en los operadores
de posicién ¢; del oscilador ¢ (z) = ¥(x, q). Aqui, x son las coordenadas de la particula en el
espacio-tiempo, mientras que las coordenadas ¢;, ¢ = 1, 2, definen un espacio interno.

Es de notar que, las funciones de estado de fermiones y bosones tienen la misma paridad
de Grassmann (pares). Sin embargo ellas pueden ser clasificadas de acuerdo a su paridad
en el espacio interno, ¥(x,q) — Y+(x,+q) = +.(x,q), con ¥, (¢_) correspondiendo a
funciones de onda de bosones (fermiones). Las transformacién de paridad es efectuada por un
operador no-local, el operador de reflexion: Riy(x,q) = (x, —q), equivalente a una rotacién
en 7 del espacio interno. En el espacio de Fock, el operador de reflexién es equivalente a
R = (—=1)", deonde N es la suma de los operadores de numero. Sus autovalores seran +1 o
-1, y asi separa el espacio de Fock en dos subespacios -1 para fermiones, +1 para bosones. Las
soluciones masivas de la ecuacién de Majorana estan caracterizadas por un espectro de masa
my o< 1/(J 4 1/2), donde J es el espin entero o semi-entero de la particula correspondiente.

Notamos entonces que la teoria de Majorana involucra conceptos que han sido fundamen-
tales en el desarrollo de la fisica contemporanea de altas energias. Por ejemplo, las soluciones
taquionicas son equivalentes a particulas de masa imaginaria. Esto puede ser tomado co-
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mo un indicio temprano para el fenémeno de rompimiento espontaneo de simetria, dado en
teoria de campos. Ahi la extensién analitica de los términos de masa, con parametros de
masa imaginario, produce un potencial el cual es susceptible de tener un estado vacié donde
las simetrias de la teoria se rompen. También notamos la presencia de una estructura super-
simétrica en los grados de libertad internos, Osp(4|1) (su subélgebra de Lorentz corresponde
a los grados de libertad de espin). Ademds bosones y fermiones transforman bajo la misma
representacion del grupo de Lorentz, y asi, estos son tratados de forma equivalente. Estos
aspectos sugieren la equivalencia de bosones y fermiones, y en particular supersimetria.

El desarrollo del concepto de campos de infinitas componentes introducidos por Majorana
[83, 84, 85, 81] llevo finalmente a la construccién de de los modelos de resonancia dual y més
tarde a la teorfa de supecuerdas [86, 87, 88, 89, 90, 91]. En esta direccidn, es interesante que
en el caso masivo, la ecuacién de Majorana describe un infinito nimero de particulas con
masas y espin relacionados a través de trayectorias tipo Regge. Ademas el espacio interno de
los campos de Majorana es de dimensién dos (una superficie de Riemmann). Estos aspectos,
sugieren una relacién a teoria de cuerdas. !

La estructura fundamental en la teoria de Majorana, relacionada a los grados de libertad
internos es el algebra osp(4). En el capitulo siguiente, nos dirigiremos al problema encon-
trar generalizaciones supersimétricas de la teoria de Majorana. Para estos efectos, serd de
importancia extender primero osp(4) a osp(4]1).

4.2. osp(4|1)

La representacion de Majorana del grupo de Lorentz, es una en la cual los operadores de
Casimir,

C,=5"S, and Cy= e“"’\”SWSAp, (4.3)
toman los valores fijos,
3
Cy = —5 Cy =0. (4.4)

Esta representacion puede ser realizada en términos de dos copias del algebra de Heisen-
berg, generalizando el procedimiento exhibido en la secciéon 2.2.1. Como veremos la rep-
resentacion de Majorana estd incluida dentro de una estructura supersimétrica, osp(4|1),
completando la analogia con el sistema anterior en (2+1) dimensiones.

En vez de (2.37) ahora debemos escribir,

_ 1 . . .
a; ,aj] =1, donde afE = E(qZ Fin), [qi,nj] =10;, 4,j=12. (4.5)

Donde ¢; y n; son las coordenadas y momentos de un oscilador planar, y en particular,
elegimos ¢; diagonal y n; = —id/dq;. Aqui, ¢; y m; son adimensionales. Consideremos ahora
el operador

(La) = (Q17q277717772)7 a = 1a273747 (46)

!De hecho hay una relacién ver la referencia [92] para més detalle.
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el que satisface

Lo L) = iCayy Cup=( 0 122 (47)
_I2><2 O

Ahora Cy;, juega el papel de una métrica espinorial. Definiendo C% = Cy, Cp.C* = 68,
subimos y bajamos indices espinoriales como A% = A,C** and A, = Cy, A°.

Podemos construir 10 operadores independientes L, L;, que pueden ser combinados con-
venientemente como,

[ 1.
S = 5L (Vu)a "Ly, Tp= e (Yu)a "Ly, 1 =10,1,2,3. (4.8)

(la forma explicita de estos generadores puede ser encontrada en el apéndice B.) Aqui las
matrices (1), % son las matrices de Dirac en la representacién de Majorana,

=% ) = %)

= (5 %) = ),

y YW = —i[”y“, ~”] son matrices imaginarias puras. Las matrices de Dirac satisfacen, junto
con la métrica de del espacio-tiempo diag(n*’) = (— + ++), la relacién y#~" = pt¥ + 2iyH.
Obetenemos finalmente la superalgebra osp(4|1),

[Ss Sxol = 1(0uaSup + MwpSur — NupSur — MurSup) (4.9)
[Suv, Dol = i(uxly = mual), [0 T = —iSp, (4.10)
[Suws La] = =(Vuv)a " Ly, [Cus La] = %(Yu)a " Lo, (4.11)

{La, Lp} = =2(0S,,7" — Tpy") avs (4.12)

donde (v*)ap = Coec(7)a €y (V") ap = Che(¥")4 ¢ son matrices simétricas.

Los operadores de creacion y aniquilacién son obtenidos desde las combinaciones lineales

o = J5(a Fim), lai,af] =0y, 0,5 =1,2.

En la representacién de Fock, los generadores de osp(4|1) actuaran irreduciblemente sobre
el producto tensorial de los espacios de Fock de cada oscilador,

O = {|n1, n2) = |n1)|na), n1,no =0,1,2, ...}, (4.13)

sobre el cual los operadores de creacion y aniquilacién producen,
al [niy,me) = Vg +1|ng +1,ns), a3 |ni,ne) = vVng + 1|ng,ny + 1), (4.14)
aj |ni,ne) =+/ni|ny —1,ng),  ay |ny,ne) = y/ng |ny,ng — 1). (4.15)

Aqui,
Ny |ny,ng) = ny |ny, ne), Ny [ny,ne) = ng [ny, na) (4.16)
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son los operadores de ntimero Ny = aj a; y Ny = aj a, , respectivamente.
Sin embargo el dlgebra so(3,2), (4.9)-(4.10), actia reduciblemente sobre todo el espacio
de Fock O. Las accién irreducible ocurre en los subespacios,

o,=+HEPl--) v o_=+-)PI-+), (4.17)

donde definimos,

|:|::|:> = { |n17n2>:|:|: = |n1>i |n2>i, ny,Ng = 0, 1,2, }, (418)
|£F) = {|n1,n2) 1 = [n1)x |n2)5, M1,m0 =0,1,2,..} (4.19)
)+ =12n),  |n)- =|2n+1). (4.20)

Los operadores de Casimir (4.3) toman los valores (4.4) en ambos subespacios O; y O_.
Ademas, el cuadrado de I', es invariante de Lorentz, teniendo autovalor

1
I''r, = 3 (4.21)
Se satisfacen también las identidades,
2
%S, = S, " = —gry, ST, = 0. (4.22)

Los operadores de reflexion de cada algebra de Heisenberg,

R; = (—1)™, Ri|ni,ng) = (—=1)™

n17n2>7 i:1727

donde N; son los operadores de nimero definidos en (4.16), pueden ser empleados para
construir el operador de reflexion total,

R =R Ry = (—1)M", (4.23)
En acuerdo con (4.17)-(4.20) y (4.23),
RO, = +0,, R?=1. (4.24)

R juega el papel de operador de graduacién la superalgebra osp(4|1). La relacién {R,aF} = 0
implica,

R,Sw]=0, [RTJ=0, {R, L.} =0. (4.25)

Teniendo en cuenta la identidad (—1)?"2 = 1 y la forma explicita de los generadores de
AdS (ver apéndice B), el operador de reflexion puede ser identificado con dos transforma-
ciones especificas,

R = —exp(i2nly) = exp(i2nS™?), (4.26)

es decir, una rotacién de AdS en 27 sobre el plano de las dos coordenadas tipo tiempo, o una
rotacion en angulo 27 en el eje z, respectivamente. Debido a que una transformacion unitaria,
U € SO(3,2), siempre conmuta con R, tenemos més generalmente que R = — exp(i27L) =
exp(i27r§12), donde Ty = UT\UT y S'2 = US™2UT. En cualquier caso, el operador de reflexién
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es el operador de paridad, una rotacién en angulo 7, en el plano tendido por las coordendas
internas ¢;, de aqui este es un operador no-local. En una representacién de Schrodinger,

RY(7) = (7). (4.27)
Las autofunciones de R son por lo tanto pares o impares,
1
Riw(d) = 2¢2(q),  ¢=(q) = 5(0(@) £U(=7)). (4.28)

Recordamos que en la seccién previa, la deformacién del dlgebra del oscilador harmoénico
permitia el espin arbitrario del dlgebra de Lorentz en (2+1) dimensiones. Es natural pregun-
tar si seria posible que tal deformacion producird un espin arbitrario del algebra de Lorentz
en el presente caso de (3+1) dimensiones. La respuesta es negativa. A diferencia del sistema
en (2+1) dimensiones, ahora, el dlgebra de Lorentz se deforma, lo que no es aceptable en una
teoria covariante. Es de valor mencionar sin embargo, que re-etiquetando los generadores
del algebra AdS construida aqui, es posible hacer que las relaciones de conmutacién defor-
madas sean aquellas que involucran solamente al operador I',. Asi la subalgebra de Lorentz
no resulta alterada, a pesar de la deformacion del algebra de los osciladores. Este tipo de
representaciones a sido util para la construccion de una teoria de particulas sin masa de
helicidad arbitraria [50] (con valores enteros o semi-enteros).

4.2.1. Soluciones Masivas

En el sistema de referencia estandar P* = (m,0,0,0) y el grupo pequeno es el grupo de
rotaciones, el cual es generado por S; = %eiijjk. La ecuacion de Majorana es reducida en
este sistema de referencia a

PTy — M = 0. (4.29)

Podemos diagonalizar simultaneamente el operador de Casimir del grupo de rotaciones y
uno de sus generadores. También podemos diagonalizar el operador I'y. Asi obtenemos

0 0 0 0 0 0
Sl = J(T+ D5, S, = B, Tovl), = (J+ 1/295),, (4.30)
J=12, N=0,1,2,3,.., (4.31)

0 : . . .
donde wf, ?,3 son las correspondientes autofunciones (soluciones en sistema de reposo).

0 .
Realmente, las 1/}5 }3 son autofunciones de los operadores

~  Ni+ N N; — N.

gt NN (4.32)
2 2

donde Ny y N3 son los operadores de niimero de cada oscilador. De aqui es directo que sus

autovalores J de J y J3 de S3, seran nimeros enteros o semienteros. Podemos reescribir

entonces los operadores en (4.30) como,

A

S;Si=J(J+1), To=J+-, (4.33)

N | —
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mientras que los autovalores de S3 corresponden a la proyeccién del espin en el eje z,
Ssl) = I Ja=—d —J 1, — 1.

Asi, la solucién de espin J y masa m es,

PP = ng?}g, Jy=—J —J+1,..,J—1,J
J3

De (4.29) podemos obtener un espectro de masa dependiendo del espin de la particula.
Denotando P* = (m,,0,0,0) y teniendo en cuenta los autovalores de I'y en (4.30) obtenemos,

M
(J+3)

my =

J=0,1/2,1,3/2,... (4.34)

Asi la solucion de la ecuacion de Majorana contiene infinitas representaciones del grupo de

Poincaré, las cuales tienen espin J y masa m ;. Dado que I'g es definido positivo, para valores

M > 0, la energfa de la particula solo puede ser positiva, es decir, los autovalores de PY.
Es ilustrativo dar las soluciones en sistema de reposo explicitamente,

v = (Z;{zo Iy —nn) g + 305 Y T —n,n - 1>__) exp(—itm,, ), (4.35)

1
J-—3

\Iff]()_) =Y (Wi |Jo =L —nn) + " |J- — 5 —n,n)_;) exp(—itm,_), (4.36)

Jo=0,1,2,... J = (4.37)

Y Y

][V
Nt

[

donde J. indica si el espin del campo es entero o semi-entero, ¥}, y ¥ son constantes
arbitrarias y ¢t = 2°. Observamos que cada a componente en estas expansiones corresponde
un estado de polarizacion en particular, de acuerdo al autovalor de Ss, J3 = —J,—J +
1,...,J —1,J. Las soluciones en un sistema de referencia arbitrario pueden ser obtenidas por
una transformacién de Lorentz de las soluciones (4.35) and (4.36), de donde estas tendran
la forma genérica,

Uy (@) = 320 namo (W2 ()01, n2) g + 012 (2) Iy, o)) en O, (4.38)
Uy (z) = 20 0 W (@) |0, o) + 0" (@) e, o)1), en O—, (4.39)

Aqui solo 2J4 + 1 componentes son independientes en cada solucion.

La solucién general de la ecuacién de Majorana es una superposicion infinita de aquellas
en (4.38) y (4.38),

U(r) =V, (x)+ V_(x) (4.40)
\Pi(JZ):ZJi \I’Ji(l'), J+:0,1,2,..., J_:1/2,3/2,5/2,... .
Teniendo en cuenta las relaciones (4.24) observamos que,

RV (z) = £, (). (4.41)
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Entonces, podemos introducir los operadores de proyeccién,
Vi (2)) = 1L ¥ (), (4.42)

I, =3(1+R), I =31-R), (4.43)

:
I, +1_ =1, (Iy)* =My, I =0.
Es importante notar que,
My, Sw] =11, T,] =0, II.L, = L,II+. (4.44)

Observamos que las soluciones de Majorana son consistentes con la clasificacion usual
de las representaciones del grupo de Poincaré, es decir, satisfacen las ecuaciones de Klein-
Gordon y la condicién debida al vector de Pauli-Lubanski, W#* = %e“”’\”Sl, A\P,, cuyo cuadrado
es

1 1
WHW, = —§SWSWP2 + S, SHAPY Py = ZP2 + (PT)2 (4.45)

En la ultima ecuacién hemos hecho uso de las identidades (4.22). Asi, restringiéndonos a las
soluciones de la ecuaciéon de Majorana (on-shell), estos satisfacen

(P*+m3)V,(x) =0, WHW, U ;5 (z) = m3J(J + 1)V 5(z). (4.46)

Hemos observado que solo los generadores del algebra AdS han sido importante en esta con-
struccion. Estos operadores dejan invariante los subespacios O, y O_, sin embargo podemos
observar algo importante. La suma directa de los subespacios, O, € O_, tiende una repre-
sentacién irreducible de la superélgebra osp(4|1), donde la supercarga L,, intercambia ambos
subespacios. Asi, parece posible construir una (super)simetria basada en este operador, ma-
peando soluciones de espin entero a las de espin semi-entero y vice versa. Observaremos que
esto es de hecho posible en el capitulo 5.

4.2.2. Coordenadas de cono de luz en la ecuacién de Majorana

Estudiando la ecuacién de Majorana en la representacién de Schrodinger de los oper-
adores de AdS, un nueva perspectiva puede ser obtenida. El dlgebra AdS actuara sobre los
grados de libertad internos ¢;, de los campos de Majorana ¥ (zx,q). Asi, las soluciones de
la ecuaciéon de Majorana estdn definidas en un espacio-tiempo extendido (z,,¢;). Las co-
ordenadas ¢; son las que proporcionan los grados de libertad de espin, en forma analoga a
como el mecanismo de Kaluza-Klein proporciona grados de Libertad de Gauge. De manera
sorprendente, cuando resolvemos la ecuacién de Majorana en coordendas de cono de Luz,
la ecuacion de Majorana se vuelve equivalente a la ecuaciéon de Schrodinger estatica de un
oscillador en el espacio tendido por las coordenadas ¢;. Procedemos ahora a resolver esta
ecuacion en dichas coordenadas.

Definamos las coordenadas de cono de Luz. Para un vector arbitrario V*, u = 0,1,2, 3,

0 1 . . . 7
estas son: V. = V\%V , mientras que V!, V2 se mantienen. Usamos esta notacién, y ademés
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hacemos explicita la dependencia de los campos en las coordenadas g;. Reescribimos entonces,
(4.1) la siguiente forma,

(=P,T_ — P.T'y + P,T's + PsT's — M)W(x, q) = 0. (4.47)

en particular (ver B.2)

1
r, = + I =———(Z+¢).
+ 2\/—<771 772) 2\/5(‘]1 Q2)

Consideremos una solucién de la forma,
U(z,q) = exp(iz’p.) f (g, p)-

Asi, en (4.47) podemos reemplazar el operador P* por su autovalor p*. Aqui, f(q,p) es una
funcién de p, y de las coordenadas ¢;. Entonces,

(=PT- =PIy + Bly + P3I5) V(2 q) = (4.48)

2 2 2 2
p- (MitN | oG+ a; Dot — P3Gz D3sqi — pzcn)
(A2, + — + T(x,q),
V2 ( 2 2 V2p_ V2p_ (.9)

donde

» 1 ( p§+p§)—p2
w=—|py— = —5.
p_ 2p_ 2p2

El termino dentro del parentesis en las segunda linea de (4.48), es el Hamiltoniano de una

particula sobre el plano tendido por las coordenadas g;. El coeficiente p*p, y p— son siempre

diferente de cero, ya que las particulas consideradas son masivas y por lo tanto se propagan

dentro de su cono de luz. La particula es también afectada por un potencial harménico, y

hay un término de interaccion que puede ser reescrito como el acoplamiento minimal a un
campo de gauge sobre el plano,

(—~PyI_ — P_Ty + By + Pyly)W(z, q) = V%W;“+M“%)wmw (4.49)

Sin embargo, el campo A; puede ser eliminado por una transformacién de gauge,

0 4_P (41 — 43) = 230102
dq;’ 2\/_p_

Asi que podemos absorber esta interaccién en un factor de fase. Finalmente, la ecuacion de
Majorana es rescrita como,

(PT— M)U(r.q) — p_—((ﬁ—zAijwﬂ%;qg_\/f_JW) W(z,q)

A = (4.51)

o T o

(Wz 208 a3 VM ) exp(—id) Uz, g) (4.52)
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El factor exp(i¢)p_ es finito diferente de cero, como consecuencia de que la particula es
masiva, de hecho, esto asegura que p_ > 0. Como resultado de igualar a cero la ecuacion
(4.52), resolver la ecuacién de Majorana es equivalente a resolver la ecuacién de Schrédinger
para un oscillador planar,

—9 2, .2
(% + w2% - 5) V'(z,q) =0. (4.53)
Donde, £ = % y V'(z,q) = exp(—i¢)¥(x,q). Recuerde que ¥(z,q) = exp(izp,)f(q,p);
(4.53), por lo tanto esta es equivalente a,

—9 2, 2 ~
(% TS ;r L 5) fla,p) =0, (4.54)

donde f (¢,p) = exp(—io)f(q,p), es la funcién de estado del oscilador. La solucién no-
normalizada, depende de dos ntimeros enteros,

~ w
Joina (0, p) = exp <—§(Qf + QS)) H,, (wq)Hpy (wga),  na,ma=0,1,2,...

Aqui H,(r) es el polinomio de Hermite de orden n. A esta solucidn, corresponde un oscilador
de energia,

E=wln+ny+1), ny, ng =0,1,2,...
@ y w? = — 5 Asi, la cuantizacién de la energia del
oscilador, es en el espectro de Majorana, la cuantizacion de la masa,

2
Pero, debemos recordar que £ = z

_p2:mmn> Mpn = M .
’ ’ (n1+n2+1)/2

Mm,n

Esta restriccién para p?, impone w = Tor A esta frecuencia del oscilador denotamos wy, n,-
. :
Para mas claridad, es conveniente escribir la solucién del sistema planar como

Wny,ng

2

fm,nz (qvp) = eXp <_ (cﬁ + q%)) Hm (wm,mql)an (wnlmz(h)'

Volviendo a las solucién de la ecuacién de Majorana: ¥(z, q) = exp(izp,)f(q,p) =

exp(iztp,) exp(ig) f(q, p). Que, finalmente, serda una superposiciéon de aquellas dependiendo
sobre el par (n, ns),

Upimo (2,q) = exp(iz”p,) exp(id) fo, s (4, D), (4.55)

Wny,ng

2
exp (pQ(q% - qg) - 2p3Q1Q2 + Mpy ng <Q% + q%)) .

7
2\/§p_

My n Mpyn . T
Hp, (—=222 1) Hyy (—="2 q2) exp(izt'p, )6 (p° — /p'p' + m?),
V2p_ V2p_

= exp(iz”p,) exp(ip) exp (— (¢ + QS)> Hyp, (Wny ny Q1) Hiy (Wny n002),
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con ¢ definido en (4.51). Es decir, la solucién completa de la ecuacién de Majorana es,

o0

U(z,q)= Y Upulr.q), (4.56)
ni,n2=0
con cada componente satisfaciendo,
(P*+m )V, s (2, q) = 0, n;=0,1,2, ... (4.57)

Podemos verificar que el cuadrado del vector de Pauli-Lubanski, W# = %e“”’\pS,, AP,
1 1
WHW, = —§S“VSWP2 + S, S*APY Py, = ZP2 + (PT)?, (4.58)

toma sobre estos estados los valores (on-shell)

WEW, Wy (2,0) = m2. . J(J+ DW(rq),  J = 22 (4.59)

ni,n2 2

Aqui hemos usado las identidades (4.21,4.22). La solucién, (4.56) puede ser convenientemente
rescrita,

U(z,q) = V(x,q), J=0,1/2,1,3/2, ... (4.60)
J
Ny + No
Uy(z,q) = nzn: Uome(z,q), talque J= 5 (4.61)

Es decir, la ecuacion de Majorana es una superposicién de un infinito numero de campos,
llevando una representacion del grupo de Poincaré caracterizadas por su masa y espin,

M

(PP +m3)Vy(e.q),  WW(x,q) =miJ(J+ 1)Vy(z,q),  my= (J+1/2)

Debido a que J = (n; + n2)/2, hay 2J + 1 posibles combinaciones de n; y ng, para cada
representacion de Poincaré. Esto corresponde a los estados de Polarizacion; la proyeccion del
espin en el eje z.

El operador de reflexién (4.26) puede expresarse en terminos del operador de numero de

los osciladores;
R = (—1)"Hr2),

O en forma equivalente,

R=(-1)%.

Este tiene autovalores +1, es decir, RU,,, ,,(z,q) = (=1)™+"2)W, . (z,q). Los auto-espacios
del operador de reflexion tienen espin entero o semi-entero,

\Ij(x7Q> = \Ij+('x7Q) + qj*@%Q)a R\Pi<x7Q> = :E\Di(x7Q)7 (462)
Ui(z,q) =3, Vs lz.q), Jr=01,2.., J =1/2,3/25/2,.. (4.63)
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0= {ln, m)} Automorfismos de la red
|0, n) —J (diagrama de raices s0(3,2))
B / s
2
(0) -J+1 LI
araf fai
-J+2
5 N e i L B
; estados
‘If{,”lz H de polarizacién o —
I — aja a
\If(") \\\ \ ki « L
I=hy J-2 a5 2
‘I"fiu=)1 \ | |/ J—1
() /
\IJ'J ;é\ \ J
o) \ \ /
e e In, 0)
Subespacio par O, ={+} Subespacio impar 0 = {x}

Figura 4.1:

Las principales propiedades de la teoria de Majorana pueden ser resumidos en el siguiente
cuadro,

Aqui, cada punto de la red representa un ket |[nm) en el espacio de Fock. Los generadores
del dlgebra AdS, so(3,2), actian sobre la red como automorfismos de esta, mapeando puntos
proximos, pero con d(n +m) = £2, y asi, dejan invariantes los subespacios n + m = par y
n+m = impar; O, y O_ respectivamente. La accién de los generadores de AdS sobre la red,
es equivalente a su diagrama de raices. Hay dos operadores que dejan invariante cada punto,
%= —2(N + Ny + 1) y 52 = 2(N; — Ns). Estos pertenecen a la subélgebra de Cartan de
s0(3,2).

Las soluciones de la ecuacién son expandidas sobre el espacio de Fock, y asi a cada punto
en el diagrama 4.1 es asignado una funcién escalar etiquetada con los numero (n,m). Los
subespacios de la red (n +m) = cte, corresponden, en el sistema de reposo, a los estados de
polarizacion de una particula de espin J = (n+m)/2 (ver (4.60)). El generador de rotaciones
512 deja invariantes estos subespacios, cambiando los estados de polarizacién.

4.3. La nueva ecuacion de Dirac

En 1971 Dirac propone una nueva ecuacién [7]. Esta describe una particula escalar sin
masa. El espin y la masa de esta particula son fijadas a través de las ecuaciones de consistencia
de la nueva ecuacién de Dirac, las cuales son, la ecuacién de Klein-Gordon y la ecuacion de
Majorana. En nuestras convenciones, la nueva ecuacién de Dirac es,?

D,|¥(z)) =0, where D, = (—iP"y,+m), L. (4.64)

2La correspondencia con las convenciones del paper original de Dirac [7] son, g, = Lq, a® = ()%, a! =

(72)‘11770[2 _ (73)ab and o3 = (,yl)ab'
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La similitud con la ecuacién de Dirac usual es enganosa. Aqui |¥(z)) es un campo de infinitas
componentes (tal como los de Majorana en la seccién previa) y no tiene un indice espino-
rial a. La nueva ecuacién de Dirac no es invariante de Lorentz. Sin embargo transforma,
covariantemente,

[jMV’ Da] - _(Vuu)ath

como un espinor. Por lo tanto, si esta ecuacién es valida en algtn sistema de referencia, lo
sera también el cualquier otro. Para obtener ecuaciones de consistencia, podemos contraer
el operador D, en (4.64) con L°()\),%, donde (\),° es una matriz arbitraria 4 x 4. Asi,
obtenemos quince ecuaciones de consistencia. (Para A = 7977273 obtenemos una identidad
0 = 0.) Estas ecuaciones pueden ser organizadas como,

(PHT, — gm)|¥(z)) =0, (4.65)
(mDy + 1P, —iS,,P")|¥(z)) =0, (4.66)
(TP, — T, P, +imS,,)|¥(zx)) =0, (4.67)

WH|U (z)) =0, (4.68)

donde W* es el vector de Pauli-Lubanski. La ecuacion de Klein-Gordon aparece cuando
requerimos que el conmutador,

[Day DI W()) = iCop(P? + m?)|W(x)) = 0, (4.60)

sea cero, on-shell. Observamos que la ecuaciéon de Majorana es una de las ecuaciones de
consistencia, (4.65), con el parametro de masa M = m/2. La ecuacién de Klein-Gordon
(4.69) extrae desde las soluciones de la ecuacién de Majorana (4.65), aquella de espin cero.
Vemos esto empleando la formula de masa (4.34), para la cual la masa ya esta fija (m) y se
debe satisfacer que m = M/(J +1/2) = (m/2)/(J + 1/2), por lo que J = 0. Por lo tanto,
la nueva ecuacion de Dirac describe una particula masiva de energia positiva y espin cero.
La solucién de la ecuacién de Dirac es nada mas que aquella |V, —o(z)), de la ecuacion de
Majorana.

Es ilustrativo escribir la solucién de la nueva ecuacién de Dirac empleando una rep-
resentacion de coordenadas del espacio interno. En este caso, los generadores de AdS son
representados como operadores diferenciales (B.2) actuando sobre una funcién definida sobre
el “plano interno” (g1, gz). (Formalmente ¢, (z,q) = (q|V s, =o(x)).) Esta es,

(4.70)

—mlal ) — i —g) T 200w (i#p.)

2(p° — pt) e
donde A es una constante arbitraria. Esta es una funcién par bajo reflexiones de las coorde-
nadas internas ¢;,

() = Aexp{

R¢+($7 q) = ¢+(l‘, Q)
En el sistema de reposo, esta se reduce al estado base de un oscilador planar,

f)(t, q) = Aexp {M} exp (—itm) = A{q|00) exp (—itm). (4.71)

La ecuaciéon de Dirac (4.64) describe entonces una particula libre de espin cero y masa m.
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4.4. La ecuacion de Staunton

En 1974 Staunton [9] observé que la ecuacion the Majorana y la ecuacién de Klein-Gordon
pueden ser obtenidas desde (4.66), sin necesidad de usar la nueva ecuaciéon Dirac (4.64).
Staunton, mientras estudiaba la posibilidad obtener interacciones, modifico esta ecuacién
introduciendo un coeficiente arbitrario x en frente de P,. El observo, que esta ecuacién es
consistente con una representacién del grupo de Poincaré solo para dos valores, k = % y
k = 1. Esto es,

DPW(z)) =0,  DW =ml, + KP, —iS,,P". (4.72)

Como ecuaciones de consistencia, (4.72) produce la ecuacién de Klein-Gordon y Majorana,
(P?+m?)|¥(z)) =0, and (P'T, —mk)|¥(x)) = 0. (4.73)
La ecuacién de Klein-Gordon aparece cuando requerimos que el conmutador,
[D,., D,]|¥(z)) = [~i(P? +m*)S,, — B,D, + P,D,] |¥(z)),

produzca cero. Entonces, contrayendo con S** por la izquierda y considerando (4.4), encon-
tramos que se debe satisfacer la ecuacion de Klein-Gordon equation. La ecuacién de Majorana
se obtiene cuando en (4.72) contraemos con P* y luego usamos la ecuacién de Klein-Gordon.

De (4.73) y (4.58), para k = %, obtenemos W#W,, = 0. Asi que el espin es cero, por lo
que esta ecuacion es equivalente a la nueva ecuacién de Dirac, i.e., tienen la misma solucion
(4.70). Para k = 1 tenemos,

WHW, = m? & (1 + 1) : (4.74)
2 2
asi que el campo descrito por (4.72) tendra espin %

La solucién de la ecuacién de Staunton (4.72), en la representacién de coordenadas del
espacio interno, puede ser expresada en términos de la solucién de la ecuacion de Dirac
(4.70),

\II—(‘I7 q) = (B(h + Cq2>\11+(q;7 Q)a (475)

donde B, C son constantes arbitrarias. Notamos que ¥_(z,q) es una funcién impar bajo
reflexiones de las coordenadas internas ¢;,

RY_(2,q9) = =V _(z,q).

En el sistema de reposo, (4.75) se reduce al primer estado exitado de un oscilador harmonico
planar,

v(tq) = (Bg+ Cgo)exp {@} exp (—itm) (4.76)
= (B{q|10) + C{q|01)) exp (—itm).

Estas soluciones pueden ser escritas también en la representacion de Fock. En el sistema
de reposo, (4.71) y (4.76) toman la forma,

W () = exp(—itm)y?00).. espin 0,
(4.77)
0O (2)) = exp(—itm) (¥3_|00),— + 92, [00)_.) espin 3,
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(ver (4.35) para J, =0,y (4.36) para J_ = %) Después de una transformacién de Lorentz
arbitraria, todos los estados del subespacio O, o O_ son alcanzados, cf. (4.38) y (4.39),
donde los tnicos coeficientes independientes serdn ¢, (espin 0), o % y ¢%, (espin 1/2).
Mientras que todos los otros coeficientes seran combinaciones lineales de estos. Note también
que,

1 1
S5:100) 4+ =0, S:100) - = —§|00>+—7 S:|00)—+ = 5’00>—+-



Capitulo 5

Supersimetria en la teoria de
Majorana

Hemos visto que la ecuacion de Dirac (4.64) and Staunton (4.72) extraen respectivamente,
por medio de la ecuacion de Klein-Gordon, las soluciones de espin J =0y J = %, desde el
espectro de Majorana (4.1). Ahora mostramos que estos dos casos pueden ser unidos como
un solo sistema supersimetrico [93]. Usando los proyectores (4.42)

(D,/*114 + D1 [ (z)) = 0, (5.1)

donde los Dy, son los operadores en la ecuacién de Staunton (4.72). Asf (5.1) es equivalen-
temente

D,|U(2)) =0, D, =ml,+ &P, —iS,,P". (5.2)

La ecuacién (5.2) se consigue elevando la constante de Staunton x a un operador, &, sobre

© 1
f=1(B-R), (5.3)

cual toma el valor apropiado para el sistema de Dirac y Staunton,
. 1 .
RV (2)) = 5|04 (), R[T-(2)) = |V-(2)). (5-4)

Sin embargo (5.2) difiere con la de Staunton equation (4.72) en que el operador # es no-
local en las variables internas ¢;, i = 1, 2. Ademés, debido a que la solucién general de (5.2) es
una combinacién arbitraria de (4.70) and (4.75), nuestra ecuacién activa simultaneamente los
campos de espin 0 y 1. Proyectanto I, D, |¥(z)) = D}/2|\Il+(:v)>, conseguimos el sistema de
espin-0 de Dirac, reducido al subespacio O, , y para II_D,|¥(z)) = D|¥_(z)) conseguimos
el sistema de Stauton de espin—%, en el subespacio O_. Finalmente, nuestra ecuacién describe
un supermultiplete con contenido de espin (0, %) Como condiciones de consistencia, nuestra

ecuacién (5.2) implica, otra vez, las Ecs. de Klein-Gordon and a Majorana,

(P* +m?)|¥(x)) =0 (5.5)

(P'T,, — mi)|¥(z)) = 0. (5.6)
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La primera fija la masa en ambos sectores, a ser m. El término de masa en la ecuacién de
Majorana es ahora un operador, M = mk, el cual toma el valor correspondiente actuando
en cada subespacio,

I, (PPT, — m&)|¥(z)) = (P'T, —im)|¥(2)), espin entero,
(5.7)
I_(P*T, — mk)|¥(z)) = (P"T, — m)|¥_(z)), espin semi-entero .

La ecuacién de Klein-Gordon (5.5) implica que el espin de cada solucién en (5.7) es obli-
gatoriamente el mas bajo posible, es decir, cero para |V, (z)) y 35 para |U_(z)). Esto es
consistente con la formula de masa (4.34), la cual produce la misma masa para |V (x)) y
V- (x)),
m/2 m
= = m
0+1/2 1/2+41/2

cf. también (5.5). Debido a nuestra representacion especifica (4.8) de SO(3,2), tenemos las
relaciones (4.22), de las cuales obtenemos la identidades

WHD, =0, PD,, =0, (5.8)
donde W* es vector de Pauli-Lubanski, y

1 . .
P, = St (3k — 1)(PD)I', +iRS,, P”. (5.9)
Las relaciones (5.8) indican que solo dos componentes de D,, producen ecuaciones indepen-
dientes. Las cuatro componentes son necesarias para asegurar la covarianza explicita de la
teoria.
Ahora debemos identificar el operador de supercarga. Consideremos el operador espino-
rial,

1
Qa - ﬁ(_iRPmyﬂ+m)abLb a = 1a"'747 (510)

donde L, son las supercargas del dlgebra interna osp(4]1), en (4.6). Este operador es observ-
able con respecto a las ecuaciones de movimiento, debido a que

7 ) 1
[D,, Qd] = —%R(Iﬂ +m2) (Vu)a" Ly + (i, — Epu)abDbm ~ 0, (5.11)

y consistentemente, también con respecto a las ecuaciones de Klein-Gordon y Majorana. En
(5.11) Dy es el operador de Dirac en (4.64); aqui y en lo que sigue =~ denota igualdad sobre
la superficie definida por las ecuaciones de campo.

Este operador transforma la particula de espin 0 a la de espin %, y vice-versa. Para
mostrar esto, sea | Uy (z)) = I |¥(x)) la solucién de (5.2). Entonces, debido a Ecs. (4.44) y
(5.11), tenemos Q 11y =11:Q,, ¥

Qa|V(2)) ~ [Vi(2)).
Es ilustrativo verificar esto en el sistema de reposo, donde

QU (2)) = Vam (af, af , +iat, +iag) |9 (x)). (5.12)
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con (4.77), Ec. (5.12) produce
QU (@) ~ W), QLI (2)) ~ (W ()).

El operador @), satisface la relaciones de anticonmutacién no lineales,

{Qaa Qb} = (_SPM + Z“)(’Vu)ab - 4Z‘mZ/U/(%W)ab (513>
2 2 2\ ( g 1 A v m 4 I m
—|—E(P +m*)(iS,,Y" + 4ZEPHSV)\P 4+ T )b — E<PF — mR) (Y P") ab,
donde
7t = —RP", — ZM =ghPrAS,,, (5.14)
Y P,P, P,P,
Ty = 77,11«7/ — ;21/ ~ 7”]#,/ + ;lQV' (515)

Notemos que, Z,, es la expresion covariante del operador de espin S;;. (En el sistema de
reposo, los proyectores se reducen a m,, = (0,0;;) asi que Z,, se reduce a 5;;.) Observamos
que el primer término en el anticonmutador (5.13), (=3P* 4+ Z*)vy, = —(3 + R)(P7), es
defnido positivo.

Los términos en la segunda linea de (5.13) incluyen, como factores los operadores en las
Ecs. de Klein-Gordon y Majorana. Estos producen cero, en la superficie definida por las
ecuaciones de movimiento. Asi, on-shell obtenemos el anticonmutador,

{Qav Qb} ~ (_3Pﬂ + ZM) (7/1)(11) - 4imZ#V<7,uu)ab- (516)

Los generadores de transformaciones de Lorentz y traslaciones P, y J,., junto con la super-
carga ()., producen las relaciones de conmutacion

[\.7#1/7 j)\p] = i(n,u)\jup + nupjp)\ - nupju)\ - nllz\j,up)a (517)
[j;wa PA] - i(n,u,)\Pl/ - T]V)\P;L)7 [Puu PZ/] - 07
[Ty Qo) = = (W )a"Qp, [P, Qa] = 0. (5.18)

Los operadores P,, J,, ¥ @, junto con los Z,, y Z,, que aparecen en el anticonmutador de
las supercargas, forman un conjunto de simetrias, de nuestro sistema,

[DWA] ~ O, for A= juy, P,ua Qaa Z;u Z/w- (519)

El operador de reflexion, en esta estructura (super)élgebraica, juega el papel de operador de
graduacion,

R, Jw] =0, [R,P,] =0, R, Z,) =0, R, Z,,) =0, {R,Q,} =0. (5.20)

Sin embargo aqui no tenemos, como en 2+1-dimensiones (ver (3.8), (3.9) y (3.11)), una
superalgebra de Lie, incluso on-shell. Esto se debe a que Z,, y Z,, son tensores de Lorentz



5.1 Ecuaciones de Majorana-Klein-Gordon y supersimetria de particulas de espin alto 56

invariantes bajo traslaciones, pero sus conmutadores con (), son no-triviales y no-lineales en
los generadores de simetria,

[Z,uu Qa] = QZ;LQCU [Z,Lw; Qa] = _ﬂ—u)\ﬂ'up(’y)\p)abe' (521>

Note también que,

[Z,Lu ZI/] - OJ [Z/u Zl/)\] - 07
(5.22)
(Zys Zap) = U0 Zup + TupZyux — TupZux — TurZup)-

A pesar de estas complicaciones relacionadas a la no-linealidad, un operador invariante
puede ser identificado con el operador de Casimir de superespin (hasta factor m?),

1
C=WH'w, — 6_4XMXM7 [C, A] =~ 0, (5.23)

donde x, = Q%(7,)a"Qp. On-shell este toma el valor
C =m>.

A pesar de tener una estructura no-lineal del tipo W-algebra [98], la identidad de Jacobi
es valida debido a la asociatividad de los operadores involucrados.

5.1. Ecuaciones de Majorana-Klein-Gordon y super-
simetria de particulas de espin alto

Ya notamos que las principales caracteristicas de la teoria de Majorana sugieren fuerte-
mente que algin aspecto de supersimetria debe estar involucrado. Hemos mostrado que de
hecho esto ocurre, para nuestra modificacién de la ecuaciéon de Majorana (5.6), para los es-
tados de espines mas bajo, es decir, cero y un medio. Es natural por lo tanto, peguntar si
esto puede ser generalizado a otros estados de espin superior. Requiriendo supersimetria, a
priori, sabemos que P? debe ser un operador de Casimir. Esto es consecuencia de la invari-
anza de traslaciones de la supercarga [@Q),, P,] = 0. Entonces, esperamos que la ecuacion de
Klein-Gordon aparezca como una condiciéon de consistencia. De hecho, cuando imponemos
simultaneamente,

(P2 +m?)| W, (x)) =0,  (P"T, — M;)|¥;(z)) =0 (5.24)
donde M; = (J+ 3)m, J =0,3,1,3, .., extraimos desde el espectro infinito de la ecuacién

de Majorana, una representacion irreducible del grupo de Poincaré de masa m, espin J y
energia positiva.

Nuestro objetivo aqui serd generalizar la supersimetria del supermultiplete de espin (0, %)
a uno con contenido de espin arbitrario (J;, J_) tal que |J, —J_| =n+3, n=0,1,2,... Por
convencion, J, es entero y J_ semi-entero. Primero, generalizamos la ecuacién de Majorana

(4.1) a
(P'T, — Ms,p)|¥(x)) = 0, (5.25)
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donde el parametro de masa a sido cambiado por el operador (cf. (5.6)),

Msp=m(S+1-RA), (5.26)
A== g =o0,1,.., J =13 ... (5.27)

’ 2 )

Y I
S = 2

N

)

N[

Proyectado al los subespacios par e impar del espacio de Fock, esta ecuacién produce

[ (PPT), — Mg )| W(2)) = (PPT), — M)W (x)) =0, (5.28)
Jp=0,1,..., J.=33 .. (5.29)

donde los campos |V, (z)) = I14|¥(z)) son proyecciones a los subespacios par e impar O..
Aqui hemos empleado ecs. (4.41), (4.42) y (4.44). Por construccién, la solucién de (5.25)
es la suma de |V, (z)) v |¥_(x)) pertenecientes a las series de espin entero (J;) y semi-
entero (J_), respectivamente, de las soluciones de la ecuacién de Majorana (4.1). Teniendo
en cuenta, Ms A|¥(z)) = M, |U4(z)), sigue de la formula de masa (4.34),

My, m(Jx 4+ 1/2)

T Tv12 g+ 0 O

my

De aqui que los estados de espin J, y J_ tiene igual masa; m. (5.25) tiene por lo tanto un
supermultiplete en su espectro, el cual es descrito por las ecuaciones

~

2n +1
(PP )W ) =0, (D= M )W (o) =0, 6% = ().

" 4
(5.30)
Su contenido de espin es,
(Jp=8—-A5, ] =8+A;). (5.31)

A esta degeneracién de masas para las soluciones de (5.25), debe estar asociado un oper-
ador observable, supercarga, que relaciona ambos estados. A continuacién construimos estos
operadores, empezando por el caso mas simple.

5.1.1. Supermultiplete (J,,J_) para |[AJ|=1/2

Acé encontraremos el operador de supercarga para el supermultiplete descrito por (5.30)
cuando n = 0, es decir, un supermultiplete usual con campos que difieren en espin 1/2. La

supercarga es,
1

1 .
QWY = ﬁ(:szP“% +m)e Ly,  AJ = £ (5.32)
Donde definimos AJ = J, — J_. Este es un operador hermitico y observable con respecto a
las ecuaciones (5.30), para n = 0,

~ RL,
[Py = Mg g, Q] = 2=2(PP+m?) = 0, [(P24m?), Q7] =0. (5.33)
La primera ecuacién de (5.33) solo expresa el requerimiento de supersimetria de que las
particulas en el supermultiplete deben tener la misma masa y asi, se requiere la ecuacién de
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Klein-Gordon. Siendo un operador espinorial, este intercambia estados fisicos de espin J, y
espin J_.

Teniendo en cuenta las ecuaciénes (5.30), las relaciones de anti-conmutacién (5.16) son
cambiadas por,

{Qéi)a l(;i)} ~ =2(1+28)P*(Vu)ab £ 2" (Vp)ab — 4imZM (Y )ap, DT = i%’ (5.34)

donde

7 11 1
Y IEAE para AJ:—Q,

0o

9 1
7o para AJ:? y §=

y Z's son los mismos que en (5.14).

La estructura algebraica de (5.16)—(5.18), (5.20)—(5.22), con (5.16) cambiado por (5.34),
se preserva. Los Z’s son cargas conservadas conservadas con respecto a las ecuaciones (5.30).
El operador invariante relacionado al super-espin es ahora,

1 1
+ = '/[/M|/‘/ — — A - - .
C =W, + — iy AT = - (5.36)
H3eea 2’
y toma el valor fijo,
3 1 159
+:2 2 — — = =, =, =, ... .
_ 2m? 1 5 37 11
C _T< _Z_L) <S+ZL)’ 5—1,1717---- (5.38)

Asi (5.30) describe un super-multiplete masivo de espines (Jy, Jy £+ 1/2) y masa m.

Limite de super-espin grande

Es interesante estudiar el comportamiento de nuestra superalgebra para valores grandes
del super-espin. Redefinamos primero la supercarga (5.32),

1
S ——CO) 5.39
Q g Y (5.39)

Off-shell esta satisface las relaciones de anticonmutacién

1 dim
&) OfY = 2P (y,)a Z*(V)ab — zm 5.40
{Qa ?Qb } (’Yu)ab 1+2S (Vu)ab 1+28 ('-Y/u/)ab ( . )
2(P? +m?) 1 4 X
S T (S, 4 di— PSP 4+ Tyt ) — —————(PT — M) (1P )as,
T I R T S BT )Pt
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mientras que los conmutadores de Z,, y Z,,,, con Ot se mantienen de la forma (5.21). Cuando
S — 00, (5.40) toma la forma usual del dlgebra de super-Poincaré con N = 1,

{Qgi)a Ql()i)} = —2P"(V,) ap- (5.41)
Por otro lado, definiendo
4m
v = —— 7 v
Wi 1+287*
en este limite obtenemos,

{0, O} = —2P (3 ) + WH (), and Wy, Q] =0 (5.42)

Usando (5.22), conseguimos

4dm

1+28

y en el limite § — oo, encontramos que W, se vuelve una carga tensorial abeliana.

Asi, con (5.41) o (5.42), off-shell obtenemos super-Poincaré sin o con carga central ten-
sorial abeliana y la no-linearidad de la superédlgebra previa desaparece. Estas cargas pueden
ser comparadas con aquellas cargas tensoriales que aparecen en contextos de supergravedad
y superbranas [94, 95, 96, 97].

(W, W) = (MuaWop + TupWin — T Wor — maW,),

5.1.2. Supermultiplete (J., J_) para |AJ| =n+ 1/2 arbitrario

Aqui construimos el operador de supercarga en el caso general de un supermultiplete
(Jo, J)y AT =+(n+1/2), n= O, 1,2, ... Este operador es simplemente [44],

Q=M = QP ...QY para  AJ = +(n+1/2). (5.43)

a1a2...a2n+1 a2n+1’

Este es un operador fisico, debido a sus relaciones de conmutacion con las ecuaciones de
movimiento,

[PPTy = Mg px, QS ] = (5.44)

:tR<P2+m2) I (F) H(E) I () 7,
Qm ( alQGQ Qa3 o Qa?”‘” +Q“1 a2Qa3 ) Qa2n+1 +Qa1 Qaz - Qazn a2n+1>7

[(P*+m?), Q] =0, (5.45)

las cuales on-shell, producen cero. También se puede corroborar que estos son operadores
hermiticos. ( En )= En .- El operador (5.43) mapea estados fisicos de espin
semi-entero J_ a estados fisicos de espin entero J, = J_+ (n+ 1/2),n = 0,1,2,..., y
viceversa. El operador (5.43) nos provee de una generalizacién de supersimetria, sin embargo
su (anticonmutador) se complica extremadamente para n > 0, ya que en general es un
operador altamente no lineal (involucra derivadas de orden n).

En esta forma, el sistema de ecuaciones de Majorana-Klein-Gordon (5.30) describe, uni-
versalmente, un super-multiplete masivo de espines (J+, J) = (S 2‘], S+ %) Nuestro

resultado previo es plenamente recuperado para § = ; and ANJ =
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5.2. Supermultiplete infinito
Considere el conjunto de campos |V ;(x)) tal que satisfacen el sistema de ecuaciones de
Majorana-Klein-Gordon (5.24)
(P?+m?)|W,(x)) =0,  (P'T,— M;)|V,(x)) =0, J=0,1/2,1,..,  (546)

Estos campos tienen espin J y masa m, asi existe una degeneracién infinita de masas. y
definamos

1
Df = —(£iP"y, +m), Ly, (5.47)
m
La nueva ecuacién de Dirac [7](4.64) puede ser escrita ahora
D, ¢(x,q) = 0.

Sabemos como condiciones de consistencia produce (P*4+m?)¢(z,q) =0, (PT — 2) ¢(z,q) =
0. Por lo tanto describe la primera particula (de espin cero) en la serie (5.46). Es interesante
que en un proceso constructivo, todas las particulas en (5.46) pueden ser obtenidas a partir
del campo bésico escalar ¢(z) = ¥V _o(x). De hecho no es dificil mostrar que el campo,

Uy(x,q) = (M2 W, 00 (2,q) =0, Worag...an, (2, q) = D DY .0 o(x,q),

azJ " a2y
donde (*1%>%27 gon constantes arbitrarias (Grassmann-par), satisface las ecuaciones (5.46).
mostrem . Tomé m
Demostremos esto. Tomé el campo,

Wyi1ya(z,q) = "Dy y(x,q). (5.48)

Ahora, suponiendo que ¥, (z, ¢) satisface la ecuacion (5.46), consideramos un campo ¥/, ,(z, q).
Entonces,

(P2+m2)\1/{]:|:1/2($aq)7 (PF—m(J+1/2:|:1/2)) \ij]:l:l/Q(xacI) :Oa J:Oa1/27173/27
(5.49)
Por lo tanto este tiene masa m y espin J £ 1/2. Este resultado sigue de,

1
[PT,D¥] = F— (P2 + m?®)L, = =D*, [P+ m? D =0,
2m 2
el cual produce

(PT—m (J +1/241/2)) Wy, n(w,q) = CDE(PT —m(J +1/2)) Wy(x,q) (5.50)

:Fg—:;(ﬂ +m*)V, (7, q), (5.51)
que son cero de acuerdo a nuestra suposiciéon. Debido a que esto es cierto para el campo
escalar de Dirac ¢(z) = ¥ ;—o(x), todos los campos W ;.o(z) pueden ser contruidos a partir
de este.

D son operadores fisicos con respecto al sistema de campos (5.46), asi que la combinacién
lineal
La = (D:+D;)/27
lo es también. Esta es la supercarga (4.6) de osp(4|1), de aqui todos los generadores osp(4]1)
son operadores observables. Por otra parte estas son invariantes de traslaciones, por lo que son
una simetria interna de (5.46. Concluimos entonces que (5.46) describe un supermultiplete
infinito el cual posee una simetria interna osp(4|1).



Capitulo 6

Conclusiones y comentarios
adicionales

6.0.1. Resumen de los resultados principales

Hemos construido un sistema supersimétrico de anyones el cual esta determinado por
un conjunto de ecuaciones de movimiento covariantes (3.3). Los campos llevan una repre-
sentacion del dlgebra de super-Poincaré construida sin emplear variables de Grassmann (ecs.
(3.8), (3.9) y (3.10)). Of-shell la super-algebra contiene terminos no-lineales, pero la lineali-
dad es recuperada on-shell o bien, en un limite de espin grande. Nuestro sistema, fue constru-
ido en base a el dlgebra infinito-dimensional, unitaria e irreducible, del algebra de Heisenberg
deformada la cual lleva dos representaciones irreducibles del grupo de Lorentz SO(2,1), con
sus espines desplazados en un medio. Esto, nos permitio construir el supermultiplete de-
scrito por nuestras ecuaciones. Las representaciones de grupo de Lorentz discutidas, son los
andlogos de aquellas en (341) dimensiones, de dimensién infinita y unitarias descubiertas
por Majorana [5]. Basados en esta analogia, construimos un sistema de ecuaciones covari-
antes describiendo un supermultiplete de espin (0,1/2) en (3+1)D. Generalizado la ecuacién
de Majorana en (3+1)D, construimos un supermultiplete de espin arbitrario (7, j + 1/2). El
algebra de super-Poincaré que caracteriza estos supermultipletes, es aumentada con términos
no lineales, que aun off-shell son preservados. Sin embargo, en un limite de espin grande, la
no linealidad es eliminada, obteniendo el algebra de super-Poincaré usual con N=1, o bien
extendida por una carga tensorial central. En (341)D, las particulas en el supermultiplete
tienen diferentes grados de libertad, los cuales corresponden a los estado de polarizacién o
proyeccion del espin en el eje z. Esto causa la no-linealidad de nuestra superalgebra. Cuando
el espin tiende a infinito Jy — o0, esta nolinealidad desaparece, en la misma forma que
1/Jy — 1/J_. Obtuvimos también una generalizacién de supersimetria, donde las parejas
supersimétricas tienen espines desplazados en un nimero semi-entero arbitrario. Observamos
también que a partir del campo escalar de Dirac (4.64), es posible construir una torre infini-
ta de estados con espines enteros o semientero, de masa m. todos estos campos pueden ser
relacionados por medio de los generadores del dlgebra osp(4|1), esta es, una simetria interna.

61
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6.1. Comentarios generales

Un problema de las teorias tratadas aqui, es que parecen presentar problemas con las
interacciones electromagnéticas. De hecho, no son conocidas soluciones acopladas a algu-
na interaccion de gauge en las ecuaciones de Majorana, Staunton o la nueva ecuacion de
Dirac, o sus andlogos en (241) dimensiones. En particular, Dirac observo que su nueva
ecuacion es inconsistente con la prescripcién de acoplamiento minimal U(1) [7, 8, 101]. Es
decir la consistencia de las ecuaciones requiere que el campo U(1) tenga curvatura trivial,
F, = 0,A, — 0,A, = 0. Staunton intento resolver este problema y probo que su ecuacién
[9] no presenta en forma inmediata, como ocurren con la nueva ecuaciéon de Dirac, la ob-
struccién F),, = 0. Sin embargo corroborando la consistencia de las ecuaciones acopladas
minimalmente uno obtiene cada vez, nuevos vinculos que imponen restricciones sobre la
derivadas de la curvatura de gauge, y el proceso parece no detenerse. Asi, la pregunta de si
las teorias de Majorana y Staunton tiene o no soluciones acopladas a un campo de gauge no
trivial se mantiene abierta. Los campos de Majorana pueden ser vistos como un conjunto
infinito de campos escalares, que satisfacen la ecuacién de Klein-Gordon. La ecuacion de
Majorana acopla los diferentes campos en una forma delicada tal que el conjunto de estos
puede adquierir un espin distinto de cero. Desde este punto de vista, puede ser, que la in-
troduccién de un campo-electromagnético externo rompa este equilibrio y asi, los campos de
Majorana no pueden ser observables, a menos que exista una solucion muy particular que
deje invariante el sistema. Las ideas de Staunton también han sido extendidas a un espacio
curvo [100].

Los campos de espin superior pueden ser descritos a través de super-twistores [102, 103,
104]. En particular, las descripciones [102, 103], se basan en la representacién fundamen-
tal de osp(4]1). Ahi los twistores A, satisfacen un algebra Heisenberg 2-dimensional en la
misma forma que las supercargas de osp(4|1), L,, que empleamos en nuestra generalizacion
supersimétrica de la teoria de Majorana. De hecho, la relacion L*L, = 2¢ es equivalente al
vinculo de helicidad en teoria de twistores. La caracteristica principal de los twistores es que
ellos se relacionan a generadores de simetrias del espacio tiempo mediante vinculos del tipo
P, — My, A = 0. En este contexto nuestra ecuacién vectorial (5.2) tiene una forma analoga
(ver Ec. (6.1) abajo) y genera un vinculo para la masa. Las ecuaciones de Majorana, Dirac
y Staunton pueden reescribirse en la forma,

Z1119;1(%)@[/(1% + M =0, Majorana,
mL* — iP*(v,)" Ly, = 0, NDE, (6.1)
K)PM - %(’Yﬂ)abLaLb - %PV('VMV)abLaLb =0, Staunton,

y compararse con los vinculos en la formulaciéon de twitores de campos masivos de espin
superior (ver por ejemplo [106, 107, 108, 109]).

La construccion de nuestras supercargas sin variables de Grassmann es posible gracias
al operador de reflexién R [R] en (2+1)D [(341)D], el que juega el papel de operador de
graduacién. El operador de reflexién es un operador (diferencial) no-local en los grados de
libertad internos, debido a su serie infinita (2.45) [(4.26)]. Como una aplicacién de super-
simetria sin variables de Grassmann observamos que en la seccion 5.1.2 que dos estados



6.1 Comentarios generales 63

de espines desplazados en un niimero n + 1/2 arbitrario pueden ser mapeados uno a otro
por un operador diferencial de orden 2n + 1, en la supercarga (5.47). En el caso usual de
supersimetria, esto no podria ser posible. En una cierta potencia de la supercargas el op-
erador obtenido serd trivial, debido a la naturaleza de Grassmann de las componentes de
las supercarga. La representacién “bosonica”de osp(4|1) empleada por nosotros, fue usa-
da también por Biedenharn [110], en una generalizacién de supersimetria. El encontro que
dos companeros supersimétricos pueden tener masas diferentes, basandose en una ecuacion
diferencial andloga a la de Majorana y cuyas soluciones tienen espin entero o semi-entero
ubicandose en trayectorias de Regge lineales. La supercarga encontrada por el, mapea esta-
dos fisicos a estados fisicos y son operadores no locales en las variables internas y de espacio
tiempo. Parece entonces que cuando se consideran supercargas “bosonicas” se abren nuevas
posibilidades para las realizaciones supersimetria.

Estas posibilidades se presentan cuando los campos de la teoria son representados por
medio de variables conmutativas. Nuestra afirmacién es que esto es posible a nivel clasico y
de primera cuantizaciéon. Sabemos que en segunda cuantizacién, los campos de Bose y Fermi
deben ser cuantizados, segun el teorema de espin estadistica, con relaciones de conmutacion
o anti-conmutacién®, respectivamente. Surge entonces la pregunta de si los campos de Ma-
jorana satisfacen o no el teorema de espin-estadistica y de si supersimetria sin variables de
Grassmann sobrevive de alguna forma después de cuantizacion. La primera pregunta fue
respondida en forma afirmativa [82] mientras que la segunda es una pregunta abierta.

Otro aspecto interesante, concierne al comportamiento colectivo de un sistema infinito
de fermiones como un anyon. Para esto consideramos el sistema de ecuaciones [65],

(Py —m) v (x) =0, n=0,1,2,.., (6.2)

(Jvy - O‘)abnmwgn(x) = 0. (6.3)
Estas describen una representacién irreducible del grupo de Poincaré con espin a—1/2 y masa
m. Pero podemos entender esta ecuacién en otra manera. (6.2) puede ser interpretada como
un conjunto infinito de campos de Fermi que satisfacen la ecuacion de Dirac; estos tiene espin
1/2 y masa m. Por otra parte, el nimero entero n etiqueta los diferentes campos de Fermi.
El operador J,, = (J,,)nn actiia sobre los grados de libertad n’ del campo Y (), acoplando
los diferentes campos de Fermi a través del vinculo (6.3), el que no involucra variables de
espacio-tiempo. En forma colectiva, estos campos transforman bajo una representacion,

y 1
j“ = —€uw\T p)\ + J,u - 57}17

del algebra de Lorentz, donde 7, son matrices de Dirac en una representacion de Majorana.
Observamos que cuando elegimos av = 1/2, una solucién del las ecuaciones (6.2) y (6.3),

v =5 (140 )

se transforma en un campo escalar. Aprendemos de esta ecuacién que muchos fermiones se
pueden comportar como un boson y aqui mas generalmente, como un anyon.

! Aunque recientemente han sido propuestas (e.g. [112, 113]) modificaciones en el formalismo de cuanti-
zacién canodnica mediante la deformacién de los corchetes de Poisson.
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Por otra parte, el indice n puede ser tratado como indice analogo al de isospin, pero
recorriendo un rango infinito. Podriamos decir entonces que el vinculo (6.3) acopla grados de
libertad de espin e isosopin, resultando en un un campo de espin a — 1/2, con « relacionado
al Casimir de “isosopinz esto puede ser comparado con las teorfas [2, 3, 4].

En el desarrollo de esta tesis, hemos hecho mencién varias veces a la equivalencia de
campos de Bose y Fermi en varios contextos.

Esto fue primero sugerido en el contexto de bosonizacién en (14-1)D. La extension de estos
conceptos a dimensiones a (2+1) dimensiones, esta relacionado a la existencia de anyones,
donde en general, los campos bésicos (bosones o fermiones) modifican su estadistica debido
a ciertas interacciones de gauge (de Chern-Simons). Desde un punto de vista los anyones
en la descripcion de teoria de grupos pueden ser considerados como un sistema infinito de
bosones o fermiones acoplados de una forma muy precisa. Lo mismo ocurre en el caso de
los campos de Majorana. En la teoria de 't Hooft-Hasenfratz-Jackiw-Rebbi de espin desde
isospin, observamos que las componentes escalares del vector de isospin, pasan a ser parte
de las componentes de un campo de Fermi, gracias a la presencia de un campo de monopolo,
en la fase rota de la teoria SU(2). Otra véz este comportamiento es realizado, bosones como
constituyendo un fermién. Por otra parte, ha sido mostrado que la compactificacion de teoria
de la cuerda bosonica, sobre una variedad de 16 dimensiones, contiene efectivamente todas
las teorfas de supercuerdas [45, 46, 47, 48, 49]. De esto argumentos, uno podria preguntar,
.puede ser que las particulas fundamentales sean bosones y que otras estadisticas, anyones o
fermiones, sean construidos desde estas? Lo que hemos hecho en esta tesis, es estudiar algunos
ejemplos donde los campos fermiénicos son construidos desde bosones y como supersimetria
puede ser realizada en estos sistemas.



Apéndice A

Deformacion del algebra de
Heisenberg: El operador de reflexion

Consideremos el dlgebra de Heisenberg generada por b* and b,
b=, b%] =1, N=b"b". (A.1)

Podemos ahora definir los operadores,

at =b*F(N)  a =F(N)b, (A.2)
F(N) = /1+ 2520 (A.3)

Estos operadores satisfacen el algebra de Heisenberg deformada
[a”,a"] =1+ VR, R=(-1)". (A.4)

Ahora el operador de nimero puede ser dado en términos de los nuevos operadores de cracion
y aniquilacion,

1 1
N = §{Cl_,a+} - 5(1 + V)7

y satisface también [N, a*] = +a*. Los operadores a™ y a~ actiian sobre el mismo espacio
de Fock que b™ y b, solo que ahora estos producen factores diferentes, como se deduce
de (A.2,A.3). Los vectores en el espacio de Fock, pueden ser dados en términos de ambos
operadores de creacion.

(b+)n|0> = Cn(a+)n|0>’ Cn = ([n]l/!)_l/Q? [n],! = H[l]m n=0,1,... (A5)

=1

n) =

S

Aqui [I], =1+ 1(1 — (—=1)")v. También se satisface b~|0) = a~|0) = 0, (n|n’) = dpn.
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Apéndice B
Representacion de so(3,2)

Representacion de Fock:

S =—ilar*+a3®—a;?—ay?), S%=—jlaf®—a3’+a;®—ay?), (BI)

Representacion de Schrodinger:

SP=Y @ - —q), S®=-Lmm+ae), S®=-iam-en), (B2)
S = —3(am + @ +1), S¥ =1 —ai —m+a), S®=—50nn—ae),
=—im+@+m+d), T'=—1-@+m5-da),

1
I = —2(qim — qonp), I3 = 2(qim2 + qomp). (B.3)
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