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Romero, Mauricio Valenzuela, Roberto Lav́ın, Paola Arias, Marco Olivares,
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amigos por hacer más entretenidos y amenos todos estos años. Salud.

También agradezco a todos los profesores que me guiaron y enseñaron
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Resumen

En los últimos años, el estudio de arreglos regulares de nanopart́ıculas
ferromagnéticas ha recibido considerable atención debido a que exhiben po-
tenciales aplicaciones en nanotecnoloǵıa y en la producción de nuevos disposi-
tivos magnéticos, como por ejemplo, medios de grabación de alta densidad
[1, 2], memorias de acceso aleatorio magnetoresistivas (MRAM) [3, 4], lógica
magnética [5, 6] y otras varias [6, 7] como también en biotecnoloǵıa [8, 9]. Ac-
tualmente es posible fabricar arreglos de part́ıculas con diversas geometŕıas,
entre las que destacan hilos [10, 11], cilindros [12, 13], anillos [14, 15] y tubos
[16, 17]. En ellos se ha observado, mediante diversas técnicas experimenta-
les, que las part́ıculas presentan configuraciones magnéticas bien definidas,
dependiendo de su forma y tamaño. Por ejemplo, si las dimensiones carac-
teŕısticas de la part́ıcula son del orden de unos nanómetros, la magnetización
es prácticamente uniforme [18], mientras que para dimensiones un poco mayo-
res, cercanas a los 100 nm, aparecen estructuras magnéticas no uniformes,
como los estados “flower” [19], “onion” [20] y vórtice [21], por ejemplo. Si el
tamaño crece al orden de los µm, aparecen configuraciones magnéticas más
complejas y se forman diversos dominios magnéticos.

Por otro lado, cuando la razón de aspecto (altura/radio) de la part́ıcula
es pequeña, la magnetización tiende a orientarse en el plano perpendicular
al eje de simetŕıa, mientras que cuando la razón de aspecto es grande, la
magnetización se orienta paralela al eje. Un aspecto determinante del com-
portamiento magnético de estos sistemas es la región central de las part́ıcu-
las, cuya magnetización suele ser diferente a la de la estructura restante.
Por ejemplo, los hilos y cilindros poseen material magnético en su eje y en
el estado de vórtice presentan una región central, llamada core, en la cual
la magnetización está orientada paralela al eje [21, 22]. Esto genera inesta-
bilidad magnética, dificultando el tratamiento teórico y la reproducibilidad
experimental. Sin embargo, anillos y tubos no presentan este core central, ya
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que están libres de material magnético en su eje de simetŕıa. De esta forma la
geometŕıa anular nos conduce a procesos de reversión más estables, manipu-
lables y predecibles, garantizando reproducibilidad en los sistemas de lectura
y grabación.

Está por consiguiente claro que para aplicaciones prácticas, la determina-
ción del rango de valores de los parámetros geométricos dentro del cuál cada
configuración es la de menor enerǵıa, es de gran relevancia. Sin embargo, las
mediciones experimentales no siempre permiten una identificación clara de
la estructura magnética interna de las part́ıculas, lo que hace importante la
realización del tratamiento teórico presentado en esta tesis.

En esta tesis nos enfocamos en las propiedades magnéticas fundamenta-
les de part́ıculas con simetŕıa ciĺındrica, en ausencia de campos magnéticos
externos, y a temperatura cero. Basados en la teoŕıa semiclásica del ferromag-
netismo [23], estudiamos las configuraciones magnéticas de menor enerǵıa en
sistemas con dimensiones desde unos nanómetros a los micrómetros. Vere-
mos detalladamente cómo la forma y geometŕıa de la part́ıcula determinan la
distribución interna de los momentos magnéticos atómicos. Consideramos sis-
temas aislados compuestos de materiales ferromagnéticos, como el cobalto, el
ńıquel, el hierro y algunas aleaciones como el permalloy, aunque sin embargo,
nuestros resultados son aplicables a cualquier material ferromagnético.

Esta tesis doctoral está organizada de la siguiente forma: en el caṕıtulo
introductorio presentamos las bases teóricas del magnetismo, y una breve des-
cripción de la fabricación de las nanoestructuras magnéticas. En los caṕıtulos
2 y 3 nos enfocaremos en las configuraciones magnéticas básicas para cilin-
dros y anillos. En el capitulo 4 estudiamos las configuraciones magnéticas
fundamentales y los modos de reversión en nanotubos magnéticos.
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2.2.1. Configuración ferromagnética en el plano (F1) . . . . . 24
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onion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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4.8. Enerǵıa y ancho de una pared de dominio tipo vórtice como
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Caṕıtulo 1

Introducción

Este caṕıtulo entrega una visión general de las motivaciones y teoŕıas de-
trás del estudio del nanomagnetismo. Si bien las propiedades magnéticas de
sistemas macroscópicos son bien conocidas, cuando alguna de las dimensiones
de una part́ıcula ferromagnética es del orden de unos cientos de nanómetros,
sus propiedades difieren notablemente de las observadas en un bulto. Esto
debido a que las longitudes caracteŕısticas de muchos fenómenos f́ısicos son
precisamente del orden de los nanómetros. Por ejemplo, una longitud carac-
teŕıstica en magnetismo es el ancho de una pared de dominio, es decir, la
extensión de la región de transición entre dominios magnéticos (ver figura
1.1). Se sabe que los materiales magnéticos macroscópicos se ordenan for-
mando estos dominios, los que corresponden a regiones del material donde
todos los momentos magnéticos atómicos se orientan en una dirección par-
ticular. Cuando alguna de las dimensiones de una part́ıcula es del orden del
ancho de las paredes de dominio, no es posible acomodar estos dominios y
las propiedades magnéticas dependen fuertemente de la forma y geometŕıa
del cuerpo. Por otro lado, cuando se reduce aun más el tamaño del cuerpo,
la magnetización se torna cada vez más uniforme. Esto ocurre cuando las
dimensiones del cuerpo son del orden de la longitud de intercambio (Lx),
cantidad que es del orden de unos pocos nanómetros, según sea el material.

En este caṕıtulo describiremos los aspectos más generales del magnetis-
mo, presentando las unidades básicas utilizadas, los momentos magnéticos,
y los distintos tipos de materiales magnéticos. Describiremos brevemente los
métodos de fabricación de nanoestructuras magnéticas y algunas de sus apli-
caciones. Presentaremos también los principios teóricos en los que están basa-
dos la mayor parte de los resultados presentados en esta tesis. Describiremos

9



1.1 Conceptos básicos 10

dominios

Pared de

dominio

Figura 1.1: Dominios magnéticos y paredes de dominio.

el modelo de magnetización continua y el tratamiento de las interacciones
magnéticas en esta aproximación.

1.1. Conceptos básicos

Las unidades básicas en el estudio de las propiedades magnéticas de los
materiales son los momentos magnéticos. En un átomo, esta cantidad
vectorial tiene dos contribuciones; la primera viene del momento angular or-
bital, es decir, del movimiento de una part́ıcula cargada, como un electrón
orbitando un núcleo atómico y produciendo un campo magnético semejante
al generado por una espira de corriente. La segunda contribución viene del
momento angular intŕınseco o esṕın (spin). La explicación del esṕın requie-
re de un tratamiento cuántico relativista que considera las simetŕıas de las
part́ıculas.

Desde el punto de vista de las propiedades magnéticas, podemos pen-
sar que los materiales están formados por pequeños imanes (los momentos
magnéticos) los que interactúan debido a diversos procesos f́ısicos. Según su
respuesta a campos magnéticos externos diferenciamos tres clases principales
de materiales; los diamagnéticos, los paramagnéticos y los ferromagnéticos.
Los materiales diamagnéticos no presentan un momento magnético atómico
en su estado fundamental, y por lo tanto no pueden presentan magnetización
espontánea. Al aplicar un campo externo sobre un sistema diamagnético se
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induce un campo magnético interno que se opone al campo externo y conse-
cuentemente estos materiales son repelidos por los imanes. El diamagnetismo
es un efecto muy débil, comparado con el paramagnetismo y el ferromagne-
tismo (descritos a continuación) y está inevitablemente presente en todas las
sustancias, por lo que es dif́ıcil de medir en materiales que no son puramen-
te diamagnéticos. Algunas ejemplos de sustancias puramente diamagnéticas
son, el hidrógeno, bismuto, plata, oro y cobre. En general, el comportamien-
to diamagnético se presenta en sistemas que contengan todos sus electrones
apareados y en sistemas atómicos o iónicos que contengan orbitales comple-
tamente llenos.

A diferencia de las sustancias puramente diamagnéticas, los materiales
paramagnéticos presentan un momento magnético atómico distinto de ce-
ro, aunque sin embargo son incapaces de magnetizarse en forma espontánea.
Estos materiales son atráıdos por los imanes y se caracterizan por tener una
susceptibilidad magnética positiva, es decir, al aplicar un campo externo, los
momentos magnéticos atómicos se alinean con el campo, reforzando aśı al
campo magnético aplicado. Algunas sustancias paramagnéticas son el alumi-
nio, el magnesio, el paladio y el titanio.

Los materiales en los que estamos interesados en esta tesis son los llama-
dos ferromagnéticos, como por ejemplo el hierro, cobalto y ńıquel. Estas
sustancias presentan un momento magnético atómico no nulo, al igual que
los paramagnetos, sin embargo, en los materiales ferromagnéticos los mo-
mentos magnéticos interactúan fuertemente entre si v́ıa una interacción de
intercambio (o exchange), donde cada momento magnético trata de orientar
a sus momentos magnéticos vecinos en su propia dirección. Esta interacción
de corto alcance es muy intensa y se origina en propiedades cuánticas de los
espines debido a la repulsión coulombiana entre electrones y al principio de
exclusión de Pauli. Debido a esta interacción, los materiales ferromagnéti-
cos son capaces de presentar magnetización espontánea, aún en ausencia de
campos magnéticos externos, y por tiempos lo suficientemente prolongados,
como para permitir almacenar información no volátil en bits magnéticos.
Esta caracteŕıstica de los materiales ferromagnéticos es la que los hace tan
importantes desde el punto de vista tecnológico.

Según sea el comportamiento de los electrones dentro de un sólido, se
utilizan dos tipos de modelos para describir part́ıculas ferromagnéticas; el
magnetismo localizado y el magnetismo itinerante. En los modelos localiza-
dos, cada electrón se mantiene fijo en un átomo, y entonces en cada sitio
de un sólido tenemos un momento magnético fijo. Los modelos itinerantes
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consideran electrones de conducción que dan origen a bandas desplazadas
que finalmente son las responsables de la magnetización. En nuestro trabajo
consideramos problemas descritos por modelos localizados del magnetismo.

1.2. Nanoestructuras magnéticas

Una nanoestructura magnética es un agregado nanométrico de átomos o
moléculas magnéticas con una estructura definida y con alguna dimensión
en el orden de los nanómetros. Gracias a la dimensionalidad reducida, estos
sistemas presentan una gran variedad de aplicaciones tecnológicas, como por
ejemplo, almacenamiento magnético de ultra alta densidad [1, 2], memorias
RAM magnéticas (MRAM) [3, 4], sensores de campo magnético, válvulas de
esṕın, y diversas aplicaciones en el campo de la biotecnoloǵıa y medicina,
como por ejemplo, entrega controlada de fármacos, biosensores y separación
qúımica [8, 9].

En los últimos años se han desarrollado diversas técnicas litográficas
(Electron-beam, X-Ray, interference), combinadas con deposición de material
y transferencia de patrones. También se han desarrollado métodos de auto-
ensamblaje, en las cuales las part́ıculas magnéticas son sintetizadas qúımi-
camente. Sin embargo, aún no hay un consenso sobre el tamaño, geometŕıa
del arreglo, propiedades magnéticas y técnica experimental. Detalles y refe-
rencias sobre los métodos de fabricación de nanoestructuras magnéticas con
simetŕıa ciĺındrica pueden encontrarse en los art́ıculos de C. A. Ross [12], M.
Kläui [15] y K. Nielsch [16, 17].

Diversas técnicas experimentales utilizadas en la fabricación de arreglos de
nanoestructuras utilizan métodos litográficos, mediante los cuales es posible
generar patrones geométricos por exposición de una lámina (resist layer)
sensitiva a la radiación o a un haz de electrones. Este proceso crea patrones o
máscaras donde se puede depositar material para formar arreglos de cilindros
o anillos. Asimismo, diversos procesos qúımicos permiten generar matrices
con simetŕıa ciĺındrica, la cual posteriormente es usada en la fabricación
de nanohilos y nanotubos. De aqúı que el estudio de nanoestructuras con
simetŕıa ciĺındrica no es una opción arbitraria, ya que debido a su facilidad
de fabricación y a las interesantes propiedades magnéticas que presentan,
estas estructuras son fieles candidatos a revolucionar la tecnoloǵıa basada en
dispositivos magnéticos.
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1.3. Modelo continuo para la magnetización

El ferromagnetismo es un fenómeno cuántico originado a nivel atómi-
co. La descripción completamente cuántica de un sistema magnético, como
los considerados en este trabajo, es prácticamente imposible, debido al gran
número de átomos en una nanoestructura magnética (∼106-109). Un punto
de partida más apropiado es dejar de lado la naturaleza discreta de la materia
y considerar medios continuos semiclásicos.

En los cálculos que presentaremos en ésta tesis adoptamos una descripción
simplificada de nuestros sistemas, en la cual reemplazamos la distribución
discreta de momentos magnéticos por una distribución continua, definida
por la función magnetización, M(r), de tal manera que M(r)δV corresponde
al momento magnético dentro del elemento de volumen δV centrado en r.
En esta teoŕıa, usualmente conocida como micromagnetismo [23], la enerǵıa
interna, E, de una part́ıcula ferromagnética de volumen V y superficie S,
está dada por la suma de cuatro contribuciones: dipolar o magnetostática, Ed,
dada por las ecuaciones (1.16) y (1.17); intercambio, Eex, dada por la ecuación
(1.6); algún tipo de anisotroṕıa, EK , (Ecs. 1.20 y 1.19) y la llamada enerǵıa
de Zeeman, EZ , que describe la interacción de los momentos magnéticos con
un campo externo. La enerǵıa total es un funcional de la magnetización, la
que a su vez es una función del espacio, es decir

E[m(r)] = Ed + Eex + EK + EZ , (1.1)

donde m(r) es la magnetización normalizada a la magnetización de satura-
ción M0,

m(r) =
M(r)

M0
. (1.2)

Para calcular la enerǵıa total de una part́ıcula ferromagnética es necesario
conocer su forma y la distribución de la magnetización dentro del volumen.
También es posible calcular la magnetización requiriendo que la enerǵıa sea
un mı́nimo, es decir minimizando el funcional E[m] con respecto a la mag-
netización:

δE

δm
= 0 . (1.3)

La solución de esta ecuación nos entrega todos los mı́nimos y máximos loca-
les de la magnetización. Para asegurarse de que la configuración magnética
obtenida del proceso de minimización sea realmente un mı́nimo hay que cal-
cular la segunda derivada en torno a tal solución, la que debe ser positiva, es



1.4 Enerǵıas 14

decir, el mı́nimo debe cumplir la condición

δ2E

δm2
> 0 . (1.4)

Debido al carácter no local de la interacción dipolar, es muy dif́ıcil encon-
trar en forma exacta las configuraciones magnéticas de menor enerǵıa y sólo
puede hacerse para algunas geometŕıas especiales, como por ejemplo en una
part́ıcula esférica. Una v́ıa alternativa a este proceso de minimización es uti-
lizar el método de Ritz, en el cual se asume a priori una cierta forma para
la magnetización con algunos parámetros minimizables, que es lo que ha-
remos en esta tesis, modelando diversos estados magnéticos fundamentales
observados en cilindros, anillos y nanotubos. En esta última geometŕıa estu-
diaremos también el proceso de reversión de la magnetización, el cual ocurre
principalmente mediante nucleación y propagación de paredes de dominio.

1.4. Enerǵıas

En esta sección describiremos los distintos tipos de interacciones entre
momentos magnéticos dentro de un sólido. Estas interacciones son considera-
das primero en un sistema discreto y luego llevadas a un sistema continuo. La
descripción de las interacciones magnéticas puede encontrarse en cualquier
texto avanzado del tema, como por ejemplo, los libros de A. Aharoni [23], G.
Bertotti [24], R. C. O’Handley [25] y S. Blundell [26].

1.4.1. Enerǵıa de intercambio

El origen del ferromagnetismo está en la interacción de intercambio (ex-
change), la que a su vez tiene su origen en la tendencia de los electrones a
reducir la interacción coulombiana. El intercambio no tiene un análogo clásico
y es causado por un solapamiento de funciones de onda vecinas. El carácter
antisimétrico de los estados electrónicos da lugar a un acoplamiento entre el
momento angular de esṕın y la función de onda espacial. En otras palabras,
si dos electrones tienen espines paralelos (siendo entonces descritos por una
función de onda de esṕın simétrica), ellos no pueden mantenerse demasiado
cerca el uno del otro, lo cual es caracteŕıstico de una función de onda espa-
cial antisimétrica. El hecho de que los electrones nunca se acercan demasiado
reduce la enerǵıa promedio asociada a la interacción electrostática. Es esta
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reducción la que favorece tanto el alineamiento paralelo de los espines, como
la aparición de un momento magnético en átomos e iones.

La interacción de intercambio es frecuentemente descrita en términos del
Hamiltoniano de Heisenberg,

Hex = −
∑

ij

Jij Si ·Sj , (1.5)

donde Si es el momento angular de esṕın de un ion localizado en el i-ésimo
sitio de una red, y Jij es la integral de intercambio que entrega la intensidad
del acoplamiento entre los espines i y j. Usualmente se considera Jij = J para
vecinos cercanos (nn), mientras que Jij = 0 en cualquier otro caso. La integral
de intercambio es positiva en ferromagnetos, lo que favorece el alineamiento
paralelo, y es negativa en otro tipo de materiales llamados antiferromagnetos.

Siempre que dos espines no estén paralelos en un ferromagneto, tendre-
mos algún costo en enerǵıa de intercambio. A partir del Hamiltoniano de
Heisenberg, y con el fin de llevar esta enerǵıa al continuo, podemos escribir
de la siguiente forma la enerǵıa de intercambio de un ferromagneto

Eex = −JS2
∑

nn

cos φij ,

donde φij es el ángulo entre espines vecinos. Los ángulos entre nn son siempre
pequeños, ya que las interacciones de intercambio son muy fuertes en rangos
cortos, por lo que podemos usar la aproximación |φij| << 1, de tal manera
que al expandir a primer orden obtenemos

Eex = −JS2
∑

nn

(
1−

φ2
ij

2

)
= E0

ex +
JS2

2

∑

nn

φ2
ij .

El primer término, E0
ex, es la enerǵıa de un sistema en el cual todos los espines

apuntan en la misma dirección. Este término no influye en los cálculos que
presentaremos en esta tesis y desde ahora en adelante será omitido, lo que
significa redefinir el cero en enerǵıa. El segundo término es el que da cuenta
de las variaciones de la magnetización en una part́ıcula ferromagnética y es
lo que llamaremos enerǵıa de intercambio, dada por

Eex =
JS2

2

∑

nn

φ2
ij .
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Por otro lado, si m̂i y m̂j son vectores unitarios y forman un ángulo φij

pequeño, entonces

|m̂i − m̂j|2 = |m̂i|2 + |m̂j|2 − 2 |m̂i| |m̂j| cos φij = 2(1− cos φij) ≈ φ2
ij ,

de manera que |φij| ≈ |m̂i − m̂j|, donde m̂ es un vector unitario paralelo a
la dirección local de la magnetización M, y está dado por

m̂i = m̂(x, y, z) ,

mientras que el momento magnético vecino, lo escribimos en términos del
vector (ri) que une los momentos magnéticos i y j, es decir

m̂j = m̂(x + rix, y + riy, z + riz) ,

de manera que al expandir en serie de Taylor se obtiene

|φij| ≈ |m̂i − m̂j| ≈
∣∣∣∣rix

∂m̂

∂x
+ riy

∂m̂

∂y
+ riz

∂m̂

∂z

∣∣∣∣ ≈ |(ri ·∇)m̂| .

La enerǵıa de intercambio puede escribirse como

Eex =
JS2

2

N∑

i=1

∑
ri

|(ri ·∇)m̂|2 .

La primera suma corre sobre todos los sitios de la red, mientras que la segunda
sobre los sitios vecinos al sitio i. Para cristales con simetŕıa cúbica, la suma
sobre vecinos resulta

∑
ri

|(ri ·∇)m̂|2 = 2a2
0c

[
(∇mx)

2 + (∇my)
2 + (∇mz)

2]

donde c es el número de sitios atómicos en una celda cúbica de lado a0. Para
una red cúbica simple, c = 1, mientras que para una bcc, c = 2, y para una
red fcc, c = 4 [23]. De esta forma, al tomar el ĺımite al continuo en la suma
sobre la part́ıcula, la enerǵıa de intercambio puede escribirse como [23],

Eex = A

∫

V

[
(∇mx)

2 + (∇my)
2 + (∇mz)

2] dv , (1.6)
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donde mi = Mi/M0 para i = x, y, z. A es la llamada constante de stiffness
del material ferromagnético y está definida por

A =
JS2

a0
c , (1.7)

para materiales con estructura cristalina cúbica. Para cristales hexagonales,
como el cobalto,

A = 4
√

2
JS2

a0
. (1.8)

La enerǵıa de intercambio (Ec. 1.6) prefiere alinear todos los momentos
magnéticos en una única dirección, sin importarle cual dirección sea ésta,
y penaliza cualquier variación espacial de las componentes de la magneti-
zación. En otras palabras, el mı́nimo de esta enerǵıa se obtiene cuando la
magnetización es uniforme, es decir cuando m = (mx,my,mz) es constante
y no vaŕıa en el espacio encerrado por el ferromagneto [23].

Frecuentemente se usa como escala natural de longitud la llamada longi-
tud de intercambio, Lx, la que se define por

Lx =

√
2A

µ0M2
0

. (1.9)

1.4.2. Enerǵıa dipolar

La enerǵıa dipolar o magnetostática se origina en las interacciones clási-
cas entre dipolos magnéticos dentro de un material. Consideremos una red
compuesta de dipolos magnéticos localizados, con µi el momento magnético
en el sitio de red i, y hi el campo debido a todos los demás dipolos [23]. En
ausencia de fluctuaciones térmicas, la enerǵıa potencial del sistema es

Ed = −µ0

2

∑

i

µi · hi , (1.10)

donde el factor 1/2 es introducido para evitar la doble cuenta de interacciones.
Si dibujamos alrededor del sitio i una esfera “f́ısicamente pequeña” de radio,
R, grande comparada con la celda unitaria, y pequeña de manera que la
magnetización dentro de la esfera sea uniforme, entonces todos los dipolos
externos a esta esfera pueden ser considerados como un continuo para calcular
el campo en el sitio i. Por lo tanto el campo hi puede ser evaluado tomando
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el campo H de todo el material como un continuo, sustrayendo el campo
continuo dentro de la esfera (−M/3), y sumando el campo h′i debido a los
dipolos discretos dentro de la misma esfera. El campo hi (en unidades MKS)
puede ser escrito de la siguiente forma

hi = H +
1

3
M + h′i , (1.11)

donde el último término es una suma sobre campos debido a dipolos puntuales
dentro de la esfera, es decir

h′i =
1

4π

∑

|rij |<R

[
−

µj

|rij|3
+

3(µj · rij)rij

|rij|5

]
, (1.12)

donde rij es un vector que apunta del sitio i al sitio j. En la esfera f́ısicamente
pequeña, µj es constante y no depende de j, de manera que es posible escribir
la componente x del campo en coordenadas cartesianas como [23]

h′ix =
1

4π

∑

|rij |<R

[
−µx

r3
ij

+
3xij(µxxij + µyyij + µzzij)

r5
ij

]
. (1.13)

Si el cristal tiene simetŕıa cúbica, una suma sobre una esfera de términos
cruzados del tipo xijyij o xijzij se anula, ya que hay contribuciones iguales
de las partes positiva y negativa. Esto es cierto para casi cualquier otra
simetŕıa. También, en una simetŕıa cúbica, x, y y z son intercambiables, y
por lo tanto

∑ x2
ij

r5
ij

=
∑ y2

ij

r5
ij

=
∑ z2

ij

r5
ij

=
1

3

∑ x2
ij + y2

ij + z2
ij

r5
ij

=
1

3

∑ 1

r3
ij

.

Entonces, la suma en la ecuación (1.13) es cero, lo que ocurre para las otras
componentes en la Ec. (1.12). En una simetŕıa no cúbica la suma no es cero,
aunque de la forma de la Ec. (1.13) es obvio que µx puede sacarse de la suma.
Una situación equivalente ocurre en las otras componentes del campo. En
conclusión, al asumir que M puede aproximarse por una constante dentro de
la esfera, h′i es una función lineal de las componentes de M, con componentes
que dependen solo de la simetŕıa cristalina [23]. En otras palabras

h′i = Λ ·M , (1.14)
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donde Λ es un tensor dependiente de la simetŕıa cristalina, el cual se anula
para simetŕıa cúbica. Substituyendo las Ecs. (1.14) y (1.11) en (1.10), y
reemplazando la suma por una integral, la enerǵıa magnetostática se puede
escribir como

Ed = −µ0

2

∫

V

M ·
(
H +

1

3
M + Λ ·M

)
dv . (1.15)

El segundo término de esta ecuación contiene M ·M, el cual es el cuadrado
de la magnetización de saturación, la constante M2

0 , que depende sólo de la
temperatura y no de la distribución espacial de M. Por lo tanto puede ser
omitido, lo que significa redefinir el cero en la enerǵıa magnetostática, sin
efectos en minimizaciones de enerǵıa [23]. El último término M ·Λ ·M tiene
la forma de una anisotroṕıa (ver Ecs. 1.19 y 1.20), ya que Λ es un tensor
dependiente sólo de la estructura cristalina y no de la posición. De esta
manera M ·Λ ·M es una suma de términos que mezcla las componentes de
la magnetización, como una anisotroṕıa, por lo que es incluido en la enerǵıa
de anisotroṕıa y no en el término dipolar [23]. De esta forma, la enerǵıa
magnetostática (en unidades MKS) la calcularemos a partir de

Ed = −µ0

2

∫

V

M(r) ·H(r) dv , (1.16)

donde H(r) = −∇U(r), con U el potencial magnetostático [23], dado por

U(r) = − 1

4π

∫

V

∇ ·M(r′)

|r− r′| dv′ +
1

4π

∫

S

n̂′ ·M(r′)

|r− r′| ds′ . (1.17)

En los cálculos que presentaremos en esta tesis usaremos la siguiente expan-
sión en coordenadas ciĺındricas (ρ, φ, z), para la función de Green |r− r′|−1

[27]

1

|r− r′| =
∞∑

p=−∞
eip(φ−φ′)

∞∫

0

dqJp(qρ)Jp(qρ
′)e−q(z>−z<) , (1.18)

donde z> (z<) es el mayor (menor) entre z y z′, y Jp(w) es una función de
Bessel de primera especie y orden p.
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1.4.3. Enerǵıa de anisotroṕıa

Las enerǵıas de anisotroṕıa están asociadas a direcciones preferenciales
para la orientación de la magnetización. Existen varios tipos de anisotroṕıa,
siendo la más común la anisotroṕıa magnetocristalina debida a la interacción
esṕın-órbita. Las órbitas electrónicas están ligadas a la red cristalina, y por
su interacción, los espines prefieren alinearse en ciertas direcciones. Existen,
por lo tanto, direcciones en las cuales es más fácil magnetizar un cristal.
Esta diferencia es expresada como un término energético dependiente de la
dirección [23].

Usualmente la enerǵıa magnetocristalina es pequeña comparada con la
enerǵıa de intercambio. Sin embargo, como la enerǵıa de intercambio es com-
pletamente isotrópica, la dirección de la magnetización es determinada úni-
camente por la anisotroṕıa y por la forma (enerǵıa dipolar) del ferromagneto.

Es posible evaluar cuantitativamente, a partir de principios básicos, la
interacción esṕın-órbita, aunque la precisión no siempre es adecuada, como
ocurre con las integrales de intercambio. Por lo tanto las enerǵıas de aniso-
troṕıa son siempre escritas como expresiones fenomenológicas, las cuales son
expansiones en series de potencias que toman en cuenta la simetŕıa del cristal,
y los coeficientes se obtienen a partir de ajustes a resultados experimenta-
les. Expresiones espećıficas pueden ser escritas sólo para ciertas simetŕıas
cristalinas, como ilustraremos a continuación.

Anisitroṕıa uniaxial

La anisotroṕıa de los cristales hexagonales es función sólo de un paráme-
tro, el ángulo θ entre el eje c y la dirección de la magnetización. Es un hecho
experimental que la enerǵıa es simétrica con respecto al plano ab de la red
hexagonal, de modo que potencias impares de cos θ pueden eliminarse de la
expansión en serie para la enerǵıa, de manera que los dos primeros términos
son

Eu = −K1

∫

V

cos2 θ dv + K2

∫

V

cos4 θ dv = −K1

∫

V

m2
z dv + K2

∫

V

m4
z dv ,

donde el eje z es paralelo al eje c cristalográfico. Los coeficientes K1 y K2

son constantes que dependen de la temperatura y sus valores son tomados
de experimentos. En principio la expansión anterior puede llevarse a órdenes
mayores, pero ninguno de los materiales ferromagnéticos conocidos parece
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requerirlo. Incluso en muchos casos el término con K2 es despreciable. En
nuestro trabajo sólo consideraremos anisotroṕıa uniaxial a primer orden, es
decir

Eu = −Ku

∫

V

m2
z dv , (1.19)

donde K1 ≡ Ku. En muchos cristales hexagonales el eje c es un eje fácil, lo
que significa que la enerǵıa es mı́nima cuando la magnetización apunta en el
eje c. En estos casos Ku > 0.

Anisotroṕıa cúbica

Para cristales cúbicos la expansión no debiera cambiar si x es reemplazado
por y (y otras permutaciones equivalentes), cuando los ejes x, y, y z están
definidos a lo largo de los ejes cristalográficos. Nuevamente potencias impares
son eliminadas y la combinación de menor orden que se ajusta a la simetŕıa
cúbica es m2

x + m2
y + m2

z, que es una constante. Por lo tanto la expansión
comienza con el cuarto orden y está dada por

Ec = K1

∫

V

(
m2

xm
2
y + m2

ym
2
z + m2

zm
2
x

)
dv + K2

∫

V

m2
xm

2
ym

2
z dv ,

donde nuevamente los valores de K1 y K2 son tomados de resultados experi-
mentales y dependen de la temperatura. Esta expansión puede llevarse a
órdenes mayores, sin embargo, esto no es necesario para ningún ferromagne-
to conocido. En nuestro trabajo sólo consideraremos expansiones al menor
orden, es decir,

Ec = Kc

∫

V

(
m2

xm
2
y + m2

ym
2
z + m2

zm
2
x

)
dv , (1.20)

donde K1 ≡ Kc. Cabe destacar que existen materiales cúbicos tanto con
Kc > 0, como con Kc < 0. Por ejemplo, Kc > 0 en el hierro, de modo que los
ejes fáciles son a lo largo de la dirección (100), mientras que para el ńıquel,
Kc < 0, y los ejes fáciles son a lo largo de las diagonales, (111).



Caṕıtulo 2

Cilindros magnéticos

En este caṕıtulo estudiaremos las configuraciones magnéticas básicas que
se presentan en part́ıculas ciĺındricas nanométricas. Analizaremos en detalle
el llamado “core” magnético presente en una de las tres fases magnéticas, la
configuración de vórtice (V ). Parte del trabajo presentado en este caṕıtulo
se puede encontrar en la referencia [28].

2.1. Introducción

Un cilindro está caracterizado geométricamente por dos parámetros, el
radio R y la altura H, los que generan un variedad de formas, y por lo
tanto de comportamientos f́ısicos distintos. Por ejemplo, un cilindro ferro-
magnético con una altura mucho menor que su radio presenta propiedades y
aplicaciones distintas a un cilindro con altura mucho mayor que su radio, al
que llamaremos “nanohilo”.

En estas part́ıculas se han identificado tres configuraciones magnéticas
caracteŕısticas. Estas son: ferromagnética con la magnetización paralela a la
base (F1); ferromagnética con la magnetización paralela al eje del cilindro
(F2); y un estado de vórtice (V ), en el cual la mayor parte de los momentos
magnéticos son paralelos a la base del cilindro [12, 19], y en la región central,
usualmente llamada “core” (núcleo), los momentos magnéticos poseen una
componente paralela al eje del cilindro [21, 29, 30]. La existencia de cada
una de estas configuraciones depende de factores geométricos, como el radio
y la altura del cilindro. Para el posible desarrollo de dispositivos magnéticos
basados en estos arreglos, el conocimiento de la estructura magnética interna

22
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es fundamental.
Experimentalmente se ha tratado de determinar, a partir del análisis de

curvas de histéresis [13, 18, 31], el rango de valores de R y H para los cuales
ocurre cada configuración magnética (F1, F2 o V ). Sin embargo, debido a
que la transición entre estas configuraciones no es abrupta, no ha sido posi-
ble trazar claramente el diagrama de fase de estas part́ıculas. Por otro lado,
la determinación numérica de la configuración magnética interna más esta-
ble, para part́ıculas en el rango de tamaños investigados experimentalmente,
está lejos de ser posible con las facilidades computacionales actuales. Esto,
debido al gran número de momentos magnéticos que conforman dichas nano-
part́ıculas (N ∼ 109). Recientemente se propuso una técnica de escalamiento
[32] que permite construir un diagrama de fase que muestra la estabilidad
relativa de las tres configuraciones magnéticas anteriores. En dicho trabajo
se obtuvo el diagrama de fase a partir del generado para part́ıculas mucho
más pequeñas, reduciendo la interacción de intercambio, J , y escalando las
dimensiones mediante un parámetro η. Es decir, se obtiene el diagrama de
fase de una part́ıcula definida por R, H y J , a partir del estudio de una
part́ıcula definida por R′ = χηR, H ′ = χηH y J ′ = χJ , con χ < 1. Sin
embargo, en dicho trabajo numérico se determinó el valor del exponente del
escalamiento, η, analizando sólo un cierto rango de radios y alturas del ci-
lindro, y considerando un modelo muy simplificado para el core magnético,
independiente de la geometŕıa. Debido a esto, en dicho trabajo no fue posible
concluir si el exponente del escalamiento, η, es una función de la geometŕıa
de la part́ıcula.

En este caṕıtulo modelaremos las tres configuraciones magnéticas obser-
vadas en experimentos y simulaciones [12, 13, 18, 19, 31, 32, 33] utilizando la
descripción continua del ferromagnetismo presentada en el primer caṕıtulo de
esta tesis. La enerǵıa interna, E, de un cilindro está dada por la suma de tres
contribuciones: dipolar, Ed; intercambio, Eex; y algún tipo de anisotroṕıa,
Ek. Sin embargo, generalmente la anisotroṕıa cristalina es mucho menor que
las otras contribuciones [34], de modo que su inclusión tiene un efecto muy
pequeño, y por lo tanto la consideraremos sólo en la evaluación del tamaño
del core magnético. La enerǵıa total de cada configuración será entonces la
suma de las contribuciones dipolares (Ec. 1.16) y de intercambio (Ec. 1.6).
Buscaremos ahora las enerǵıas totales de las tres configuraciones considera-
das (F1, F2 y V ), a partir de las cuales podemos obtener el diagrama de fase
magnético, analizar su comportamiento bajo escalamiento de la interacción
de intercambio, y además estudiar la forma y dimensión del core magnético.
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2.2. Configuraciones magnéticas en cilindros

En esta sección describiremos brevemente cuales son las configuraciones
magnéticas básicas en cilindros nanométricos, y presentaremos el resultado de
la enerǵıa total de cada configuración. El detalle de cada cálculo es presentado
en los apéndices correspondientes.

F2 VF1

2R

H

x

z

Figura 2.1: Configuraciones magnéticas básicas en cilindros. F1: ferromagnética
en el plano; F2: ferromagnética en el eje, V : vórtice con core.

2.2.1. Configuración ferromagnética en el plano (F1)

En esta configuración los momentos magnéticos se orientan en el pla-
no paralelo a la base del cilindro (ver figura 2.1). Veremos luego que tal
configuración es la preferida por el sistema cuando la altura del cilindro es
pequeña. Consideraremos este estado como uniforme, aunque se ha demos-
trado que cuando aumenta el radio del cilindro, la magnetización se aleja
de la uniformidad y aparece el llamado estado “leaf” (hoja), en el cual la
magnetización se desv́ıa de su dirección preferencial cerca de los bordes del
cilindro [35, 36, 37]. Este efecto es menor y para nuestros propósitos no es
necesario considerarlo. Modelaremos este estado de la siguiente forma

MF1 = M0x̂ , (2.1)

de manera que la enerǵıa total de la configuración F1 está dada sólo por
la contribución dipolar, es decir, EF1 = EF1

d , ya que EF1
ex = 0, para to-
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das las configuraciones con magnetización uniforme. El cálculo general de la
enerǵıa de un anillo magnetizado uniformemente en una dirección que forma
un ángulo θ con el eje z es presentado en el Apéndice A. La expresión general
está dada por

E(θ) =
µ0M2

0

4
πHR2(1− β2)

[
sin2 θ +

(
3 cos2 θ − 1

)
Nz(β, τ)

]
, (2.2)

donde β = a/R con a el radio interno de un anillo y R el radio externo, donde
además τ = H/R es la razón de aspecto (ver figura A.1). Como estamos
considerando cilindros, el radio interno es cero y β = 0. En la configuración
F1 la magnetización está en el eje x̂, y por consiguiente θ = π/2. De esta
forma la enerǵıa total (a partir de la Ec. 2.2) resulta

EF1 =
µ0M2

0

2
πHR2 1−Nz(0, τ)

2
. (2.3)

El factor demagnetizante, Nz, puede obtenerse de la ecuación (B.13) cuya
derivación se presenta en el Apéndice B. Para cilindros, con β = 0,

Nz (0, τ) = 1 +
8

3πτ
− F21

[
−1

2
,
1

2
, 2,− 4

τ 2

]
, (2.4)

con F21[a, b, c, x] una función hipergeométrica.

2.2.2. Configuración ferromagnética en el eje (F2)

En esta configuración los momentos magnéticos se orientan paralelos al
eje del cilindro. Veremos que tal configuración es la preferida por el sistema
cuando la altura es mucho mayor que el radio, como ocurre en el caso de los
llamados nanohilos (nanowires). El estado real de una part́ıcula magnetizada
en el eje es el llamado “flower state” (estado flor), en el cual la magnetización
se aleja levemente de la uniformidad desviándose en la dirección radial cerca
de las tapas del cilindro [19, 38, 39, 40]. Esta desviación se genera para evitar
la formación de cargas superficiales, curvándose entonces la magnetización
cerca de las tapas del cilindro. Para nuestros propósitos no es necesario con-
siderar el estado flor y basta con considerar la magnetización uniforme en la
dirección del eje z, es decir

MF2 = M0ẑ . (2.5)
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Dada esta magnetización, al igual que en la configuración F1, la enerǵıa de
intercambio es nula, es decir EF2

ex = 0, y la enerǵıa total está dada sólo por
la contribución dipolar. De la ecuación (2.2), con β = 0, y θ = 0, obtenemos
la siguiente expresión,

EF2 =
µ0M2

0

2
πHR2Nz(0, τ) , (2.6)

donde Nz(0, τ) es dado por la ecuación (2.4) (ver Apéndice B).

2.2.3. Configuración de vórtice con core (V )

En esta configuración los momentos magnéticos se orientan siguiendo la
superficie del cilindro, cerrando ĺıneas de campo magnético y reduciendo aśı el
flujo magnético hacia la superficie. La magnetización se orienta mayoritaria-
mente en el plano paralelo a la base del cilindro, excepto en la región central,
en la cual la magnetización presenta una componente paralela al eje del ci-
lindro [21, 29, 30], que recibe el nombre de “core” (núcleo) y que se forma
a modo de reducir el gran costo en enerǵıa de intercambio de un vórtice sin
core. En la figura (2.2) se presenta una simulación micromagnética t́ıpica de
la configuración de vórtice con core, realizada con el software OOMMF [41].

Basados en mediciones experimentales [21, 29, 30], simulaciones numéri-
cas [32, 33] y en trabajos teóricos previos [42, 43], asumiremos que la mag-
netización de la configuración de vórtice con core tiene la siguiente forma
funcional

m(r) = mz(ρ)ẑ + mφ(ρ)φ̂ , (2.7)

donde ẑ y φ̂ son vectores unitarios en coordenadas ciĺındricas, y las compo-
nentes mz y mφ satisfacen la relación m2

z + m2
φ = 1. De esta forma, el perfil

del core queda totalmente especificado por la función mz(ρ). La forma fun-
cional en la ecuación (2.7) no considera la posibilidad de una dependencia de
la forma del core en la coordenada z. Utilizando esta forma funcional (2.7) y
las ecuaciones (1.16) y (1.17) obtenemos la siguiente expresión general para
la enerǵıa dipolar de la configuración de vórtice con core,

EV
d = πµ0M

2
0

∞∫

0

dq(1− e−Hq)




R∫

0

ρJ0(qρ)mz(ρ) dρ




2

, (2.8)

donde J0(x) es una función de Bessel de primera especie y orden cero.
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Figura 2.2: Simulación micromagnética para un cilindro en el estado de vórtice
con core. En el eje central del cilindro (core) la magnetización se alinea con el eje
z.

Utilizando la expresión (2.7) para la magnetización en la enerǵıa de in-
tercambio (1.6) obtenemos la siguiente expresión general,

EV
ex = 2πHA

R∫

0

f(ρ)ρ dρ , (2.9)

donde la función f(ρ) es dada por

f(ρ) =
1−m2

z

ρ2
+

1

1−m2
z

(
∂mz

∂ρ

)2

. (2.10)

Detalles de estos cálculos se encuentran en el Apéndice C.
Para proseguir es necesario en esta etapa especificar la forma del core

magnético, es decir, la función mz(ρ). Existen algunos modelos en la litera-
tura que describen la magnetización del core [44, 45, 46, 47, 48]. Algunos
de estos modelos presentan discontinuidades en la magnetización y no son
fácilmente integrables. Otros consideran aproximaciones que no siempre son
precisas, aunque capturan la fenomenoloǵıa del problema. Para evitar discon-
tinuidades en la magnetización, y para poder describir adecuadamente el core
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magnético, propusimos nuestro propio modelo [28], en el cual la componente
z de la magnetización está definida por la siguiente expresión

mz(ρ) =

(
1− ρ2

C2

)n

, para 0 ≤ ρ ≤ C , (2.11)

y
mz(ρ) = 0 , para C ≤ ρ ≤ R , (2.12)

con C un parámetro que determina el radio efectivo del core. El parámetro
n es una constante positiva, que define el perfil de la componente z de la
magnetización dentro del core (ρ < C), como se muestra en la figura (2.3),
donde se grafica mz para varios valores de n.

Figura 2.3: Componente z de la magnetización vs ρ/C para algunos valores de n.

Es importante notar que para n > 4, C no representa bien el tamaño del
core, ya que la magnetización en el eje se va a cero rápidamente para valores
de ρ menores que C, es decir, mz ≈ 0 para ρ/C < 1. Además para n < 1, la
curva para mz cambia abruptamente en ρ = C, por lo que valores de n < 1
no serán considerados. Nuestro modelo para mz(ρ) permite obtener la mag-
netización anaĺıticamente, minimizando la enerǵıa total del cilindro. El valor
de C se obtiene a partir de un proceso de minimización, como mostraremos
más adelante. Se debe notar que nuestro modelo permite considerar un es-
pectro continuo de perfiles para el core (ver figura 2.3) variando n. Entre sus
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ventajas podemos mencionar que permite obtener expresiones anaĺıticas sim-
ples para la enerǵıa total sin realizar aproximaciones. Además, para valores
adecuados de n (n > 1), no presenta problemas de discontinuidad en ρ = C.

Reemplazando nuestro modelo para mz(ρ) (Ec. 2.11) en las expresiones
generales para la enerǵıa (Ecs. 2.8 y 2.9), podemos evaluar anaĺıticamente
la enerǵıa total de la configuración de vórtice con core como función de
n, es decir, de una forma general sin especificar totalmente el perfil de la
magnetización. Esta enerǵıa se obtiene en el Apéndice C y está dada por

EV = πµ0M
2
0 C3

(
αn −

C

4H
βnF

[
n,

C

H

])
+ 2πHA

(
ln

R

C
+ γn

)
, (2.13)

donde F [n,w] es una función hipergeométrica generalizada dada por

F [n,w] = P FQ

[{
1

2
, 1,

3

2
+ n

}
, {n + 2, 2n + 3} ,−4w2

]
. (2.14)

En la expresión anterior para la enerǵıa, αn, βn y γn son factores que depen-
den sólo de n y están definidos por

αn =
22n−1Γ(n + 1)3

Γ(3
2 + n)Γ(5

2 + 2n)
, (2.15)

βn =
Γ(n + 1)2

Γ(n + 2)2
, (2.16)

γn =
1

2
H [2n]− nH

[
− 1

2n

]
, (2.17)

donde Γ(x) es la función Gamma y H[z] es la función Número Armónico
generalizada [49] de la variable compleja z definida por

H[z] =
∞∑

i=1

(
1

i
− 1

i + z

)
. (2.18)

2.3. Resultados y discusión

Habiendo evaluado la enerǵıa total de las tres configuraciones magnéti-
cas, estamos en posición de investigar los temas propuestos. A partir de
la enerǵıa total del estado de vórtice (Ec. 2.13) podemos ahora estudiar la
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forma de la magnetización del core magnético y como éste cambia con los
parámetros geométricos. Adicionalmente, con las enerǵıas de las configura-
ciones con magnetización uniforme en el plano y en el eje del cilindro (Ecs.
2.3 y 2.6 respectivamente), podemos obtener el diagrama de fase para cilin-
dros nanométricos. Luego estudiaremos el comportamiento del punto triple
bajo escalamiento de la constante de intercambio del material.

2.3.1. Core Central

La información acerca del core magnético la extraemos calculando el valor
del parámetro C. Para esto minimizaremos la enerǵıa total (Ec. 2.13) con
respecto al valor de C, es decir,

∂EV

∂C
= 0 , (2.19)

lo que nos lleva a la siguiente ecuación,

3αn
C

H
− βn

C2

H2
F (n,

C

H
) +

βn

2(n + 2)

C4

H4
G(n,

C

H
)− L2

x

C2
= 0 , (2.20)

con G una función hipergeométrica dada por

G

[
n,

C

H

]
= P FQ

[{
3

2
, 2, n +

5

2

}
, {n + 3, 2n + 4} ,−4C2

H2

]
, (2.21)

y Lx es la longitud de intercambio (Ec. 1.9) que caracteriza al material ferro-
magnético. De la ecuación (2.20) se ve claramente que el radio del cilindro (R)
no determina la magnetización del core, en la cual sólo aparecen el paráme-
tro n, la longitud de intercambio Lx y la altura del cilindro, H. Esto es
consistente con los resultados experimentales de Shinjo et al. [21], quienes
observan el core con técnicas de microscoṕıa de fuerza magnética. En una de
las imágenes (Fig. 3 en Ref. [21]), se observa un arreglo de cilindros, todos
con la misma altura y con distintos radios. Se ve claramente que el tamaño
del core no depende del radio del cilindro. F́ısicamente esto se debe a que la
región externa al core (que es un vórtice perfecto, y por consiguiente produce
un campo magnético externo nulo), no interactúa con éste. De esta forma,
crecer esta región no tiene impacto en la magnetización del core.
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Magnetización del core

Dada la altura H del cilindro, y los parámetros del material magnético que
definen Lx, la ecuación (2.20) puede resolverse numéricamente para encontrar
el parámetro C y luego el perfil de la magnetización.

Figura 2.4: Componente z de la magnetización como función de la coordenada
radial ρ para algunos valores de n y dos alturas distintas. n = 2 (ĺınea sólida),
n = 4 (ĺınea cortada) y n = 9 (ĺınea punteada).

En la figura (2.4) se muestra el perfil de la magnetización del core para un
cilindro de cobalto (Lx = 2.85 nm) con dos alturas distintas, H = 20 nm
y H = 100 nm, para tres valores de n. Por ejemplo, para H = 20 nm y
n = 2, C = 10.31 nm, para n = 4, C = 13.58 nm, mientras que para
n = 9, C = 19.50 nm. A pesar de los distintos valores del parámetro C
para cada n, los perfiles son muy similares para n ≥ 4 y muestran un core
de tamaño ≈ 12 nm (para H = 20 nm). Esta diferencia entre C y el core
efectivo permite entender porque C no puede ser considerado como el radio
del core, excepto para n ≤ 4, cuando si nos da una buena estimación. En vista
de estos resultados, en nuestros cálculos posteriores utilizaremos n = 4. Es
importante notar de esta figura que la altura H es el parámetro fundamental
en la determinación del tamaño del core.

En la figura (2.5) se muestra el perfil de la magnetización del core para los
modelos conocidos [28, 44, 46, 47, 48]. Los parámetros usados corresponden
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a cobalto con M0 = 1424 kA/m, A = 3× 10−11 J/m y Lx = 4.85 nm [45]. El
radio del cilindro corresponde a 200 nm y la altura a 5 nm.

Figura 2.5: Componente z de la magnetización vs ρ para los modelos de Usov,
Aharoni, Feldtkeller y Höllinger, incluyendo nuestras curvas para n = 4 y n = 9.
El material es cobalto, el radio es de 200 nm y la altura es 5 nm.

Observamos que todos los modelos describen cualitativamente el core. Sin
embargo debemos notar que algunos presentan una discontinuidad en el ra-
dio del core. Por ejemplo, el modelo de Usov (ĺınea azul), y los de Aharoni,
(ĺıneas roja y verde) presentan tal discontinuidad, que se refleja en proble-
mas numéricos en las evaluaciones de la enerǵıa. Nuestro modelo con n = 1
coincide con uno de los modelos de Aharoni (ĺınea verde). En la figura (2.5)
se muestra además nuestro modelo para n = 4 (ĺınea negra) y n = 9 (ĺınea
verde oscuro), curvas que son muy similares a los modelos exponenciales de
Feldtkeller (ĺınea gris) y Höllinger (ĺınea gris clara).

La figura (2.6) muestra las enerǵıas de la configuración de vórtice en
función de la altura. Vemos que los modelos de Usov (ĺınea azul) y Aharoni
(ĺınea roja) se alejan del comportamiento general, y son precisamente los que
presentan más dificultades en los cálculos. El modelo 2 de Aharoni (ĺınea
verde) no presenta problemas numéricos y coincide con nuestras ecuaciones
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Figura 2.6: Enerǵıa de la configuración de vórtice por unidad de longitud H
vs la altura H, de un cilindro de cobalto de radio R = 200 nm. Las distintas
curvas corresponden a los modelos conocidos del core, Usov, Aharoni, Feldtkeller
y Höllinger, incluyendo nuestras curvas para n = 4 y n = 9. Los parámetros del
material fueron extráıdos del trabajo de Jubert [45].

para n = 1, sin embargo, la enerǵıa es mayor en todo el rango de alturas.
Los modelos de menor enerǵıa son los exponenciales y el nuestro con n = 9.
Si hacemos los cálculos para n > 10 la enerǵıa sigue bajando, aunque no
considerablemente, por lo que usar n = 4 permite estudiar adecuadamente
las propiedades del core.

Radio del core equivalente

Experimentalmente es muy dif́ıcil determinar precisamente el tamaño del
core, y lo que usualmente se mide es la componente del momento magnético
total en la dirección del eje del cilindro, µz. Este valor se traduce al radio (Req)
de un cilindro equivalente de la misma altura y cuyo momento magnético
neto coincide con el que produce el core. El momento magnético de nuestro
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cilindro equivalente, puede escribirse como

µz = M0πHR2
eq , (2.22)

valor que puede calcularse de nuestro modelo de la siguiente forma,

µz =

2π∫

0

H∫

0

R∫

0

Mz(ρ)ρ dρ dz dφ . (2.23)

Al reemplazar mz (Ec. 2.11) obtenemos

µz = 2πHM0

C∫

0

(
1−

( ρ

C

)2
)n

ρ dρ , (2.24)

y al integrar,

µz = πHM0
C2

n + 1
. (2.25)

Igualando las expresiones (Ecs. 2.22 y 2.25) para el momento magnético
total del core, podemos obtener una ecuación para calcular el radio del core
equivalente, la que está dada por

Req =
C√

n + 1
. (2.26)

Podemos ahora calcular Req en función de la altura, para lo cual usaremos
n = 4. Las dimensiones en la ecuación para calcular C (Ec. 2.20) pueden
ser normalizadas a la longitud de intercambio, de tal manera que dado H/Lx

podemos obtener C/Lx y luego evaluar Req/Lx a partir de la ecuación (2.26).
En la figura (2.7) se muestra el radio equivalente normalizado, en función de
la altura H, también normalizada.

Efecto de la anisotroṕıa en el core.

La inclusión de anisotroṕıas magnetocristalina o uniaxial modifica la es-
tructura del core. Podemos cuantificar este efecto calculando, a partir de
nuestro modelo (Ec. 2.11), las enerǵıas correspondientes. La enerǵıa de ani-
sotroṕıa cristalina (Ec. 1.20) para el estado de vórtice con core resulta

Ec = Kc
πH

8
(δnC

2 + R2) , (2.27)
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Figura 2.7: Dependencia del radio del core equivalente, Req, con la altura, H, de
un cilindro. Las dimensiones han sido normalizadas a la longitud de intercambio
del material, Lx.

donde

δn =
10n− 1

(2n + 1)(4n + 1)
.

La anisotroṕıa uniaxial está dada por

Eu = −πHKu
C2

2n + 1
. (2.28)

Estos cálculos son sencillos y se presentan en el Apéndice C.
En la figura (2.8) se presentan los resultados para el radio equivalente

considerando la anisotroṕıa de cada material. Se observa que una anisotroṕıa
uniaxial, como la del cobalto hcp, hace crecer considerablemente el tamaño
del core, mientras que la anisotroṕıa cristalina modifica levemente su tamaño.

Cilindros en un arreglo

Otro aspecto importante en el estudio del core central, es la influencia de
las interacciones entre cilindros en un arreglo. Para esto es necesario calcular
la enerǵıa de interacción magnetostática entre todos los cilindros del arreglo.
En el caso de cilindros en el estado V , la interacción se debe sólo al core, por
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Figura 2.8: Radio equivalente, Req, como función de la altura, H, del cilindro. Las
dimensiones han sido normalizadas a la longitud de intercambio del material, Lx.
Las diferentes curvas corresponden a distintos materiales.

lo que es importante el tipo de ordenamiento magnético relativo dentro del
arreglo. Este problema es estudiado mediante simulaciones de Monte Carlo
y en forma teórica y los resultados se presentan en el art́ıculo [50].

En este trabajo [50] se estudian arreglos cuadrados de cilindros en el es-
tado de vórtice con core. Se consideran dos tipos de ordenamiento; paralelo
(P ), en el cual todos los núcleos magnéticos apuntan en la dirección z, y
antiparalelo (AP ), donde cilindros vecinos presentan polarización opuesta
del core, formando un arreglo tipo antiferromagneto. En la figura (2.9) se
muestra Req como función de la distancia centro a centro, D, entre cilindros
vecinos del arreglo. La altura de los cilindros es H = 8Lx, mientras que el
radio es R = 6Lx, por lo que D > 12Lx. Debido al efecto de las interacciones
dipolares entre cilindros, el tamaño del core (que se asume el mismo para
todos los cilindros del arreglo) se ve influenciado por el tipo de ordenamien-
to en el arreglo, de tal manera que en un arreglo P , el core disminuye su
tamaño, mientras que en un arreglo AP , el core crece. En la figura (2.9) se
observa que las curvas para Req convergen rápidamente con la separación D
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Figura 2.9: Radio equivalente del core, Req, como función de la separación entre
cilindros vecinos en un arreglo. Las dimensiones han sido normalizadas a la longitud
de intercambio. Los śımbolos llenos (vaćıos) denotan un ordenamiento paralelo
(antiparalelo) de los núcleos magnéticos en el arreglo. Las estrellas representan
resultados para un arreglo de N = 2×2, mientras que los cuadrados corresponden
a un arreglo de N = 8× 8.

al régimen no interactuante (cilindro aislado), ya que el efecto de la interac-
ción es considerable sólo cuando los cilindros están muy próximos. Para más
detalles ver Ref. [50].

2.3.2. Diagrama de Fase, Punto Triple y Escalamiento

Habiendo evaluado la enerǵıa total de las tres configuraciones magnéticas,
estamos en posición de obtener el diagrama de fase en el plano R-H, el cual
nos entrega la configuración magnética de menor enerǵıa en función de la
geometŕıa del cilindro. Dicho diagrama estará compuesto por tres ĺıneas de
transición a lo largo de las cuales la enerǵıa de dos configuraciones es la
misma. De esta forma, tendremos una ĺınea de transición que separa las
configuraciones F1 y F2, otra ĺınea que separa las fases F1 y V , y otra que
separa las fases F2 y V . Estas tres ĺıneas se juntan en un punto, el punto
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triple (Rt,Ht), en el cual las tres configuraciones tienen la misma enerǵıa.
Para obtener el diagrama, compararemos las enerǵıas de nuestras tres

configuraciones básicas descritas anteriormente. La configuración V requiere
un trato especial, ya que es la única fase con un parámetro minimizable (C).

Ĺınea de transición F1-F2

Esta ĺınea la obtenemos igualando las enerǵıas de ambas fases, dadas por
las ecuaciones (2.3) y (2.6), es decir EF1 = EF2, a partir de donde obtenemos

Nz(0, τ) =
1

3
, (2.29)

donde Nz(0, τ) es el factor demagnetizante para un cilindro (definido por
β = 0) de razón de aspecto τ , dado por la ecuación (2.4). La solución de la
ecuación (2.29) es obtenida numéricamente y su resultado, la llamada razón
de aspecto cŕıtica, τc, define la ĺınea de transición entre las configuraciones
F1-F2 en el plano R-H,

τc =
H

R
= 1.81295 . (2.30)

Este resultado, siguiendo una ĺınea muy similar de cálculo, ya hab́ıa sido
presentado por A. Aharoni [46].

Ĺınea de transición F1-V

Esta ĺınea la obtenemos igualando las enerǵıas de las fases ferromagnética
en el plano y vórtice, dadas por las ecuaciones (2.3) y (2.13), es decir tenemos
que resolver EF1 = EV , lo cual puede escribirse como

πhr2 1−Nz(0, τ)

4
= πc3

(
αn −

c

4h
βnF

[
n,

c

h

])
+ πh

(
ln

r

c
+ γn

)
(2.31)

donde hemos definido las siguientes cantidades adimensionales,

r ≡ R

Lx
, h ≡ H

Lx
, c ≡ C

Lx
(2.32)

La ecuación (2.31) se resuelve numéricamente, calculando antes el parámetro
C (de la Ec. 2.20).
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Ĺınea de transición F2-V

Esta se obtiene de forma similar a la ĺınea de transición F1-V . Al igualar
ambas enerǵıas (Ecs. 2.6 y 2.13) tenemos EF2 = EV , lo cual puede escribirse
como

πhr2Nz(0, τ)

2
= πc3

(
αn −

c

4h
βnF

[
n,

c

h

])
+ πh

(
ln

r

c
+ γn

)
, (2.33)

donde hemos usado los parámetros definidos en la ecuación (2.32). La ecua-
ción (2.33) la resolvemos numéricamente, calculando antes el parámetro C
de la configuración de vórtice.

Diagrama de fase

Estamos en posición de obtener el diagrama de fase para cilindros ferro-
magnéticos. Este se obtiene resolviendo numéricamente las ecuaciones (2.31)
y (2.33), junto con la condición (2.30). Nuestros resultados se muestran en la
figura (2.10), donde se observa que para cilindros de baja altura, la fase de
menor enerǵıa es la configuración F1. Por el contrario, en cilindros alargados,
la fase más favorable energéticamente presenta la magnetización orientada a
lo largo del eje del cilindro, es decir la configuración F2. Cuando el cilindro
tiene el volumen suficiente, la intensidad de la interacción dipolar permite
que la magnetización se oriente cerrando las ĺıneas de campo magnético, y
aparece entonces la configuración magnética de vórtice (V ).

Las tres ĺıneas de transición convergen en el punto triple, cuya posición
en el plano R-H está dada por Rt y Ht. Si fabricamos un cilindro con ta-
les dimensiones (Rt, Ht), éste será magnéticamente inestable, al igual que si
fabricamos un cilindro con radio y altura a lo largo de la ĺınea que separa
ambas fases ferromagnéticas F1 y F2 (H/R = 1.81). En este caso la magne-
tización del cilindro será inestable y éste se comportará como una esfera, es
decir, la configuración de mı́nima enerǵıa será degenerada, correspondiendo
a un estado ferromagnético con la magnetización a lo largo de cualquier di-
rección. Es decir, para H/R = 1.81 (y R < Rt) no existe ninguna dirección
preferencial para la magnetización.

Punto triple

El punto triple del diagrama en el plano R-H está dado por la solución
de la siguiente ecuación

EF1 = EF2 = EV . (2.34)
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Figura 2.10: Diagrama de fase para cilindros nanométricos. Las dimensiones han
sido normalizadas a la longitud de intercambio Lx que caracteriza al material
magnético.

Para resolver esta ecuación utilizamos las expresiones (2.3), (2.6) y (2.13) ya
encontradas para la enerǵıa de cada configuración. De la primera igualdad,
EF1 = EF2, se obtiene que Nz = 1/3 y τ = h/r = 1.81, valores que se
utilizan para resolver la segunda igualdad, EF2 = EV , la que resulta

1

h2

(
ln

h

cτc
+ γn

)
+

c3

h3

(
αn −

c

4h
βnF

[
n,

c

h

])
=

1

6τ 2
c

. (2.35)

Definiendo p ≡ c/h, la ecuación anterior puede escribirse como

1

h2
=

1

ln 1
pτc

+ γn

[
1

6τ 2
c

− p3
(
αn −

p

4
βnF [n, p]

)]
. (2.36)

Por otro lado, usando la misma notación, la ecuación para el parámetro C
(Ec. 2.20) puede reescribirse como

1

h2
= 3αnp3 − βnp

4F (n, p) +
βn

2(n + 2)
p6G(n, p) , (2.37)
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de tal manera que al unir las ecuaciones (2.36) y (2.37), tenemos

1
6τ2

c
− p3

(
αn − p

4βnF [n, p]
)

3αnp3 − βnp4F (n, p) + βn

2(n+2)p
6G(n, p)

− ln
1

pτc
− γn = 0 . (2.38)

La solución de esta ecuación nos permite obtener p = 0.6886. Este valor se
utiliza para calcular h en las ecuaciones (2.36) o (2.37), encontrando la altura
del punto triple, ht = 6.89. En unidades no normalizadas,

Ht = 6.89Lx . (2.39)

El radio del punto triple lo obtenemos de la ĺınea de transición F1-F2, a lo
largo de la cual se cumple que H/R = 1.81 y por lo tanto

Rt = 3.8Lx , (2.40)

donde Lx = (2A/µ0M2
0 )1/2 es la longitud de intercambio que caracteriza al

material magnético.
Podemos ahora analizar las propiedades del punto triple cuando escalamos

la constante de intercambio J . El escalamiento es una técnica propuesta por J.
d’Albuquerque et al. [32] que consiste en reducir la constante de intercambio
J a un valor menor dado por J ′ = χJ con χ < 1 con el propósito de extraer
las propiedades de un sistema magnético real (con dimensiones R y H) a
partir del estudio de un sistema menor con dimensiones R′ y H ′, tales que

R′ = χηR , H ′ = χηH . (2.41)

Podemos ver fácilmente como escala el punto triple (Ecs. 2.39 y 2.40)
cuando cambiamos J . En el caṕıtulo introductorio vimos que la constante de
intercambio J se relaciona con la constante de Stiffnes de la siguiente manera,

A =
JS2

a0
c . (2.42)

Al escalar, es decir al cambiar J por J ′ = χJ , obtenemos A′ = χA, de manera
que la longitud de intercambio (Ec. 1.9) escalada resulta

L′
x = χ1/2Lx .

Podemos decir entonces que al escalar la constante de intercambio J , la altura
y radio del punto triple (Ecs. 2.39 y 2.40) escalan de la siguiente forma

H ′
t = 6.89L′

x = χ1/2Ht , (2.43)

R′
t = 3.8L′

x = χ1/2Rt . (2.44)
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De esta ecuación se desprende que la altura del punto triple escala con χ1/2,
siendo entonces η = 1/2 el valor del parámetro de escalamiento buscado.

2.4. Conclusiones

En conclusión, hemos investigado las configuraciones magnéticas presen-
tes en cilindros nanoestructurados. Basados en un modelo continuo hemos
obtenido expresiones anaĺıticas para las enerǵıas dipolar y de intercambio en
las tres configuraciones de interés, ferromagnéticas (F1 y F2) y de vórtice
V . En esta última configuración hemos modelado satisfactoriamente el co-
re, hemos estimado y discutido su tamaño y magnetización, como también
el efecto de la anisotroṕıa del material ferromagnético, y el cambio en las
dimensiones del core cuando tenemos un arreglo de cilindros. Luego hemos
obtenido el diagrama de fase universal y calculado el punto triple para luego
discutir que ocurre con el escalamiento en un modelo continuo.



Caṕıtulo 3

Anillos magnéticos

En este caṕıtulo estudiaremos las configuraciones magnéticas básicas que
se presentan en nanoestructuras ferromagnéticas con forma de anillo. Consi-
deraremos tres configuraciones magnéticas ideales; ferromagnética en el eje
(F ), estado “onion” (O) y una fase vórtice (V ). Analizaremos detalladamente
como la magnetización de desv́ıa de la uniformidad cuando crece el tamaño de
la part́ıcula. Parte del trabajo presentado en este caṕıtulo se puede encontrar
en la referencia [51].

3.1. Introducción

Los anillos son caracterizados geométricamente por sus radios interno y
externo, a y R, respectivamente, y su altura, H (ver figura A.1). Diferentes
técnicas experimentales [14, 15, 20, 52, 53], aśı como simulaciones compu-
tacionales [15, 54, 55], han identificado dos estados magnéticos en el plano
del anillo; el estado de vórtice (V ), y el estado “onion” (O), llamado aśı por
su semejanza con una cebolla cortada de arriba hacia abajo. Usualmente,
esta fase es accesible desde la saturación y se caracteriza por la presencia de
dos paredes de dominio de 180o [14, 15, 20, 52, 53], aunque para anillos mas
pequeños, estas paredes de dominio son menos distinguibles y el ángulo de la
pared es menor que 180o. Además, para ciertas alturas, la ocurrencia de un
ordenamiento ferromagnético (F ) a lo largo del eje del anillo, también es po-
sible. A continuación presentaremos resultados obtenidos mediante cálculos
de enerǵıas totales para anillos magnéticos, los que nos han permitido estu-
diar la estabilidad relativa de las tres configuraciones magnéticas básicas, F ,

43



3.2 Modelo teórico 44

V y O. Tales resultados son obtenidos dentro del marco de la bien conocida
teoŕıa continua del ferromagnetismo, descrita en el caṕıtulo introductorio.

3.2. Modelo teórico

Para proceder con nuestros cálculos, es necesario especificar la función
magnetización M(r) correspondiente a cada una de las tres configuraciones
magnéticas bajo consideración. Una vez especificada la forma funcional de
M(r) en las tres configuraciones de interés, estaremos en posición de evaluar
la enerǵıa total para cada una de ellas, y luego determinar el diagrama de fase
magnético. Presentaremos nuestros resultados en unidades adimensionales,
donde las enerǵıas están normalizadas de acuerdo a

Ẽ ≡ E

µ0M2
0 L3

ex

. (3.1)

Usaremos como escala natural para las dimensiones lineales, la longitud de
intercambio, Lx definida en la Ec. (1.9). De esta manera las variables adi-
mensionales del anillo serán el radio externo reducido (r) y la altura reducida
(h), dados por

r =
R

Lex
h =

H

Lex
. (3.2)

También es conveniente definir los parámetros τ = H/R y β = a/R, donde
β es la razón entre los radios interno y externo del anillo, tal que β = 0
representa un cilindro, mientras que β → 1 representa el caso ĺımite de un
anillo ultra delgado, digamos de una capa atómica (ver figura A.1).

3.2.1. Configuración ferromagnética (F )

Para la fase F , el vector magnetización puede aproximarse como

MF (r) = M0ẑ , (3.3)

donde ẑ es un vector unitario paralelo al eje del anillo. Esta configuración es
idealmente considerada como uniforme, de manera que la enerǵıa de inter-
cambio es nula, y la enerǵıa total está dada sólo por la contribución dipolar.
Podemos usar nuestro resultado general presentado en el Apéndice A (Ec.
A.6), para la enerǵıa dipolar de un anillo uniformemente magnetizado en un
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ángulo θ con el eje del anillo (ver figura A.1). En el caso de magnetización
uniforme en el eje z, el ángulo corresponde a θ = 0, de manera que la enerǵıa
(Ec. A.6) resulta

EF
d =

µ0M2
0

2
πHR2(1− β2)Nz , (3.4)

y normalizando,

ẼF
tot =

π

2
hr2(1− β2)Nz , (3.5)

donde el factor demagnetizante Nz(β, τ) está dado por la Ec. (A.4) del
Apéndice A. La ecuación (3.5) ha sido obtenida previamente por Beleggia
et al. (ver Ec. 15, Ref. [56]) considerando un método basado en transforma-
das de Fourier de la magnetización.

3.2.2. Configuración de vórtice (V )

Para el estado V , la magnetización está definida por

M(r) = M0φ̂ ,

donde φ̂ es un vector unitario azimutal en el plano xy del anillo. Como ya
se mencionó, el estado de vórtice no presenta un core magnético, debido a
que la geometŕıa anular carece de material magnético a lo largo del eje z,
donde se localiza el core. Sin embargo, si el radio interno del anillo es lo
suficientemente pequeño, puede aparecer una componente z no nula en la
magnetización. En un trabajo reciente [57] se considera esta posibilidad para
anillos con alturas pequeñas, donde se muestra que existe core para radios
internos menores que 0.4Lx. Sin embargo, para anillos con alturas mayores
(tubos), el valor del radio interno cŕıtico para la aparición de core magnético
crece considerablemente, dando lugar a configuraciones más complejas. Este
problema es discutido brevemente en el caṕıtulo siguiente, y es objeto de
investigación actual. Por ahora consideraremos anillos con configuraciones
de vórtice sin core magnético.

En la fase vórtice sin core no hay formación de cargas volumétricas, es
decir, ∇·M = 0, y tampoco existe flujo magnético hacia la superficie, es decir
en la configuración V , el flujo magnético está confinado dentro del anillo, por
lo que n̂ ·M = 0, donde n̂ es la normal a la superficie. De la expresión para
el potencial magnetostático (Ec. 1.17), resulta claro que la enerǵıa dipolar es
nula (EV

d = 0).
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Figura 3.1: Simulación micromagnética para la fase V en un anillo.

La contribución de la enerǵıa de intercambio puede evaluarse de la ex-
presión semiclásica (Ec. 1.6), a partir de la magnetización en componentes
cartesianas, es decir

m(r) = φ̂ = −x̂ sin φ + ŷ cos φ ,

de manera que las componentes cartesianas están dadas por

mx = − sin φ

my = cos φ

mz = 0 .

Al reemplazar tales componentes en la enerǵıa de intercambio (Ec. 1.6), ten-
dremos que

EV
ex = A

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

[
(∇ sin φ)2 + (∇ cos φ)2] ρ dρ dφ dz . (3.6)

El operador gradiente en coordenadas ciĺındricas es dado por

∇ = ρ̂
∂

∂ρ
+ φ̂

1

ρ

∂

∂φ
+ ẑ

∂

∂z
,
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de forma que

EV
ex = A

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

1

ρ
dρ dφ dz , (3.7)

y por lo tanto

EV
ex = 2πHA log

R

a
. (3.8)

En unidades adimensionales, el resultado final para la enerǵıa de la configu-
ración de vórtice es

ẼV
tot ≡

EV
ex

µ0M2
0 L3

ex

= −πh ln β . (3.9)

3.2.3. Configuración onion (O)

El caso más interesante en esta geometŕıa es el estado onion (O), cuyo
perfil de magnetización t́ıpico se ilustra en la Fig. (3.2). Hasta ahora, ningún
modelo anaĺıtico ha sido presentado en la literatura para describir tal con-
figuración. Sin embargo, en trabajos recientes [56, 57] se ha investigado el
diagrama de fase magnético para anillos, considerando, en lugar de la confi-
guración onion, una configuración uniforme en el plano.

El modelo que adoptaremos para la fase onion considera la siguiente forma
funcional para la magnetización

M(r) = Mρ(φ)ρ̂ + Mφ(φ)φ̂ , (3.10)

donde la posible dependencia de Mρ y de Mφ en la coordenada radial ρ se
ha despreciado. El punto importante aqúı es la dependencia impĺıcita de
las dos componentes del vector magnetización en la geometŕıa del anillo,
más precisamente, en los valores de r, h y β. Para ser realista, cualquier
modelo para la configuración onion tiene que permitir que la magnetización
se aproxime a la uniformidad y/o se desv́ıe de tal, dependiendo de los valores
de los parámetros geométricos. Aclararemos este punto en detalle a lo largo
de este caṕıtulo.

Teniendo en cuenta la simetŕıa espacial de M, como se muestra en la
figura (3.2), las componentes reducidas mρ = Mρ/M0 y mφ = Mφ/M0 de la
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Figura 3.2: Simulación micromagnética para la fase “onion” en un anillo de cobalto
con h = 2.1, r = 7 y β = 0.5.

magnetización pueden escribirse de la siguiente manera

mρ(φ) =






f(φ), 0 < φ < π/2
−f(π − φ), π/2 < φ < π
−f(φ− π), π < φ < 3π/2
f(2π − φ), 3π/2 < φ < 2π ,

(3.11)

y

mφ(φ) =






−
√

1− f 2(φ), 0 < φ < π/2
−

√
1− f 2(π − φ), π/2 < φ < π√

1− f2(φ− π), π < φ < 3π/2√
1− f2(2π − φ), 3π/2 < φ < 2π ,

(3.12)

donde f(φ) es una función acotada en el intervalo [0,π/2], cuyos valores
ĺımites están dados por

f(0) = 1
f(π/2) = 0 ,

de forma que 0 ≤ f(φ) ≤ 1. Una expresión conveniente para la función f es

f(n,φ) = cosn(φ) , (3.13)
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donde n es una variable continua tal que n ≥ 1, obtenida como resultado de
un proceso de minimización de la enerǵıa total para cada valor de r, h y β.
Este modelo permite una transición continua del estado uniforme en el plano
(n = 1) al estado onion (n > 1). La desviación de la configuración uniforme
se vuelve más pronunciada cuando aumenta el valor del parámetro n, lo que
naturalmente ocurre cuando aumenta el tamaño del anillo. La figura (3.2)
muestra una posible configuración onion con n > 1.

En las dos configuraciones anteriores, la función magnetización satisface
la condición ∇ · M = 0, que significa ausencia de cargas volumétricas. En
la configuración onion, sin embargo, y debido a la presencia de regiones en
las que ∇ · M += 0, la enerǵıa dipolar tiene dos contribuciones, EO

dS y EO
dV ,

las que provienen de contribuciones superficiales y volumétricas al potencial
(Ec. 1.17). Los cálculos de estos dos términos se detallan en el Apéndice D y
nos permiten escribir

ẼO
dS = r3

∞∑

p=1

bp (bpQ1 + dpQ2) , (3.14)

ẼO
dV = r3

∞∑

p=1

(dp − bp) (bpQ3 + dpQ4) , (3.15)

donde

bp(n) =

π/2∫

0

f(n,φ) cos(pφ) dφ , (3.16)

dp(n) = p

π/2∫

0

√
1− f2(n,φ) sin(pφ) dφ , (3.17)

y las funciones Qi = Qi(β, τ) están dadas por

Q1 =
4

π

1∫

β

xdx

∞∫

0

dy[Jp(y)− βJp(βy)][Jp−1(xy)− Jp+1(xy)]
e−τy + τy − 1

y
,

Q2 =
8

π

1∫

β

dx

∞∫

0

dy[Jp(y)− βJp(βy)]Jp(xy)
e−τy + τy − 1

y2
,
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Q3 =
4

π

1∫

β

dw

1∫

β

xdx

∞∫

0

dy[Jp−1(xy)− Jp+1(xy)]Jp(wy)
e−τy + τy − 1

y
,

Q4 =
8

π

1∫

β

dw

1∫

β

dx

∞∫

0

dyJp(wy)Jp(xy)
e−τy + τy − 1

y2
.

Es importante notar que las sumas en las ecuaciones (3.14) y (3.15) corren
sobre valores impares del ı́ndice p y convergen rápidamente, por lo que en la
práctica sólo basta considerar algunos valores de p (alrededor de 5 o 6).

La enerǵıa de intercambio también puede obtenerse en forma anaĺıtica,
como se muestra en el Apéndice D, y está dada por

ẼO
ex = −πh [I(n)− 1] ln β , (3.18)

donde

I(n) =
2

π

π/2∫

0

1

1− f 2(n,φ)

[
∂f(n,φ)

∂φ

]2

dφ . (3.19)

Como ya se señaló, el valor de n en las expresiones anteriores se escoge
de forma que minimice la enerǵıa total, proceso que naturalmente depende
de los parámetros geométricos del anillo. En otras palabras, el valor de n que
minimiza la enerǵıa se obtiene resolviendo la ecuación ∂ẼO

tot/∂n = 0, donde

ẼO
tot = ẼO

dS + ẼO
dV + ẼO

ex .

Notemos que la dependencia de ẼO
tot en n aparece sólo a través de las funciones

bp(n), dp(n) e I(n). La primera de éstas puede expresarse en términos de
funciones Gamma, mientras que las dos restantes pueden evaluarse fácilmente
en forma numérica. Por otro lado, las funciones Qp las calculamos sólo una
vez para valores dados de β y τ , y luego variamos n para encontrar el valor
que minimiza la enerǵıa total ẼO

tot .

3.3. Resultados y discusión

Las expresiones anteriores para la enerǵıa total nos permiten investigar
la estabilidad relativa de las tres configuraciones magnéticas de interés en
part́ıculas ferromagnéticas con forma de anillo. Podemos determinar, para
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cada factor de forma, β, los rangos de valores del radio y altura para los
cuales una de las tres configuraciones es de menor enerǵıa. La ĺınea de tran-
sición entre dos regiones puede ser obtenida igualando las expresiones para
las enerǵıas totales correspondientes.

Figura 3.3: Diagramas de fase para anillos con β = a/R = 0.2 (diamantes), 0.5
(ćırculos), 0.8 (estrellas), y 0.9 (cuadrados). F , V y O indican regiones donde las
configuraciones ferromagnética en el eje, vórtice y onion, son más estables. Lex es
la longitud de intercambio del material.

La figura (3.3) ilustra los diagramas de fase para algunos valores de β,
donde se indican las regiones de estabilidad que corresponden a cada con-
figuración en el diagrama. La transición entre las configuraciones O y F
está determinada por el equilibrio entre las enerǵıas de ambas configura-
ciones magnéticas. Una comprensión cualitativa de tal transición puede ser
lograda examinando la intensidad de los campos demagnetizantes a lo lar-
go de los ejes x y z. Para β y r dados, alturas grandes resultan en campos
demagnetizantes reducidos a lo largo de la dirección z, favoreciendo la con-
figuración F . Este es el caso, por ejemplo, de anillos con r = 1 y β = 0.2,
cuando h aumenta de 1 a 3. Por otro lado, para r y h fijos, una disminución en
β es equivalente a una reducción del radio interno, lo que produce un mayor
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campo demagnetizante en el plano. Aśı, un anillo con r = 1 y h = 1 exhibe
un orden magnético en el plano para β = 0.2, y un orden fuera del plano para
β = 0.8. Notemos que la transición O-F en la figura (3.3) es prácticamente
una ĺınea recta, por lo que podemos calcular el valor de la razón cŕıtica para
tal transición, es decir τc = H/R, la cual claramente es función del factor de
forma β, y se ilustra en la figura (3.4).

Figura 3.4: Razón de aspecto cŕıtica para la transición O-F , como función de β.

Con respecto a las dos configuraciones en el plano, a saber O y V , la
transición entre ellas depende de la intensidad del campo demagnetizante
a lo largo de la dirección x en la configuración onion, y de la enerǵıa de
intercambio de la configuración de vórtice. Cuanto mayor sea el espesor del
anillo (w = R − a), más pequeño es el campo demagnetizante y se favorece
el estado onion. Aśı, un anillo con r = 3 y h = 1 exhibirá la fase de V para
β = 0.8, y la configuración O para β = 0.2.

El mecanismo responsable de la transición entre las configuraciones V y F
es algo sutil. Notemos en la figura (3.3) que para β = 0.5, la ĺınea que separa
las regiones V y F aparece más a la izquierda. Como una consecuencia, anillos
con r = 3, h = 6 y radios internos que corresponden a β = 0.2, 0.5, y 0.8,
exhiben las configuraciones F , V , y F , respectivamente. Tal comportamiento
puede ser entendido considerando la magnitud relativa de las enerǵıas de
intercambio y dipolar en los dos estados [58]. Este punto es discutido en más
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detalle en el caṕıtulo siguiente (ver figura 4.4).

Figura 3.5: Posición del punto triple (rt, ht) como función del factor de forma β.
El resultado para cilindros (β = 0) es representado por una estrella y tomado de
la Ref. [28].

Todos los diagramas de la figura (3.3) muestran un punto triple, cuya tra-
yectoria en función de β, (rt(β), ht(β)), se muestra en la figura (3.5). Notemos
que la curva extrapola correctamente al resultado para cilindros que ha sido
obtenido numéricamente por d’Albuquerque e Castro et al. [32] usando una
técnica de escalamiento, y anaĺıticamente, por Landeros et al. [28].

Es interesante mirar la dependencia del exponente n, que determina el
perfil de la magnetización en la configuración onion, con la geometŕıa del
anillo. La figura (3.6) presenta un conjunto de ĺıneas en el plano rh que
corresponden a valores constantes de n, para β = 0.5. Los puntos en tales
ĺıneas que caen fuera de la región O (śımbolos abiertos) corresponden a esta-
dos metaestables o inestables. Vemos claramente que para anillos pequeños,
la fase O resulta ser una configuración prácticamente uniforme en el plano
(n→ 1). A medida que crecen las dimensiones del anillo, el valor de n crece,
lo que significa que la magnetización se desv́ıa de la uniformidad.

Otro punto interesante es la dependencia de la magnetización neta de la
configuración onion como una función de n. La magnetización neta m̄x, en
unidades de la magnetización de saturación M0, puede ser obtenida integran-
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Figura 3.6: Curvas de n constante para anillos con β = 0.5. Los śımbolos lle-
nos denotan estados onion estables, y los śımbolos vaćıos, estados metaestables
o inestables. Las ĺıneas sólidas gruesas demarcan los ĺımites entre las regiones de
estabilidad (diagrama de fase) y las ĺıneas delgadas son gúıas para el ojo. Se pre-
sentan resultados para n = 1.01 (triángulos), n = 1.1 (cuadrados), 1.3 (ćırculos),
1.5 (diamantes), 2 (estrellas), y 4 (pentágonos).

do mx dentro del volumen del anillo es decir,

m̄x =
1

V

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

mx(φ)ρ dρ dφ dz =
1

2π

2π∫

0

mx(φ) dφ ,

donde V = π(R2 − a2)H es el volumen del anillo. La componente x de la
magnetización puede escribirse como

mx(φ) = mρ(φ) cos φ−mφ(φ) sin φ ,

de manera que

m̄x =
1

2π

2π∫

0

(mρ(φ) cos φ−mφ(φ) sin φ) dφ .
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La expresión anterior puede reescribirse como

m̄x =
2

π
[b1(n) + d1(n)] , (3.20)

ya que

2π∫

0

mρ (φ) cos(pφ) dφ = 4bp ,

p

2π∫

0

mφ (φ) sin(pφ) dφ = −4dp ,

donde b1(n) y d1(n) están dados por las ecuaciones (3.16) y (3.17). Es fácil
mostrar que para n = 1, se tiene que m̄x = 1, es decir, magnetización uni-
forme en la dirección del eje x. A medida que n crece la magnetización se
comienza a curvar y consecuentemente m̄x comienza a disminuir. En la figu-
ra (3.7) se muestra la dependencia de la magnetización a lo largo del eje de
simetŕıa del estado onion, como función del parámetro n, lo que ilustra bien
todo lo discutido anteriormente.

Un resultado interesante es la aparición de configuraciones onion metaes-
tables. Castaño et al. [52] han llevado a cabo un estudio experimental deta-
llado de la conducta magnética de nanoanillos de cobalto con altura H = 10
nm y radios externos e internos que vaŕıan de 90 a 260 nm y de 20 a 140 nm,
respectivamente. En particular, para anillos con R = 180 nm y a = 20 nm, y
R = 180 nm y a = 70 nm, ellos encontraron mediante el análisis de curvas de
histéresis y mediciones de magnetorresistencia, la presencia de configuracio-
nes onion metaestables. Tales estados pueden ser alcanzados reduciendo el
campo magnético aplicado desde la saturación hasta campo cero. Cuando el
campo magnético se aumenta en la dirección opuesta y la enerǵıa magnéti-
ca es lo suficientemente alta, como para superar la barrera de enerǵıa entre
los estados O y V , los sistemas sufren una transición al último estado. Tal
comportamiento es completamente consistente con nuestros resultados. De
hecho, teniendo en cuenta que para el cobalto, la longitud de intercambio
está dada por Lex = 2.85 nm, los anillos examinados por Castaño et al. [52]
tienen dimensiones reducidas r = 63.2, y h = 3.5 y corresponden a β = 0.11
y 0.39. Examinando la figura (3.3), vemos que anillos con tales dimensio-
nes presentan como estado fundamental el estado de vórtice, encontrándose
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Figura 3.7: Magnetización neta a lo largo del eje de simetŕıa del estado onion, el
eje x. Cuando n = 1 tenemos magnetización uniforme en x mientras que cuando
n crece, m̄x disminuye.

sus parámetros geométricos lejos de las ĺıneas de transición. Si observamos
la figura (3.5), el ĺımite superior para la posición del punto triple cuando
β → 0, es rmax = 3.8, valor que es mucho menor que el radio correspondiente
a las muestras de Castaño et al. [52]. Como consecuencia, las configuracio-
nes onion observadas en tales sistemas representan necesariamente estados
metaestables. La ocurrencia de estados metaestables en anillos con paráme-
tros geométricos dentro de la región del vórtice también se ha observado por
medio de simulaciones micromagnéticas. Usando el software OOMMF [41]
hemos llevado a cabo simulaciones para un anillo de cobalto con dimensiones
reducidas h = 2.1, r = 7, y β = 0.5. Estas simulaciones muestran que, cuando
se considera como configuración inicial el estado de magnetización uniforme
en el plano, el sistema queda atrapado en una configuración metaestable de
tipo onion. Una muestra de estos resultados se presentó en la figura (3.2),
en la cual la magnetización neta es m̄x = 0.915. Para el mismo sistema, al
minimizar la enerǵıa total, se encuentra que n = 4.6, del cual se desprende, a
partir de la ecuación (3.20), una magnetización neta m̄x = 0.92, totalmente
consistente con las simulaciones v́ıa OOMMF.
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En conclusión, hemos investigado teóricamente la dependencia de la es-
tructura magnética interna de nanoanillos con su geometŕıa. Se han conside-
rado tres configuraciones t́ıpicas; el estado ferromagnético, o uniforme en el
eje, la configuración de vórtice, y la configuración onion. Para la última,
hemos propuesto un modelo anaĺıtico simple que permite una transición con-
tinua entre el estado onion (n > 1) y la fase uniforme en el plano (n = 1).
Nuestros resultados se resumen en diagramas de fase que dan la estabilidad
relativa de las tres configuraciones. La posibilidad de que tales sistemas asu-
man configuraciones inestables o metaestables, también ha sido analizada.



Caṕıtulo 4

Nanotubos magnéticos

En este caṕıtulo estudiaremos las propiedades magnéticas de nanotubos
aislados. Veremos cómo la geometŕıa determina la ocurrencia de las dos fases
magnéticas usuales en nanotubos, estas son: ferromagnética en el eje del
tubo (F ) y vórtice (V ). Analizaremos el efecto de la anisotroṕıa en tales
sistemas, y las condiciones para la desaparición del core magnético en la
fase V , cuando pasamos de un nanohilo (β = 0) a un nanotubo (β > 0).
Finalmente estudiaremos los procesos de reversión de la magnetización, los
que ocurren mediante nucleación y propagación de paredes de dominio. Los
temas presentados en este caṕıtulo pueden encontrarse en los art́ıculos [58,
59, 60, 61].

4.1. Introducción

Recientemente se ha iniciado la fabricación de nanotubos magnéticos
[8, 9, 16, 17, 62, 63, 66], abriéndose un nuevo campo de investigación en
pro de utilizar sus interesantes propiedades. Trabajos experimentales [62, 63]
y simulaciones numéricas [63, 64] han identificado en estas part́ıculas dos
estados principales: un vórtice (V ) en el plano transversal del tubo, y un es-
tado con magnetización uniforme (F ) en el eje del tubo. La presencia de tales
configuraciones depende de factores geométricos y del material magnético del
tubo, y será discutida en la primera parte de este caṕıtulo.

En uno de los primeros trabajos experimentales en estas part́ıculas, reali-
zado por Nielsch et al. [17] se consideran tres arreglos de tubos con razones
de aspecto (τ = H/R) diferentes, las que muestran conductas distintas, mo-

58
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tivando un estudio completo sobre las posibles fases magnéticas y procesos
de reversión de la magnetización en nanotubos. Debido a que las curvas de
histéresis son muy estrechas [17], las fases no son fácilmente identificables
a partir de estas curvas, y entonces un análisis teórico o numérico puede
aportar información elemental en el estudio de las propiedades magnéticas
de tales sistemas.

En la segunda parte de este caṕıtulo describiremos la reversión de la
magnetización, proceso que aunque es bien conocido en hilos magnéticos
[67, 68, 69, 70, 71], ha sido poco explorado en nanotubos. Esto a pesar de
las ventajas potenciales de los tubos por encima de cilindros sólidos o hilos.
La diferencia fundamental es que en tubos no tenemos material magnético
en el eje central, generándose configuraciones magnéticas libres de core, lo
que lleva a procesos más estables, garantizando reproducibilidad [58, 63] y
eficiencia. También, debido a su menor volumen, los tubos pueden flotar en
soluciones, los que los hace útiles en diversas aplicaciones biotecnológicas
[8, 9].

4.2. Propiedades estáticas

Las configuraciones principales en tubos magnéticos son las mismas que
se presentan en cilindros y anillos, sólo que se excluyen las configuraciones
uniformes en el plano perpendicular al eje del tubo. Tenemos entonces dos
configuraciones básicas; magnetización uniforme en el eje z, o estado ferro-
magnético (F ), y un vórtice sin core (V ). La aparición del core en la fase
de vórtice ocurre cuando el agujero interno del tubo es lo suficientemente
pequeño, del orden de unos nanómetros y es discutida brevemente en este
caṕıtulo. También se estudia el efecto de la anisotroṕıa en el diagrama de
fase.

4.2.1. Configuraciones magnéticas y enerǵıa total

Para la configuración F , que ha sido ya presentada en el caṕıtulo 3, la
magnetización puede escribirse como, M(r) = M0ẑ, donde ẑ es un vector uni-
tario paralelo al eje del tubo. En esta configuración la enerǵıa de intercambio
(Ec. 1.6) es nula, y la enerǵıa total está dada por la contribución dipolar y
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la anisotroṕıa. El resultado para la enerǵıa dipolar (Ec. 3.4) es

EF
d =

µ0M2
0

2
πHR2(1− β2)Nz(β, τ) , (4.1)

donde el factor demagnetizante Nz(β, τ) está dado por la Ec. (B.13) del
Apéndice B. La razón de aspecto del tubo es τ = H/R, mientras que β = a/R
es el factor de forma. En esta configuración mx = my = 0, y mz = 1, de forma
que la anisotroṕıa cristalina es nula, como se ve de la Ec. (1.20), mientras
que la anisotroṕıa uniaxial (Ec. 1.19) está dada por

EF
u = −Ku

∫

V

m2
z dv = −KuπHR2

(
1− β2

)
,

y la enerǵıa total de la configuración F , resulta

EF =
µ0M2

0

2
πHR2(1− β2)Nz(β, τ)−KuπHR2

(
1− β2

)
. (4.2)

Para la configuración de vórtice, la magnetización puede ser aproximada
por M0φ̂ . En tal caso, la contribución de la interacción dipolar es nula, como
se ve de la ecuación (Ec. 1.16). La anisotroṕıa uniaxial (Ec. 1.19) tampoco
contribuye a la enerǵıa, ya que mz = 0, y por lo tanto la enerǵıa total de la
configuración V resulta

EV = 2πHA ln
1

β
+

Kc

8
πHR2

(
1− β2

)
, (4.3)

donde el primer término es la enerǵıa de intercambio, y el segundo es la
anisotroṕıa cristalina. El cálculo del primero se presenta en el caṕıtulo 3 (Ec.
3.8), mientras que la anisotroṕıa se calcula a partir de la expresión general
(Ec. 1.20), reemplazando las componentes cartesianas de la magnetización,
dadas por mx = − sin φ, my = cos φ y mz = 0. De esta forma, la enerǵıa de
anisotroṕıa cristalina resulta

Ec = Kc

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

(sin φ cos φ)2ρ dρ dφ dz =
Kc

8
πHR2

(
1− β2

)
, (4.4)

el segundo término en la enerǵıa total de la fase V (Ec. 4.3).
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Figura 4.1: Enerǵıa de las configuraciones ferromagnética (ĺınea sólida) y vórtice
(ĺınea cortada), como función de β, para un tubo de ńıquel de altura H = 1 µm.
En (a) R = 50 nm, en (b) R = 62 nm, mientras que en (c) R = 70 nm.

En la figura (4.1) ilustramos la enerǵıa (sin ningún tipo de anisotroṕıa)
de ambas configuraciones (Ecs. 4.2 y 4.3) como función de β, para tubos de
ńıquel, de altura H = 1 µm, y tres radios distintos; (a) R = 50 nm, (b)
R = 62 nm, y (c) R = 75 nm. Observamos claramente que en (a) la enerǵıa
de la configuración F es menor, independiente del valor de β, mientras que
en (b) la dependencia con tal parámetro es más complicada. Por ejemplo,
para β < 0.3, la configuración F es la de mı́nima enerǵıa, mientras que para
0.3 < β < 0.75 el vórtice es favorecido. Para β > 0.75, nuevamente aparece
la fase F como favorable. Para radios mayores, (c) la enerǵıa de la fase V es
menor.

4.2.2. Diagrama de fase

Utilizando las enerǵıas totales (Ecs. 4.2 y 4.3) de las dos configuraciones
de interés, podemos analizar el rango de valores de los parámetros geométri-
cos para los cuales una de estas dos configuraciones es la de menor enerǵıa, y
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es por tanto la presente en part́ıculas de dicha geometŕıa. Al igualar ambas
enerǵıas podemos obtener curvas en el plano R-H que separan las regiones
con distintas fases. Tal curva representa el diagrama de fase del tubo, carac-
terizado por su factor de forma β, y está dada por la siguiente ecuación

H

Lx
=

τ(1− β2)Nz/2

ln(1/β) + R2

L2
x

(1− β2)
(

κc
16 + κu

2

) R3

L3
x

, (4.5)

donde

κc ≡
2Kc

µ0M2
0

, κu ≡
2Ku

µ0M2
0

,

y Nz es el factor demagnetizante del tubo, dado por la Ec. (B.13),

Nz =
2

τ(1− β2)

∞∫

0

1− e−τq

q2
[J1(q)− βJ1(qβ)]2 dq . (4.6)

Para los tubos investigados experimentalmente [16, 17, 62], la altura es siem-
pre mucho mayor que el radio, de manera que podemos tomar el ĺımite
τ = H/R, 1. Como el argumento de la integral en Nz tiende a cero cuando
q → 0, entonces podemos despreciar el término e−τq en el numerador, ya que
este es importante sólo cerca de q = 0. Esto se refuerza sobre todo para los
grandes valores de τ bajo consideración. El factor demagnetizante (Ec. 4.6)
se reduce entonces a

Nz =
2

τ(1− β2)

(
4

3π

(
1 + β3

)
− β2F21 [β]

)
. (4.7)

donde F21[β] = F21

[
−1

2 ,
1
2 , 2, β

2
]

es una función hipergeométrica. Reempla-
zando la ecuación anterior para Nz en la ecuación (4.5) obtenemos una ex-
presión anaĺıtica aproximada para la transición entre los estados F y V , en
términos del factor de forma del tubo y de los parámetros del material. Es-
ta ecuación define el diagrama de fase para tubos con razones de aspecto
grandes, como los fabricados experimentalmente [16, 17, 62, 63], y está dada
por

H

Lx
=

4
3π (1 + β3)− β2F21 [β]

ln(1/β) + R2

L2
x

(1− β2)
(

κc
16 + κu

2

) R3

L3
x

. (4.8)

En la figura (4.2) se muestra la estabilidad relativa de las configuraciones F y
V , para dos valores de β apropiados para tubos delgados, a saber, (a) β = 0.7
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Figura 4.2: Diagramas de fase para nanotubos magnéticos con anisotroṕıa. La
fase F es la de menor enerǵıa en la región a la izquierda (o arriba) de cada curva,
mientras que la fase V tiene menor enerǵıa a la derecha (o abajo) de cada ĺınea.
Los puntos corresponden a R = 90 nm y H = 60 µm [17] y son discutidos en el
texto.

y (b) β = 0.9. Se consideran las anisotroṕıas de cuatro materiales diferentes,
de acuerdo a la tabla (4.1). Cada ĺınea separa la configuración F (la izquierda
superior) de la configuración V (abajo y a la derecha). Notemos que para el
caso del cobalto (ĺınea azul) la ĺınea de transición está muy cercana al eje de
la abscisa y entonces la fase F está presente en casi todo el rango estudiado.
Esto se debe a su fuerte anisotroṕıa uniaxial, la que favorece que el sistema
se oriente a lo largo del eje z. En contraste, debido a su pequeña anisotroṕıa
cristalina, los resultados para el Permalloy (Ni80Fe20) describen bastante bien
a un material sin anisotroṕıa, como el considerado en la Ref. [58].

Como ilustración espećıfica realizamos cálculos para nanotubos magnéti-
cos de radio R = 90 nm y altura H = 60 µm [17], considerando los 4
materiales antes mencionados caracterizados por su longitud de intercambio
Lx. Estos resultados se presentan como puntos en la figura (4.2) y corres-
ponden a: 1: hierro; 2: cobalto; 3: permalloy; 4: ńıquel. Este último es el más
cercano a su ĺınea de la transición (ĺınea punteada), lo que es una indicación
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de la existencia de campos coercitivos menores en las curvas de histéresis. Al
contrario, los otros casos (1, 2 y 3) están bien dentro de la fase F y deben
presentar campos coercitivos mayores, ya que para tubos con dimensiones
cercanas a la ĺınea de transición, la formación de una estructura magnética
tipo vórtice es más favorable energéticamente. Además, como veremos más
adelante, para tales dimensiones el modo de reversión de la magnetización es
precisamente v́ıa propagación de una pared de dominio tipo vórtice.

Sistemas sin anisotroṕıa

Para estudiar sistemas sin anisotroṕıa, como por ejemplo materiales cre-
cidos de tal manera que su estructura resulta ser policristalina, basta con
fijar κc = κu = 0, en la expresión para el diagrama de fase (Ec. 4.8), la que
se reduce a

H

Lx
= α(β)

R3

L3
x

, (4.9)

donde la función α(β) está dada por

α(β) ≡ 1

ln(1/β)

[
4

3π

(
1 + β3

)
− β2F21 [β]

]
. (4.10)

En la figura (4.3) presentamos las ĺıneas de transición para distintos valores de
β, a partir de la Ec. (4.9), resultado que coincide perfectamente con el mismo
diagrama obtenido v́ıa integración numérica de la forma general (Ec. 4.5) sin
la aproximación τ , 1. A la izquierda de cada ĺınea, el estado F prevalece,
mientras que a la derecha de la misma, el vórtice es más estable. Los puntos
etiquetados con las letras a, b y c en la figura (4.3) corresponden a los tres

Cuadro 4.1: Parametros para los distintos materiales, tomados del libro de R.
O’Handley [25]. Para todos estos materiales A ∼ 10−11J/m, y la anisotroṕıa (Kc)
es cúbica, exepto el cobalto uniaxial (Ku) denotado con un asterisco.

Material M0(A/m) Lx(nm) K(J/m3) κ

hierro 1.7× 106 2.346 4.8× 104 0.0264
cobalto∗ 1.4× 106 2.849 4.1× 105 0.3329

permalloy 8.0× 105 4.986 −3.0× 102 −0.0007
ńıquel 4.85× 105 8.225 −4.5× 103 −0.0304
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Figura 4.3: Diagrama de fase para nanotubos con distintos valores de β dentro del
rango [0.50,0.993]. Las dimensiones, H y R, han sido normalizadas a la longitud
de intercambio Lx. Los puntos experimentales (a), (b) y (c) son discutidos en el
texto.

arreglos de tubos investigados experimentalmente por Nielsch et al. [17], los
que están definidos por (a) R = 90 nm, H = 60 µm; (b) R = 180 nm, H = 60
µm; (c) R = 260 nm, H = 12 µm, todos tubos de cobalto con Lx = 2.85 nm.
Estos radios deben ser corregidos debido a la oxidación del manto externo
de los tubos de cobalto. Puesto que el CoO es antiferromagnético, el oxido
que cubre los tubos no contribuye a la magnetización total. Después de tener
en cuenta los datos de tal oxidación presentados en el art́ıculo experimental
[17], los valores correspondientes de β para las muestras (a), (b) y (c) son
0.983, 0.994 y 0.993 respectivamente. Este último caso (ĺınea punteada verde)
corresponde al tubo con mayor diámetro, el cual está dentro de la fase V y
debe tener una coercividad menor. Al contrario (a) está bien dentro de la fase
F y debe tener un campo coercitivo mayor. Estas observaciones cualitativas
están en buen acuerdo con las medidas realizadas por Nielsch y colaboradores
[17].

Debemos notar en nuestro diagrama (Fig. 4.3) que las ĺıneas de transición,
dependen en forma cúbica con el radio del tubo, es decir, H/Lx ∝ R3/L3

x. La
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Figura 4.4: Función α(β) que define las ĺıneas de transición en el diagrama de
fase. El punto negro en el eje de la ordenada representa la solución para cilindros
(β = 0) considerando el core. La porción punteada representa la región donde las
desviaciones debido el efecto del core tiene un efecto progresivo hacia β = 0.

función α(β) (Ec. 4.10) es precisamente la constante de proporcionalidad en
tales curvas, y es una caracteŕıstica topológica, ya que depende sólo del factor
de forma β. Tal función se presenta en la figura (4.4) y se debe tener cuidado
en interpretar los valores ĺımite de β. En particular, cuando β → 1, estamos
tratando nanotubos sumamente delgados, donde una eventual rugosidad en la
superficie y/o irregularidades de espesor son cruciales. Por otro lado, cuando
β → 0, estamos acercándonos al ĺımite de un cilindro sólido, donde aparece
una componente z en la magnetización de la configuración V ; el llamado
“core” (ver Cap. 2) es importante y debe ser considerado para obtener el
valor correcto de la función α(β) cuando β → 0. Afortunadamente un estudio
reciente consideró el efecto del core en el caso de cilindros magnéticos (β = 0)
en el estado V [28]. Usando la aproximación τ , 1, podemos estimar el
valor α (0) = 0,179, el cual es mostrado como un punto en la ordenada de la
figura (4.4). Claramente la curva α(β) no describe en forma correcta el estado
magnético en este ĺımite, ya que no se consideró el core, y por lo tanto la curva
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real parte del punto negro en la figura (4.4). La aparición de core en tubos
con valores pequeños de β es discutida en la sección siguiente. Por otro lado,
el máximo en la curva α(β) está dado por α(β∗ = 0.546) = 0.342 y representa
al factor de forma para el cual la fase de vórtice está más favorecida. A partir
de β = 0.546, para tubos más gruesos (β < 0.546) y para tubos más delgados
(β > 0.546), la ĺınea de transición se mueve hacia la derecha incrementando
la región F (ver figura 4.3). Sin embargo la curva es asimétrica, e incluso lo
será más aún cuando se considera el core.

4.2.3. Vórtice con core en nanotubos

Nuestro modelo previo no considera la existencia de un core central en el
tubo. Sin embargo, es importante verificar esta suposición. Para esto hemos
realizado simulaciones micromagnéticas del estado de mı́nima enerǵıa por
medio del software OOMMF [41]. Para contrastar con resultados experi-
mentales [17] usamos los siguientes parámetros para el cobalto hcp [65]: M0 =
1.4×106 A/m, A = 1×10−11 J/m y consideramos celdas cúbicas de 4×4×10
nm3. En las simulaciones hemos considerado dos valores diferentes de β y
encontrado que para β pequeño, el core central desaparece.

Figura 4.5: Distribución de los momentos magnéticos en un plano perpendicular
al eje del tubo. El tamaño de las flechas es una medida de la magnitud de la
componente de la magnetización en el plano. El tubo es definido por R = 52 nm,
H = 700 nm y a) β = 0.1 (Mz/M0 = 0.11), y b) β = 0.3 (Mz/M0 ≈ 10−6).

En la figura (4.5) presentamos los resultados de dos simulaciones: a) para
β = 0.1, y b) para β = 0.3. Las flechas representan la componente de la
magnetización en el plano perpendicular al eje del tubo. Es decir, una flecha
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pequeña significa que hay una componente importante de la magnetización
a lo largo del eje z produciendo el core. Para β = 0.1 se obtiene una mag-
netización Mz/M0 = 0.11, mientras que para β = 0.3, Mz/M0 ≈ 10−6. A
partir de estos resultados podemos concluir que, en términos generales, para
β > 0.3 no existe core. Este problema es estudiado en el art́ıculo de Krav-
chuk et al. [57] donde se concluye, mediante cálculos anaĺıticos y simulaciones
numéricas, que el core desaparece completamente para radios internos de al-
rededor de 0.4Lx. Sin embargo estos resultados preliminares son objeto de
investigación actual y aún falta mucho por estudiar en estos sistemas.

4.3. Modos de reversión

Consideraremos un tubo magnético en un estado con magnetización (M)
a lo largo del eje del tubo. Si aplicamos un campo magnético constante y
uniforme en la dirección antiparalela a M, luego de un cierto tiempo se ini-
ciará la reversión de la magnetización (MR) en cualquiera de los extremos del
tubo. Este proceso ocurrirá mediante diferentes mecanismos, dependiendo de
los parámetros geométricos del tubo. En el art́ıculo [61] nos enfocamos en el
proceso de reversión, estudiándolo por medio de dos acercamientos diferen-
tes pero complementarios: simulaciones numéricas y cálculos anaĺıticos. Este
último será analizado en esta sección.

4.3.1. Modelo anaĺıtico

Resultados de nuestras simulaciones [61] y estudios previos en nanohilos
[67, 68, 70, 71] muestran tres tipos principales de mecanismos de reversión de
la magnetización. En ellos M cambia de uno de sus dos mı́nimos (M = M0ẑ,
con enerǵıa EF ) al otro (M = −M0ẑ, con enerǵıa EF ) a través de un ca-
mino tal que la barrera de enerǵıa es la diferencia entre el máximo (Emáx)
y el mı́nimo de enerǵıa. Estos mecanismos se ilustran en la figura (4.6) y se
conocen como: rotación coherente (C), en el cual todos los espines (mo-
mentos magnéticos locales) giran simultáneamente; pared de dominio tipo
vórtice (vortex domain wall) (V ), donde los espines rotan progresivamente
v́ıa nucleación y propagación de una pared de dominio tipo vórtice; pared
de dominio transversal (transverse domain wall) (T ), dónde los espines
rotan progresivamente v́ıa nucleación y propagación de una pared de dominio
transversal.
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Figura 4.6: Modos de reversión de la magnetización en nanotubos. C: rotación
coherente, V : pared de dominio tipo vórtice, y T : pared de dominio transversal.

Para determinar el tipo de reversión de la magnetización para una geo-
metŕıa dada, calculamos las enerǵıas para los modos C, T y V , para luego
encontrar las barreras de enerǵıa correspondientes. La enerǵıa total para
cada modo está dada por la suma de las contribuciones dipolar y de inter-
cambio, las que son calculadas dentro del marco de la teoŕıa semiclásica del
ferromagnetismo [23] descrita en el caṕıtulo introductorio. La anisotroṕıa no
es considerada por ahora y su efecto en los modos de reversión es objeto
de investigación actual, aśı como el efecto de un campo magnético externo.
Procederemos a describir la magnetización mk y a evaluar la enerǵıa total
Ek (intercambio más dipolar) para cada uno de los tres modos de reversión
definidos anteriormente, con k = C, T o V .

4.3.2. Rotación coherente (C)

Para un tubo uniformemente magnetizado podemos escribir

mC
z = cos θ ,

donde θ es el ángulo entre el eje (z) del tubo y el vector magnetización. En
este modo, la enerǵıa de intercambio es cero, y la enerǵıa total corresponde
al término dipolar y está dada por

EC(θ) =
πµ0M2

0

4
HR2(1− β2)[sin2 θ + (3 cos2 θ − 1)Nz] . (4.11)
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Este resultado se obtiene en el Apéndice A (Ec. A.6) donde el factor demag-
netizante está dado por [58]

Nz (β, τ) =
2R

H(1− β2)

∞∫

0

1− e−τq

q2
[J1(q)− βJ1(qβ)]2 dq . (4.12)

Figura 4.7: EC vs θ para tubos de cobalto con R = 10 nm y β = 0.5.

La enerǵıa EC(θ) vaŕıa bastante con los parámetros geométricos, lo que puede
ser visto en la figura (4.7) donde se ilustra EC para tubos de cobalto de radio
R = 10 nm y β = 0.5, para tres alturas distintas, H =100, 200 y 500 nm.
Para encontrar estos mı́nimos y máximos en la enerǵıa del modo C, basta con
derivar con respecto al ángulo θ, es decir, hay que resolver ∂EC/∂θ = 0 y ver
si las soluciones son máximos o mı́nimos, lo que ocurre cuando ∂2EC/∂θ2 < 0
y ∂2EC/∂θ2 > 0 respectivamente. La condición para máximos y mı́nimos
(∂EC/∂θ = 0) se reduce a

sin θ cos θ(1− 3Nz (β, τ)) = 0 (4.13)

cuyas soluciones son

sin θ = 0 ⇒ θ = 0,π

cos θ = 0 ⇒ θ = π/2 . (4.14)
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junto con Nz (β, τ) = 1/3, ecuación que para cilindros (β = 0) tiene como
solución τc = 1.81, mientras que para β > 0, τc < 1.81. Es interesante notar
que cuando los parámetros geométricos son tales que Nz = 1/3, entonces el
sistema se comporta magnéticamente como una esfera, es decir su enerǵıa
(Ec. 4.11) no depende de la dirección de la magnetización (ángulo θ). Como
estamos considerando nanotubos con razones de aspectos bastante mayores
que 1.81, entonces tendremos siempre τ > 2 y por tanto el factor demagne-
tizante será siempre menor que 1/3, lo que implica que

1− 3Nz (β, τ) > 0 . (4.15)

Para saber si las soluciones (Ec. 4.14) son mı́nimos o máximos debemos
evaluar la segunda derivada de la enerǵıa, la que resulta

∂2EC

∂2θ
=

πµ0M2
0

2
HR2(1− β2)(1− 3Nz)

(
cos2 θ − sin2 θ

)
. (4.16)

Por ejemplo para la solución sin θ = 0 tendremos que ∂2EC/∂2θ > 0 por
lo que θ = 0 y θ = π serán los mı́nimos. Para la otra solución, cos θ = 0
tendremos que ∂2EC/∂2θ < 0 y θ = π/2 será un máximo. Es decir EC(0) =
EC(π) ≡ EF corresponde a la enerǵıa de una configuración uniforme a lo
largo del eje del tubo, mientras que EC(π/2) ≡ EC

máx es el máximo en la
enerǵıa. Podemos concluir entonces que la barrera de enerǵıa que debe su-
perar el sistema para revertir su magnetización de un mı́nimo al otro es
∆EC = EC(π/2)− EC(0), y al usar la Ec. (4.11) se obtiene

∆EC =
πµ0M2

0

4
HR2(1− β2)(1− 3Nz) . (4.17)

4.3.3. Pared de dominio vórtice (V )

En este modo (ver Fig. 4.6) asumiremos que la pared de dominio está siem-
pre dentro del tubo, y es caracterizada con dos parámetros. El primero es
la posición (zw) del centro de la pared del dominio, en la cual la magneti-
zación está totalmente en el plano xy, describiendo un vórtice perfecto. El
otro parámetro importante es el ancho de la pared (w), el cual será nuestro
parámetro minimizable. De esta forma la magnetización puede ser escrita
como

mV (z) =






ẑ, 0 ≤ z ≤ zw − w/2
mφ(z)φ̂ + mz(z)ẑ, zw − w/2 ≤ z ≤ zw + w/2

−ẑ, zw + w/2 ≤ z ≤ H .
(4.18)
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La estructura interna de la pared la modelaremos con la siguiente forma
funcional

mz(z) = cos Θ(z) ,

donde la función

Θ(z) =
π

2

(
z − zw

w/2
+ 1

)
(4.19)

describe correctamente la forma instantánea de la pared V observada en
nuestras simulaciones numéricas (ver figura 4.11).

Podemos ahora evaluar la enerǵıa total de la pared V . En la expresión para
la magnetización dentro de la pared (Ec. 4.18), las componentes cartesianas
pueden ser escritas como

mx = −mφ (z) sin φ

my = mφ (z) cos φ ,

donde m2
φ +m2

z = 1, de forma que la enerǵıa de intercambio (Ec. 1.6) resulta

EV
ex = πAw ln(1/β) + π3AR2(1− β2)/w , (4.20)

expresión qué es independiente de la posición de la pared, zw. El cálculo de
esta enerǵıa junto con la enerǵıa dipolar se presentan en el Apéndice E. La
contribución dipolar resulta

EV
d = πµ0M

2
0 R2

∞∫

0

dq

q2
[J1(qR)− βJ1(βqR)]2(fS + fV) , (4.21)

donde, fS = fS(w, zw) y fV = fV(w, zw) se asocian a la enerǵıa dipolar
superficial y volumétrica, respectivamente, y están dadas por

fS ≡ 1 + e−qH − e−q(H−zw) + e−qzw

1 + q2w2/π2
cosh[

qw

2
] , (4.22)

y

fV ≡
qw/2− (e−q(H−zw) + e−qzw) cosh[qw/2]

1 + q2w2/π2
+

1 + e−qw

(1 + q2w2/π2)2
. (4.23)

Tenemos entonces la enerǵıa total de la pared de dominio V , la que está dada
por la suma de las contribuciones de intercambio (Ec. 4.20) y dipolar (Ec.
4.21), es decir

EV = EV
ex + EV

d . (4.24)
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Dado el material magnético (A y M0) y las dimensiones del tubo (R, H y β),
podemos analizar la estructura interna de la pared, minimizando el ancho de
esta, w. Por ejemplo, la figura (4.8) muestra en (a) la enerǵıa minimizada
con respecto a w, como función de la posición de la pared, mientras que en
(b) se ilustran los valores de w obtenidos en el proceso de minimización. Es
decir, para cada valor de zw, se minimiza la enerǵıa con respecto a w y se
obtienen los valores de EV y w que ajustan la enerǵıa. El comportamiento de
estas cantidades es cualitativamente similar cuando variamos los parámetros
geométricos, aunque sin embargo hay cambios cuantitativos considerables, lo
que puede ser observado en la figura (4.8) cuando cambiamos levemente el
radio del tubo (ver cambio de escala). Notemos además que la enerǵıa es

Figura 4.8: Enerǵıa y ancho de una pared de dominio tipo vórtice como función
de la posición a lo largo de un tubo de cobalto con factor de forma β = 0.5, altura
500 nm y radios R = 10 (ĺınea sólida) y a R = 15 (ĺınea punteada).

máxima cuando la pared está localizada en el centro del tubo (zw = H/2), lo
que ocurre también cuando cambiamos los parámetros geométricos (siempre
que H > w). Entonces, para calcular la barrera de enerǵıa necesaria para
revertir la magnetización v́ıa propagación de una pared V , basta con evaluar
la enerǵıa en zw = H/2, de manera que la barrera resulta

∆EV = EV (zw = H/2)− EF , (4.25)
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donde EV (zw) está dado por la Ec. (4.24), mientras que EF (Ec. 4.11) está da-
do por

EF = EC(0) =
πµ0M2

0

2
HR2(1− β2)Nz . (4.26)

4.3.4. Pared de dominio transversal (T )

Esta pared de dominio es modelada en forma análoga a la pared V . La
diferencia está en la magnetización dentro de la pared, donde en el modo V
la componente en el plano es mφ, mientras que en el modo T la componente
en el plano (mx) está fija a lo largo de la dirección transversal, orientada a lo
largo del eje x̂. Nuevamente asumiremos que la pared está localizada dentro
del tubo. La magnetización dentro de la pared (ver Fig. 4.6) puede ser escrita
de la siguiente forma,

mT (z) = mx(z)x̂ + mz(z)ẑ, zw − w/2 ≤ z ≤ zw + w/2 , (4.27)

donde hemos usado la misma notación que en el modo V , pero con w el ancho
de la pared transversal. La componente axial es modelada de la misma forma
que en la pared V , es decir mz(z) = cos Θ(z), con la función Θ(z) dada por la
Ec. (4.19). Los cálculos de las enerǵıas de intercambio y dipolar se presentan
en el Apéndice F. La enerǵıa de intercambio resulta

ET
ex = π3AR2(1− β2)/w , (4.28)

mientras que la contribución dipolar está dada por

ET
d = πµ0M

2
0 R2

∞∫

0

dq

q2
[J1(qR)− βJ1(βqR)]2(gS + gV) , (4.29)

donde

gS =
q2w2/2π2

1 + q2w2/π2

(
qw

2
+

1 + e−qw

1 + q2w2/π2

)
+ fS ,

y gV(w, zw) = fV(w, zw). Notemos que las contribuciones dipolar volumétrica
de las paredes V y T tienen la misma forma funcional, aunque no necesaria-
mente el mismo valor debido a los distintos anchos de pared de cada modo,
ambos denotados por w. La enerǵıa total de una pared transversal confinada
dentro de un nanotubo es entonces

ET = ET
ex + ET

d , (4.30)
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Figura 4.9: Enerǵıa y ancho de una pared de dominio transversal como función
de la posición a lo largo de un tubo de cobalto de altura 500 nm, β = 0.5 y radios
R = 10 (ĺınea sólida) y R = 15 (ĺınea punteada).

donde ET
ex y ET

d están dados en las Ecs. (4.28) y (4.29) respectivamente.
En la figura (4.9) se ilustra la dependencia de la enerǵıa y el ancho de

la pared transversal como función de la posición zw del centro de la pared.
Para cada valor de zw se ha minimizado la enerǵıa con respecto a w, como
se explicó en la sección anterior. Observamos nuevamente que el máximo en
la enerǵıa ocurre cuando la pared está localizada en el centro del tubo, zw =
H/2, lo que sigue ocurriendo cuando cambiamos los parámetros R, H y β. La
barrera de enerǵıa que debe superar el sistema para revertir su magnetización
v́ıa propagación de un pared de dominio transversal es entonces

∆ET = ET (zw = H/2)− EF (4.31)

donde ET (zw) está dado por la Ec. (4.30), mientras que EF se presenta en
la expresión (4.26).

Con las expresiones anteriores para las enerǵıas de los diferentes proce-
sos de reversión, es posible analizar que modo se presenta como función de
la geometŕıa de los tubos. Para esto, simplemente buscaremos el modo de
reversión que cuesta menos enerǵıa, para una geometŕıa dada.
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4.3.5. Resultados y discusión

Al obtener la barrera de enerǵıa más baja entre los tres modos, encon-
tramos que la rotación coherente C sólo está presente en tubos muy cortos,
es decir, cuando H ≈ w o menos. Puesto que estamos principalmente intere-
sados en tubos largos, como aquellos usados en experimentos y aplicaciones
[16, 17, 62, 63], enfocaremos nuestra atención en los modos de reversión v́ıa
nucleación y propagación de paredes de dominio (V y T ).

Figura 4.10: Radio cŕıtico como función de β para distintos materiales magnéticos.
Para R < Rc el modo T es favorable, mientras que para R > Rc, domina el modo
V .

Como la enerǵıa de la pared de dominio es la que determina el modo de
reversión, si H > w, la altura del tubo no tiene efecto en determinar cual es el
proceso de reversión. En este caso, nuestros resultados muestran que el modo
de reversión depende de los radios interno y externo, y del material (A y M0).
Para cada β existe un radio cŕıtico, Rc(β), para el cual ambas barreras de
enerǵıa (V y T ) son iguales. Por ejemplo, para R < Rc(β) el tubo revierte su
magnetización creando una pared transversal (∆ET < ∆EV ), mientras que
para R > Rc(β) aparece una pared tipo vórtice (∆EV < ∆ET ). Al igualar
ambas barreras de enerǵıa (Ecs. 4.25 y 4.31) es posible obtener Rc(β), el cual
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es ilustrado en la figura (4.10) como función de β. Las curvas presentadas
corresponden a ńıquel (ĺınea negra), permalloy (ĺınea roja), cobalto (ĺınea
verde) y hierro (ĺınea azul). Los parámetros para los tres últimos han sido
tomados del libro de O’Handley [25], mientras que los parámetros para el
ńıquel (Lx = 6.09 nm), son los utilizados en las simulaciones numéricas de
nuestro art́ıculo [61]. Estas simulaciones fueron realizadas usando el método
de escalamiento [32] junto con simulaciones de Monte Carlo, y se presentan
en la figura (4.11) donde se consideraron tubos de altura H = 500 nm, radio
R = 15 nm y distintos factores de forma β.
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Figura 4.11: Imágenes simuladas del proceso de reversión en nanotubos definidos
por β = 0.17 (a), 0.33 (b) y 0.5 (c) en dos instantes distintos del proceso. La abscisa
representa la coordenada axial, z, a lo largo del tubo, mientras que la ordenada
nos da las componentes promedio de la magnetización. m̄x: ĺınea cortada (azul),
m̄y: ĺınea punteada (rojo), y m̄z: ĺınea sólida (negra).

En esta figura (4.11) presentamos las simulaciones en dos instantes del
proceso de reversión, mostrando la propagación de la pared a lo largo del tubo
para β = 0.17 (a), 0.33 (b) y 0.5 (c). La ĺınea negra representa la componente
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axial promedio de la magnetización (m̄z) mientras que las componentes m̄x

y m̄y están representadas por las ĺıneas azul y roja respectivamente. Cuando
mx y my promedian a cero, obtenemos un mecanismo de reversión V , mien-
tras que cuando una o ambas de estas componentes son distintas de cero, la
magnetización se revierte mediante la propagación de una pared transversal.
El caso (a) muestra claramente un comportamiento T con una rotación he-
licoidal de la magnetización a lo largo del tubo, aunque localmente la mayor
parte de la pared de dominio T apunta en una dirección particular. El caso
(b) muestra un modo T en el instante t1, el cual luego cambia a V como se
muestra en el instante t2. El último caso (c), ilustra la propagación de un
pared V a lo largo del tubo. Estos resultados pueden entenderse fácilmente
a partir de nuestro modelo teórico, si observamos la curva del ńıquel en la
figura para el radio cŕıtico (4.10). Los resultados de las simulaciones (a), (b)
y (c) son presentados como puntos en tal figura, donde se ve claramente que
el punto (a) está bajo la curva Rc(β) para el ńıquel, lo que indica que el modo
T es de menor enerǵıa. En la simulación (b) el punto cae encima de la curva
Rc(β), lo que significa que las barreras de enerǵıa para ambos modos son
aproximadamente iguales, explicando aśı la ocurrencia del comportamiento
mixto observado en la simulación (b) (ver Fig. 4.11). Finalmente, el punto (c)
aparece por encima de la curva correspondiente, lo que indica que el modo
V es de menor enerǵıa.

En la figura (4.12) ilustramos nuestros resultados anaĺıticos para los tubos
de Ni usados en las simulaciones. En la figura (4.12a) se muestran las barreras
de enerǵıa como función de β, para los modos de reversión V y T . Observamos
que para β = 0.33, el modo de la reversión cambia de T a V , en acuerdo
con nuestras simulaciones numéricas anteriores. La figura (4.12b) ilustra los
anchos de las paredes correspondientes para los modos V y T . En este caso,
las paredes son del orden de los 60 nm, sin embargo, al considerar radios
mayores, (∼ 40 nm) el ancho de la pared V puede llegar incluso a 500 nm
o mucho más. Cuando R crece lo suficiente, la configuración magnética de
menor enerǵıa es el estado de vórtice visto en la sección anterior. Este puede
ser considerado como si fuese una pared de dominio V de ancho infinito. Por
otro lado, para tubos muy cortos (H ≈ w) no es posible acomodar estas
paredes de dominio, dando lugar a un modo coherente de inversión.
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Figura 4.12: Ĺıneas solidas (negro) ilustran (a) las barreras de enerǵıa y (b) el
ancho de la pared de dominio para el modo V y las ĺıneas cortadas (azul) corres-
ponden al modo T .

4.4. Conclusiones

De las tres posibles configuraciones magnéticas en part́ıculas con simetŕıa
tubular, la con magnetización uniforme (o cuasi-uniforme) en el plano queda
fuera de consideración debido a las dimensiones de los tubos considerados.
Existe una competencia entre un estado uniforme con magnetización a lo
largo del eje z y un estado de vórtice con los momentos magnéticos perpen-
diculares al eje. La condición de equilibrio para estas dos fases se estudia en
función de la geometŕıa de la part́ıcula. El resultado es una ĺınea que crece
más rápido con el radio que con la altura, dependiendo del factor de forma β,
y del material magnético. La ley que reproduce este comportamiento está da-
da por la Ec. (4.8) y en el caso de materiales sin anisotroṕıa es simplemente
H/Lx = α(β)R3/L3

x, donde la función α(β) está dada por la ecuación (4.10).
Podemos concluir que existe una valor óptimo del factor de forma β para
la existencia del estado de vórtice, es decir, el valor máximo de α(β) que
ocurre para β = 0,546. Este representa una situación óptima cuando se bus-
can campos coercitivos pequeños. Cuando β se aleja de 0,546 la fase vórtice
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se debilita y los campos coercitivos crecen.
Con respecto a los modos de reversión de la magnetización, podemos

decir que existen dos procesos dominantes en tubos ferromagnéticos largos,
dependiendo de los radios del tubo. El mecanismo transversal se presenta en
tubos con R < Rc(β) mientras que para tubos con R > Rc(β) es la propaga-
ción de una pared de dominio tipo vórtice la que controla la reversión de la
magnetización. Para valores de R y β cerca de las curvas que separan ambos
mecanismos, aparecen inestabilidades y pueden presentarse ambos modos en
distintas etapas de la reversión. Ya que nanotubos con radios menores que
20 nm son dif́ıciles de fabricar en el presente [16, 17, 62], podemos concluir
que el mecanismo de reversión mediante propagación de un pared de dominio
tipo vórtice es el más observado.



Apéndice A

Enerǵıa para una part́ıcula
ciĺındrica magnetizada
uniformemente

En este apéndice se muestra el cálculo de la enerǵıa de una part́ıcula de
simetŕıa ciĺındrica con magnetización uniforme. La magnetización total de la
part́ıcula es M0, y sus componentes cartesianas son Mx, My y Mz , tales que
M2

0 = M2
x + M2

y + M2
z .

Este cálculo general entrega resultados válidos para tubos, anillos y cilin-
dros, en función del factor de forma β = a/R, definido como la razón entre
los radios interno (a) y externo (R) de la part́ıcula. Por ejemplo un cilindro
está definido por β = 0. Para sistemas con magnetización uniforme podemos
escribir

m = mxx̂ + myŷ + mzẑ , (A.1)

con mi = Mi/M0 las componentes cartesianas normalizadas de la magneti-
zación. En este caso, la enerǵıa de intercambio (Ec. 1.6) es nula, ya que las
componentes de la magnetización son constantes. La enerǵıa dipolar puede
escribirse como [23]

Ed =
µ0M2

0

2
V(m2

xNx + m2
yNy + m2

zNz) , (A.2)

donde
V = πHR2(1− β2)
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2a

2R

H

z

m

= 0

= 0.9

= 0.5

= a / R

Figura A.1: Geometŕıa para una part́ıcula con simetŕıa ciĺındrica uniformemente
magnetizada.

es el volumen de la part́ıcula y Ni son los factores demagnetizantes, los que
cumplen con la condición

Nx + Ny + Nz = 1 .

Además, debido a la simetŕıa ciĺındrica del problema, se tiene que Nx = Ny,
y por lo tanto,

Nx = Ny =
1−Nz

2
, (A.3)

donde el factor demagnetizante Nz está dado por [56, 58]

Nz (β, τ) =
2

τ(1− β2)

∞∫

0

1− e−τq

q2
[J1(q)− βJ1(qβ)]2 dq , (A.4)

y es evaluado en el Apéndice B. Usando el hecho que m2
x + m2

y + m2
z = 1, es

posible escribir la ecuación (A.2) como

Ed(mz) =
µ0M2

0

4
V(1−m2

z +
(
3m2

z − 1
)
Nz) . (A.5)
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Utilizando mz = cos θ, donde θ es el ángulo que forma la magnetización con
el eje z, la enerǵıa resulta (ver Fig. A.1)

Ed(θ) =
µ0M2

0

4
V

[
sin2 θ +

(
3 cos2 θ − 1

)
Nz

]
, (A.6)

donde Nz está dado por la ecuación (A.4).



Apéndice B

Factor demagnetizante en una
part́ıcula con simetŕıa ciĺındrica

En este apéndice calcularemos el factor demagnetizante Nz en una part́ıcu-
la con simetŕıa ciĺındrica (cilindro, anillo o tubo). Para ello debemos calcular
la enerǵıa dipolar de una part́ıcula de altura H magnetizada en la dirección
z, es decir con vector magnetización M = M0ẑ. La relación general [23] entre
la enerǵıa dipolar y los factores demagnetizantes Nj es la siguiente

Ed =
µ0M2

0

2
V(m2

xNx + m2
yNy + m2

zNz) , (B.1)

donde V es el volumen. Como consideraremos mx = my = 0, y mz = 1,
entonces

Nz =
2

Vµ0M2
0

Ed . (B.2)

Calcularemos ahora la enerǵıa dipolar, la que es usualmente obtenida a partir
de (Ec. 1.16)

Ed =
µ0

2

∫

V

M(r) ·∇U(r) dv ,

de manera que en coordenadas ciĺındricas tenemos

Ed =
µ0

2

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

(
Mρ

∂U

∂ρ
+

1

ρ
Mφ

∂U

∂φ
+ Mz

∂U

∂z

)
ρ dρ dφ dz , (B.3)
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y como la magnetización está orientada en el eje z, entonces

Mρ = 0

Mφ = 0

Mz = M0 ,

y la enerǵıa se reduce a calcular la siguiente expresión

Ed =
µ0M0

2

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

∂U

∂z
ρ dρ dφ dz . (B.4)

El potencial magnetostático está dado por [23]

U(r) = − 1

4π

∫

V

∇ ·M(r′)

|r− r′| dv′ +
1

4π

∫

S

n̂′ ·M(r′)

|r− r′| ds′ . (B.5)

Las cuatro superficies (Si) del anillo están caracterizadas por su vector normal
n̂i y su elemento de superficie dsi, definidos en la tabla B.1. En nuestro caso
la magnetización es uniforme en el eje z, de manera que

∇ ·M(r) = 0 ,

y la integración es sobre las tapas superior e inferior del tubo, S3 y S4, ya
que los mantos ciĺındricos no contribuyen,

n̂1 ·M = n̂2 ·M = 0 .

De esta manera el potencial (Ec. B.5) se reduce a

U(r) =
M0

4π

∫

S3

ds′3
|r− r′|z′=H

− M0

4π

∫

S4

ds′4
|r− r′|z′=0

. (B.6)

S1 manto ciĺındrico interno (ρ = a) n̂1 = −ρ̂ ds1 = a dφ dz
S2 manto ciĺındrico externo (ρ = R) n̂2 = ρ̂ ds2 = R dφ dz

S3 tapa superior (z = H) n̂3 = ẑ ds3 = ρ dφ dρ
S4 tapa inferior (z = 0) n̂4 = −ẑ ds4 = ρ dφ dρ .

Cuadro B.1: Superficies en un anillo.
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Usando la siguiente expansión en coordenadas ciĺındricas [27]

1

|r− r′| =
∞∑

p=−∞
eip(φ−φ′)

∞∫

0

dkJp(kρ)Jp(kρ′)e−k(z>−z<) (B.7)

donde z> (z<) es el mayor (menor) entre z y z′, y Jp(w) es una función de
Bessel de primera especie y orden p. Al reemplazar la expansión anterior en
el potencial (Ec. B.6) obtenemos

U(r) =
M0

4π

∞∑

p=−∞

2π∫

0

eip(φ−φ′) dφ′
R∫

a

ρ′ dρ′
∞∫

0

dkJp(kρ)Jp(kρ′){e−k(H−z)−e−kz}.

La integral angular en la expresión anterior resulta

2π∫

0

eip(φ−φ′) dφ′ = 2πeipφδp,0 , (B.8)

lo que elimina la suma y el potencial se reduce a

U(r) =
M0

2

R∫

a

ρ′ dρ′
∞∫

0

dkJ0(kρ)J0(kρ′){e−k(H−z) − e−kz} . (B.9)

En la enerǵıa (Ec. B.4) aparece la derivada con respecto a z del potencial, la
que resulta

∂U

∂z
=

M0

2

R∫

a

ρ′ dρ′
∞∫

0

dkJ0(kρ)J0(kρ′)k{e−k(H−z) + e−kz} ,

y al reemplazar en la enerǵıa (Ec. B.4) obtenemos

Ed =
µ0M2

0

4

2π∫

0

dφ

∞∫

0

k dk




R∫

a

ρ dρJ0(kρ)




2 H∫

0

dz{e−k(H−z) + e−kz} .

Podemos integrar directamente en la coordenada angular φ, lo que nos arroja
un factor 2π. Además, las integrales en las coordenadas z y ρ resultan

H∫

0

dz{e−k(H−z) + e−kz} = 2
1− e−Hk

k
,
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R∫

a

ρJ0(kρ) dρ =
RJ1(kR)− aJ1(ka)

k
, (B.10)

con lo que la enerǵıa se reduce a

Ed = πµ0M
2
0

∞∫

0

1− e−Hk

k2
[RJ1(kR)− aJ1(ka)]2 dk . (B.11)

Haciendo el cambio de variable q = kR obtenemos

Ed = πµ0M
2
0 R3

∞∫

0

1− e−τq

q2
[J1(q)− βJ1(βq)]2 dq , (B.12)

de tal manera que el factor demagnetizante (Ec. B.2) puede ser escrito como

Nz (β, τ) =
2

τ(1− β2)

∞∫

0

1− e−τq

q2
[J1(q)− βJ1(qβ)]2 dq , (B.13)

resultado que es usado tanto en el estudio de cilindros (β = 0), como de
anillos y tubos.



Apéndice C

Enerǵıa de la configuración de
vórtice con core

En este apéndice calculamos la enerǵıa de la configuración de vórtice con
core, considerando las contribuciones dipolar, de intercambio y anisotroṕıa.
La magnetización reducida de esta configuración puede ser descrita ideal-
mente mediante la siguiente forma funcional

m(r) = mφ(ρ)φ̂ + mz(ρ)ẑ , 0 ≤ ρ ≤ C (C.1)

m(r) = φ̂ , C ≤ ρ ≤ R , (C.2)

donde modelamos el core con la función

mz(ρ) =

(
1−

( ρ

C

)2
)n

, 0 ≤ ρ ≤ C . (C.3)

C.1. Enerǵıa dipolar

Para la magnetización de la configuración V , la enerǵıa dipolar (Ec. 1.16)
puede escribirse de la siguiente forma

Ed =
µ0

2

2π∫

0

H∫

0

R∫

0

(
Mφ(ρ)

ρ

∂U

∂φ
+ Mz(ρ)

∂U

∂z

)
ρ dρ dz dφ , (C.4)

donde el potencial magnetostático (Ec. 1.17), que en este caso no presenta
cargas volumétricas (∇ ·M = 0), está dado por

U =
1

4π

∫

S

n̂′ ·M(r′)

|r− r′| ds′ .
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Podemos separar la integral anterior en tres contribuciones debidas a las tres
superficies del cilindro (S1 tapa inferior, S2 tapa superior y S3 es el manto
ciĺındrico) con vectores unitarios n̂1 = −ẑ, n̂2 = ẑ y n̂3 = r̂, (ver tabla B.1)
con lo que obtenemos

U =
1

4π

2π∫

0

C∫

0

Mz(ρ′) ds′3
|r− r′|z′=H

− 1

4π

2π∫

0

C∫

0

Mz(ρ′) ds′1
|r− r′|z′=0

.

Usando la expansión de la función de Green (Ec. B.7) en coordenadas ciĺındri-
cas, es posible obtener

U(ρ, z) =
1

2

C∫

0

ρ′ dρ′Mz(ρ
′)

∞∫

0

dqJ0(qρ)J0(qρ
′)(e−q(H−z) − e−qz) . (C.5)

Este potencial no depende de φ, por lo que la enerǵıa magnetostática (Ec.
C.4) resulta

Ed = πµ0

C∫

0

ρMz(ρ) dρ

H∫

0

∂U(ρ, z)

∂z
dz ,

y al reemplazar el potencial e integrar en z obtenemos la siguiente expresión

Ed = πµ0M
2
0

∞∫

0

dq




C∫

0

ρJ0(qρ)mz(ρ) dρ




2

(
1− e−Hq

)
. (C.6)

Esta es una forma completamente general de escribir la enerǵıa dipolar para
un cilindro en la configuración de vórtice con core. La enerǵıa depende del
perfil de la magnetización en el core, mz(ρ), y es independiente del radio del
cilindro. En nuestro modelo para mz(ρ) (Ec. C.3), la enerǵıa dipolar resulta

Ed = πµ0M
2
0

∞∫

0

dq
(
1− e−Hq

)



C∫

0

ρJ0(qρ)

(
1− ρ2

C2

)n

dρ




2

,

y al integrar se obtiene

Ed = πµ0M
2
0 C3

(
αn −

C

4H
βnF

[
n,

C

H

])
,
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donde F [n,w] es una función hipergeométrica generalizada dada por

F [n,w] = P FQ

[{
1

2
, 1,

3

2
+ n

}
, {n + 2, 2n + 3} ,−4w2

]
. (C.7)

En la expresión anterior para la enerǵıa, αn y βn son factores que dependen
sólo de n y están definidos por

αn =
22n−1Γ(n + 1)3

Γ(3
2 + n)Γ(5

2 + 2n)
, (C.8)

βn =
Γ(n + 1)2

Γ(n + 2)2
, (C.9)

donde Γ(x) es la función Gamma.

C.2. Enerǵıa de intercambio

En la teoŕıa semiclásica del magnetismo [23], la enerǵıa de intercambio
(Ec. 1.6) para cilindros, se escribe de la siguiente forma

Eex = A

2π∫

0

H∫

0

R∫

0

f(ρ,φ, z)ρ dρ dz dφ , (C.10)

donde
f(ρ,φ, z) = (∇mx)

2 + (∇my)
2 + (∇mz)

2 .

Para la configuración de vórtice con core, las componentes cartesianas de la
magnetización pueden escribirse como

mx = −mφ (ρ) sin φ
my = mφ (ρ) cos φ

mz = mz (ρ) ,
(C.11)

donde m2
φ (ρ) = 1 −m2

z (ρ). Después de calcular los gradientes, la expresión
anterior para f(ρ,φ, z) puede reescribirse como

f(ρ,φ, z) = f(ρ) =
1−m2

z(ρ)

ρ2
+

1

1−m2
z(ρ)

(
∂mz(ρ)

∂ρ

)2

, (C.12)
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de manera que podemos integrar la enerǵıa (Ec. C.10) en φ y z, resultando

Eex = 2πHA

R∫

0

f(ρ)ρ dρ . (C.13)

Al reemplazar nuestro modelo para mz(ρ) (Ec. C.3), debemos distinguir dos
regiones; la primera dentro del core, es decir ρ < C donde mz(ρ) = [1 −
(ρ/C)2]n, de manera que la función f resulta

fin =
1

ρ2



1−
(

1− ρ2

C2

)2n

+
4n2ρ4

C4

(
1− ρ2

C2

)2n−2

1−
(
1− ρ2

C2

)2n



 .

Para la región externa al core, mz(ρ) = 0 y la función f(ρ) está dada sim-
plemente por

fout =
1

ρ2
.

Por lo tanto, la enerǵıa de intercambio es

Ex = 2πHA

C∫

0

fin(ρ)ρ dρ + 2πHA ln
R

C
.

Haciendo el cambio ρ = C sin θ, la integral en la ecuación anterior puede
escribirse como

γn ≡
C∫

0

fin(ρ)ρ dρ =

π/2∫

0

cos θ

sin θ

(
1− (cos θ)4n + 4n2 sin4 θ(cos θ)4n−4

1− (cos θ)2n

)
dθ ,

lo que finalmente es expresable en términos de las llamadas “funciones núme-
ro armónico”, H [z] [49], es decir

γn =
1

2
H [2n]− nH [−1/2n] ,

donde H[z] es definida por

H[z] =
∞∑

i=1

(
1

i
− 1

i + z

)
. (C.14)
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Finalmente obtenemos el resultado anaĺıtico para la enerǵıa de intercambio
de la configuración de vórtice con core

Ex = 2πHA

(
ln

R

C
+ γn

)
.

Es interesante notar que la función γn tiene un mı́nimo para n ≈ 1.49, lo que
significa que si la interacción de intercambio es la única presente, entonces el
perfil de la magnetización estaŕıa definido por la Ec. (C.3) con n ≈ 1.49. Este
perfil para mz es muy parecido al propuesto por Usov y Peschany [47], en el
que se obtiene la forma de la magnetización usando métodos variacionales,
minimizando sólo la enerǵıa de intercambio, sin considerar la contribución
de la enerǵıa dipolar.

C.3. Enerǵıas de anisotroṕıa

Consideraremos anisotroṕıas cristalina de tipo cúbico, Ec, y uniaxial, Eu,
las que están definidas por [23]

Ec = Kc

∫

V

(
m2

xm
2
y + m2

ym
2
z + m2

zm
2
x

)
dv , (C.15)

y

Eu = −Ku

∫

V

m2
z dv . (C.16)

Las componentes cartesianas de la magnetización de la configuración de vórti-
ce con core están dadas por

mx = −mφ (ρ) sin φ
my = mφ (ρ) cos φ

mz = mz (ρ) ,
(C.17)

y al reemplazar en la anisotroṕıa cristalina obtenemos

Ec = Kc

2π∫

0

H∫

0

R∫

0

[
m4

φ(ρ) sin2 φ cos2 φ + m2
φ(ρ)m2

z(ρ)
]
ρ dρ dz dφ .
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Al integrar en φ y en z y reemplazar m2
φ = 1−m2

z, la enerǵıa resulta

Ec = 2πHKc

R∫

0

[
1

8
+

3

4
m2

z(ρ)− 7

8
m4

z(ρ)

]
ρ dρ .

Debemos separar la integral, ya que entre C y R, mz = 0, es decir

Ec = 2πHKc




C∫

0

(
1

8
+

3

4
m2

z(ρ)− 7

8
m4

z(ρ)

)
ρ dρ +

R∫

C

1

8
ρ dρ



 .

y al integrar obtenemos finalmente

Ec =
πHKc

8
(δnC

2 + R2) , (C.18)

donde

δn =
10n− 1

(2n + 1)(4n + 1)
.

La anisotroṕıa uniaxial está dada por

Eu = −Ku

2π∫

0

H∫

0

R∫

0

m2
z(ρ)ρ dρ dz dφ , (C.19)

expresión que se puede ser escrita como

Eu = −2πHKu

C∫

0

m2
z(ρ)ρ dρ . (C.20)

Al reemplazar nuestro modelo para mz(ρ) obtenemos

Eu = −πHKu
C2

2n + 1
. (C.21)



Apéndice D

Enerǵıa de la configuración
onion

En este apéndice calculamos las distintas contribuciones a la enerǵıa de un
anillo en el estado onion. El cálculo de la enerǵıa dipolar de esta configuración
descrita en el caṕıtulo 3 comienza reemplazando la forma funcional (Ec. 3.10)
en la enerǵıa (1.16), de manera que la enerǵıa dipolar se escribe

EO
d =

µ0

2

∫

V

[
Mρ (φ)

∂U

∂ρ
+

Mφ (φ)

ρ

∂U

∂φ

]
dv . (D.1)

Para el cálculo del potencial magnetostático (Ec. 1.17) usaremos la expresión
(3.10) y la siguiente expansión [27] en coordenadas ciĺındricas ρ, φ y z

1

|r− r′| =
∞∑

p=−∞
eip(φ−φ′)

∞∫

0

Jp(qρ)Jp(qρ
′)eq(z<−z>)dq , (D.2)

donde Jp son las funciones de Bessel de primera especie y orden p. De esta
manera la contribución de la superficie al potencial (segundo término en Eq.
1.17), resulta

US =
M0

4π

∞∑

p=−∞
eipφ

2π∫

0

mρ (φ′) e−ipφ′
dφ′

∞∫

0

dqJp(qρ) [RJp (qR)− aJp(qa)]

H∫

0

eq(z<−z>)dz′ .
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Usando mρ (φ) definido por la Ec. (3.11), no es dif́ıcil obtener la expresión

2π∫

0

mρ (φ) e−ipφ dφ = 2
(
1− e−ipπ

)
bp , (D.3)

donde bp es dado por la Ec. (3.16). Esta relación nos lleva a considerar sólo
valores impares del ı́ndice p en la suma del potencial US . Integrando en la
variable z′, y después de algunas manipulaciones, obtenemos

US =
2M0

π

∞∑

p=1

bp cos(pφ)

∞∫

0

dqJp(qρ)[RJp (qR)−aJp(qa)]
2− e−qz − e−q(H−z)

q
.

Introduciendo este potencial en la Ec. (D.1), podemos escribir la enerǵıa
como

EO
dS =

µ0M2
0

π

∞∑

p=1

bp

∞∫

0

dq

q

H∫

0

dz[2− e−qz − e−q(H−z)]

×
R∫

a

dρ[RJp(qR)− aJp(qa)]





qρ

2
[Jp−1(qρ)− Jp+1(qρ)]

×
2π∫

0

mρ(φ) cos(pφ)dφ− Jp(qρ)p

2π∫

0

mφ(φ) sin(pφ)dφ




 . (D.4)

Utilizando las expresiones definidas en el caṕıtulo 3 (Ecs. 3.16 y 3.17)

2π∫

0

mρ (φ) cos(pφ) dφ = 4bp

y

p

2π∫

0

mφ (φ) sin(pφ) dφ = −4dp ,
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en la Ec. (D.4) se obtiene

EO
dS = µ0M

2
0 R3

∞∑

p=1

8

π

∞∫

0

dy[Jp (y)− βJp(βy)]
e−τy + τy − 1

y2

1∫

β

dx
{

bpdpJp(xy) + b2
p

xy

2
[Jp−1(xy)− Jp+1(xy)]

}
.

Aśı, la contribución superficial a la enerǵıa dipolar (Ec. 3.14) puede ser escrita
como

ẼO
dS ≡

EO
dS

µ0M2
0 L3

ex

= r3
∞∑

p=1

bp (bpQ1 + dpQ2) .

El cálculo de la contribución volumétrica a la enerǵıa de la fase onion (Ec.
3.15) sigue el mismo procedimiento descrito más arriba.

La enerǵıa de intercambio de la configuración onion viene de sustituir las
componentes cartesianas de la magnetización

mx (φ) = mρ (φ) cos φ−mφ (φ) sin φ

my (φ) = mρ (φ) sin φ + mφ (φ) cos φ,

en la expresión semiclásica, Ec. (1.6), desde donde obtenemos que

ẼO
ex =

h

2
log

1

β

2π∫

0

[(
∂mρ

∂φ
−mφ

)2

+

(
∂mφ

∂φ
+ mρ

)2
]

dφ .

Utilizando en esta ecuación el perfil de la magnetización presentado en el
caṕıtulo 3, (Ecs. 3.11 y 3.12), encontramos la enerǵıa de intercambio de la
configuración onion (Eq. 3.18),

ẼO
ex = −πh [I(n)− 1] ln β , (D.5)

con

I(n) =
2

π

π/2∫

0

1

1− f 2(n,φ)

[
∂f(n,φ)

∂φ

]2

dφ . (D.6)



Apéndice E

Enerǵıa de una pared de
dominio de vórtice

En este apéndice calculamos la enerǵıa de una pared de dominio tipo
vórtice confinada dentro de un nanotubo magnético. Como estudio preliminar
no consideramos los efectos de la anisotroṕıa ni del campo magnético externo,
de manera que la enerǵıa está dada por las contribuciones de intercambio y
dipolar. La magnetización de tal configuración magnética es escrita de la
siguiente forma

mV (z) =






ẑ, 0 ≤ z ≤ zw − w/2
mφ(z)φ̂ + mz(z)ẑ, zw − w/2 ≤ z ≤ zw + w/2

−ẑ, zw + w/2 ≤ z ≤ H .
(E.1)

donde la estructura interna de la pared la modelamos con la siguiente forma
funcional

mz(z) = cos Θ(z) , (E.2)

donde la función Θ(z) está dada por

Θ(z) =
π

2

(
z − zw

w/2
+ 1

)
. (E.3)

La magnetización dentro de la pared puede ser escrita en términos de sus
componentes cartesianas, es decir,

m = − (mφ(z) sin φ) x̂ + (mφ(z) cos φ) ŷ + mz(z)ẑ ,
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de manera que

mx = −mφ (z) sin φ

my = mφ (z) cos φ

mz = mz (z) ,

donde
mφ(z) =

√
1−m2

z(z) .

E.1. Enerǵıa de intercambio

Como la magnetización vaŕıa espacialmente sólo dentro de la pared de
dominio, la enerǵıa de intercambio (Ec. 1.6) está dada por

Ex = A

2π∫

0

dφ

R∫

a

ρ dρ

∫

wall

dz
(
(∇mx)

2 + (∇my)
2 + (∇mz)

2) ,

donde
∫

wall =
∫ zw+w/2

zw−w/2 . Calculando los gradientes de las componentes de la
magnetización obtenemos

(∇mx)
2 + (∇my)

2 + (∇mz)
2 =

m2
φ(z)

ρ2
+

(
∂mφ(z)

∂z

)2

+

(
∂mz(z)

∂z

)2

,

de manera que integrando en φ la enerǵıa de intercambio se escribe

Ex = 2πA

R∫

a

ρ dρ

∫

wall

dz

(
m2

φ (z)

ρ2
+

(
∂mφ (z)

∂z

)2

+

(
∂mz (z)

∂z

)2
)

.

Como mz(z) = cos Θ (z), entonces mφ (z) = sin Θ (z) y la enerǵıa resulta

Ex = 2πA

∫

wall

dz



sin2 Θ

R∫

a

dρ

ρ
+

(
∂Θ

∂z

)2
R∫

a

ρ dρ



 ,

y al integrar en ρ obtenemos

Ex = 2πA ln
R

a

∫

wall

sin2 Θ dz + πA
(
R2 − a2

) ∫

wall

(
∂Θ

∂z

)2

dz .
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Introduciendo nuestro modelo para Θ(z) (Ec. E.3) la enerǵıa de intercambio
se reduce finalmente a

Ex = πAw ln
R

a
+

π3

w
A

(
R2 − a2

)
.

E.2. Enerǵıa Dipolar

La enerǵıa dipolar (Ec. 1.16) en coordenadas ciĺındricas se obtiene a partir
de

E =
µ0

2

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

(
1

ρ
Mφ(z)

∂U

∂φ
+ Mz(z)

∂U

∂z

)
ρ dρ dφ dz , (E.4)

donde el potencial magnetostático está dado por la siguiente expresión

U =
1

4π



−
∫

V

∇ ·M(r′)

|r− r′| d3r′ +

∫

S

n̂′ ·M(r′)

|r− r′| ds′



 . (E.5)

Debido a la pared de dominio en el tubo, la parte volumétrica del potencial
es no nula, es decir ∇ ·M += 0, y como M = M(z), entonces

∇ ·M =
∂Mz

∂z
.

Separaremos entonces las partes volumétrica y superficial del potencial, es
decir U = UV + US , de manera que la enerǵıa tendrá dos componentes, una
volumétrica y otra superficial, es decir

E = EV + ES .

E.2.1. Enerǵıa dipolar superficial

La enerǵıa dipolar superficial de la pared de dominio tipo vórtice, está da-
da por

ES =
µ0

2

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

(
1

ρ
Mφ(z)

∂US

∂φ
+ Mz(z)

∂US

∂z

)
ρ dρ dφ dz , (E.6)
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donde la parte superficial del potencial está dada por

US =
1

4π

∫

S

n̂′ ·M(r′)

|r− r′| ds′ .

Como no existe componente radial en la magnetización, los mantos ciĺındricos
no contribuyen al potencial, y al separar la integral en las 4 superficies (ver
tabla B.1) se obtiene

US = −M0

4π

∫

S3

ρ′ dρ′ dφ′

|r− r′|z′=H

− M0

4π

∫

S4

ρ′ dρ′ dφ′

|r− r′|z′=0

,

ya que en la tapa superior (S3) Mz(H) = −M0, mientras que en la tapa
inferior (S4) Mz(0) = M0. Al expandir la función de Green en la forma usual
[27] dada por la ecuación (1.18), y reemplazando en el potencial anterior
obtenemos

US = −M0

4π

∞∑

p=−∞

2π∫

0

eip(φ−φ′) dφ′
∞∫

0

dq

R∫

a

ρ′ dρ′Jp(qρ)Jp(qρ
′)[e−q(H−z) + e−qz] .

La integral angular (Ec. B.8) elimina la suma en la expresión anterior y el
potencial se reduce a

US = −M0

2

∞∫

0

dq

R∫

a

ρ′ dρ′J0(qρ)J0(qρ
′)[e−q(H−z) + e−qz] . (E.7)

Claramente US = US(ρ, z) y por lo tanto, ∂φUS = 0 en la enerǵıa (Ec. E.6).
Además el integrando es independiente de la coordenada axial φ, por lo que
la parte superficial de la enerǵıa (Ec. E.6) resulta

ES = πµ0

H∫

0

R∫

a

Mz(z)
∂US(ρ, z)

∂z
ρ dρ dz . (E.8)

La derivada del potencial resulta

∂US

∂z
= −M0

2

∞∫

0

q dq

R∫

a

ρ′ dρ′J0(qρ)J0(qρ
′)[e−q(H−z) − e−qz] , (E.9)
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y al reemplazar en la enerǵıa se obtiene

ES = −πµ0M2
0

2

∞∫

0

q dq




R∫

a

J0(qρ)ρ dρ




2 H∫

0

mz(z)[e−q(H−z) − e−qz] dz .

La integral radial resulta

R∫

a

J0(qρ)ρ dρ =
1

q
[RJ1(qR)− aJ1(qa)] , (E.10)

y entonces podemos escribir la enerǵıa de la siguiente forma

ES = πµ0M
2
0

∞∫

0

dq

q
[RJ1(qR)− aJ1(qa)]2 Ψ (q) , (E.11)

donde hemos definido la función,

Ψ (q) ≡ −1

2

H∫

0

mz(z)[e−q(H−z) − e−qz] dz . (E.12)

Para integrar en la coordenada z separamos la integral de acuerdo a la Ec.
(E.1) para la magnetización. La función anterior se escribe entonces

Ψ (q) ≡ −1

2

zw−w/2∫

0

[e−q(H−z) − e−qz] dz − 1

2

zw+w/2∫

zw−w/2

mz(z)[e−q(H−z) − e−qz] dz

+
1

2

H∫

zw+w/2

[e−q(H−z) − e−qz] dz .

La componente z de la magnetización de nuestro modelo (Ec. E.2) puede
escribirse como

mz(z) = cos
π

2

(
z − zw

w/2
+ 1

)
= − sin

( π

w
(z − zw)

)
,
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de forma que después de un poco de cálculo obtenemos

Ψ (q) =
e−Hq + 1

q
− π2 e−q(H−zw) + e−qzw

q (π2 + q2w2)
cosh

[wq

2

]
. (E.13)

Finalmente, la enerǵıa dipolar superficial (Ec. E.11) puede escribirse como

ES = πµ0M
2
0 R2

∞∫

0

dq

q2
[J1(qR)− βJ1(βqR)]2 fS , (E.14)

donde

fS ≡ e−Hq + 1− π2 e−q(H−zw) + e−qzw

π2 + q2w2
cosh

[wq

2

]
. (E.15)

E.2.2. Enerǵıa dipolar volumétrica

La contribución volumétrica al potencial magnetostático está dada por

UV = − 1

4π

∫

V

∇ ·M(r′)

|r− r′| dv′ ,

y la divergencia de la magnetización (M = Mφ(z)φ̂ + Mz(z)ẑ) es

∇ ·M =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρMρ) +

1

ρ

∂Mφ

∂φ
+

∂Mz

∂z
=

∂Mz

∂z
.

Reemplazando la ecuación anterior y expandiendo la función de Green (Ec.
1.18) obtenemos

UV = − 1

4π

∞∑

p=−∞

2π∫

0

eip(φ−φ′) dφ′
∞∫

0

dqJp(qρ)

R∫

a

ρ′Jp(qρ
′) dρ′

H∫

0

∂Mz

∂z′
e−q(z>−z<) dz′ .

La integral angular (Ec. B.8) elimina la suma y el potencial se reduce a

UV (ρ, z) = −M0

2

∞∫

0

dqJ0(qρ)

R∫

a

ρ′J0(qρ
′) dρ′Π(z, q) , (E.16)
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donde por simplicidad hemos definido la siguiente función,

Π(z, q) ≡
H∫

0

∂mz(z′)

∂z′
e−q(z>−z<) dz′ =

zw+w/2∫

zw−w/2

∂mz

∂z′
e−q(z>−z<) dz′ . (E.17)

Es importante notar que la integración de la función anterior se reduce al
intervalo donde vaŕıa la componente z de la magnetización, lo que ocurre
dentro de la pared de dominio (zw − w/2 ≤ z ≤ zw + w/2), ya que fuera de
tal región, la magnetización es constante (mz = ±1). La enerǵıa dipolar (Ec.
E.4) asociada al potencial volumétrico es

EV = πµ0

H∫

0

R∫

a

Mz(z)
∂UV

∂z
ρ dρ dz , (E.18)

donde la derivada del potencial resulta

∂UV

∂z
= −M0

2

∞∫

0

dqJ0(qρ)

R∫

a

ρ′J0(qρ
′) dρ′

∂Π(z, q)

∂z
.

Reemplazando en la enerǵıa, e integrando los términos radiales (Ec. E.10) se
obtiene

EV = −πµ0M2
0

2

∞∫

0

dq

q2
[RJ1(qR)− aJ1(qa)]2 Φ (q) , (E.19)

donde hemos definido

Φ (q) ≡
H∫

0

mz(z)
∂Π(z, q)

∂z
dz .

Al integrar por partes la expresión anterior, esta se reduce a

Φ (q) ≡ −Π (H, q)− Π (0, q)−
zw+w/2∫

zw−w/2

Π(z, q)
∂mz

∂z
dz . (E.20)
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Calcularemos ahora la función Π(z, q) (Ec. E.17). Comenzaremos evaluando
Π (0, q) y Π(H, q), los que resultan

Π(0, q) ≡
zw+w/2∫

zw−w/2

∂mz(z′)

∂z′
e−qz′

dz′ = − 2π2e−qzw

π2 + q2w2
cosh

[qw

2

]
,

Π(H, q) ≡ e−qH

zw+w/2∫

zw−w/2

∂mz

∂z′
eqz′

dz′ = −2π2e−q(H−zw)

π2 + q2w2
cosh

[qw

2

]
.

Al evaluar Π(z, q) para z dentro de la pared de dominio obtenemos

Π(z, q) ≡ e−qz

z∫

zw−w/2

∂mz

∂z′
eqz′

dz′ + eqz

zw+w/2∫

z

∂mz

∂z′
e−qz′

dz′ .

Reemplazando la magnetización e integrando en z′ se obtiene

Π(z, q) ≡ −2π2

π2 + q2w2

[
e−qw/2 cosh[q(zw − z)] +

qw

π
cos[

π

w
(zw − z)]

]
.

Podemos ahora escribir la función Φ (Ec. E.20) de la siguiente forma

Φ ≡
2π2

(
e−q(H−zw) + e−qzw

)

π2 + q2w2
cosh

[qw

2

]
+

2π2

π2 + q2w2

×
zw+w/2∫

zw−w/2

(
e−qw/2 cosh[q(zw − z)] +

qw

π
cos[

π

w
(zw − z)]

) ∂mz

∂z
dz ,

y al integrar obtenemos

Φ

2
≡ −

qw/2−
(
e−q(H−zw) + e−qzw

)
cosh [qw/2]

1 + q2w2/π2
− 1 + e−qw

(1 + q2w2/π2)2 .

Reemplazando en la enerǵıa (Ec. E.19) obtenemos finalmente

EV = πµ0M
2
0 R2

∞∫

0

dq

q2
[J1(qR)− βJ1(βqR)]2 fV , (E.21)

donde

fV ≡
qw/2− (e−q(H−zw) + e−qzw) cosh[qw/2]

1 + q2w2/π2
+

1 + e−qw

(1 + q2w2/π2)2
. (E.22)



Apéndice F

Enerǵıa de una pared de
dominio transversal

En este apéndice calculamos la enerǵıa magnética de un nanotubo con
una pared de dominio transversal confinada dentro de él. Consideramos sólo
las contribuciones de intercambio y dipolar. Los efectos de la anisotroṕıa y
del campo externo en la estructura de la pared de dominio son objeto de
investigación actual. La magnetización de esta configuración magnética es
escrita de la siguiente forma

mT (z) =






ẑ, 0 ≤ z ≤ zw − w/2
mx(z)x̂ + mz(z)ẑ, zw − w/2 ≤ z ≤ zw + w/2

−ẑ, zw + w/2 ≤ z ≤ H ,
(F.1)

donde la componente z de la magnetización de la pared la modelamos con
la misma forma funcional utilizada en el estudio del modo V , es decir con la
función

mz(z) = cos Θ (z) , (F.2)

de manera que la componente transversal es

m2
x(z) = 1−m2

z(z) .

Notar diferencias con la ecuación (E.1) que describe la magnetización en una
pared de dominio tipo vórtice. Para algunos cálculos posteriores es conve-
niente escribir la magnetización en componentes ciĺındricas, es decir, usando
x̂ = ρ̂ cos φ− φ̂ sin φ. De esta forma la magnetización dentro de la pared se
puede escribir como

m = (mx(z) cos φ) ρ̂− (mx(z) sin φ) φ̂ + mz(z)ẑ . (F.3)
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F.1. Enerǵıa de intercambio

Como la magnetización no tiene componente en la dirección y, la enerǵıa
de intercambio se reduce a

Ex = A

2π∫

0

dφ

R∫

a

ρ dρ

H∫

0

dz
(
(∇mx)

2 + (∇mz)
2) . (F.4)

Debido a que mx y mz solo dependen de la coordenada z, entonces podemos
escribir

(∇mx)
2 + (∇mz)

2 =

(
∂mx (z)

∂z

)2

+

(
∂mz (z)

∂z

)2

=

(
∂Θ (z)

∂z

)2

.

Además, como la magnetización vaŕıa sólo dentro de la pared de dominio,
la integración en z es entre z = zw−w/2 y z = zw +w/2, es decir, la enerǵıa
de intercambio puede ser escrita de la siguiente forma

Ex = πA(R2 − a2)

zw+w/2∫

zw−w/2

(
∂Θ (z)

∂z

)2

dz .

La derivada de la función Θ (z) (Ec. E.3) resulta

∂Θ (z)

∂z
=

π

w
,

y por lo tanto la enerǵıa de intercambio del modo transversal resulta

Ex =
π3A

w
R2(1− β2) .

F.2. Enerǵıa Dipolar

La enerǵıa dipolar (Ec. 1.16) para la magnetización (Ec. F.1) de la pared de
dominio transversal puede escribirse como

E =
µ0

2

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

(
Mx cos φ

∂U

∂ρ
− Mx

ρ
sin φ

∂U

∂φ
+ Mz

∂U

∂z

)
ρ dρ dφ dz. (F.5)

El potencial magnetostático (Ec. 1.17) tiene dos contribuciones, la volumétri-
ca y la superficial, es decir, U = UV + US , de manera que la enerǵıa es

E = EV + ES .
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F.2.1. Enerǵıa dipolar superficial

La contribución superficial del potencial está dada por

US =
1

4π

∫

S

n̂′ ·M(r′)

|r− r′| ds′ . (F.6)

Al separar la integral en la superficie total del tubo (ver tabla B.1) obtenemos

4πUS = −
∫

S1

ρ̂′ ·M(r′)

|r− r′|ρ′=a

ds′ +

∫

S2

ρ̂′ ·M(r′)

|r− r′|ρ′=R

ds′

+

∫

S3

ẑ′ ·M(r′)

|r− r′|z′=H

ds′ −
∫

S4

ẑ′ ·M(r′)

|r− r′|z′=0

ds′ ,

donde
ρ̂′ ·M(r′) = Mx(z

′) cos φ′

y
ẑ′ ·M(r′) = Mz(z

′) ,

de manera que el potencial resulta

4πUS

M0
= −a

∫

S1

mx(z′) cos φ′ dφ′ dz′

|r− r′|ρ′=a

+ R

∫

S2

mx(z′) cos φ′ dφ′ dz′

|r− r′|ρ′=R

−
∫

S3

ρ′ dρ′ dφ′

|r− r′|z′=H

−
∫

S4

ρ′ dρ′ dφ′

|r− r′|z′=0

,

ya que Mz(H) = −M0, y Mz(0) = M0. Al expandir la función de Green
|r− r′|−1 en coordenadas ciĺındricas (Ec. 1.18), el potencial se reduce a

4πUS

M0
=

∞∑

p=−∞

∞∫

0

dqJp(qρ)



{RJp(qR)− aJp(qa)}
2π∫

0

eip(φ−φ′) cos φ′ dφ′

×
H∫

0

mxe
−q(z>−z<) dz′ − {e−q(H−z) + e−qz}

2π∫

0

eip(φ−φ′) dφ′
R∫

a

Jp(qρ
′)ρ′ dρ′



 .
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Las integrales angulares están dadas por

2π∫

0

eip(φ−φ′) cos φ′ dφ′ = πeipφδp,±1

2π∫

0

eip(φ−φ′) dφ′ = 2πeipφδp,0 ,

con lo que obtenemos la siguiente expresión para el potencial superficial,

US =
M0

2
cos φ

∞∫

0

ψ(q)J1(qρ)Υ(z, q) dq (F.7)

−M0

2

∞∫

0

ψ(q)J0(qρ){e−q(H−z) + e−qz}dq

q
, (F.8)

donde hemos definido

ψ(q) ≡ RJ1(qR)− aJ1(qa) (F.9)

y

Υ(z, q) ≡
H∫

0

mxe
−q(z>−z<) dz′ . (F.10)

La enerǵıa dipolar (Ec. F.5) asociada al potencial superficial está dada por

ES =
µ0

2

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

(
Mx cos φ

∂US

∂ρ
− Mx

ρ
sin φ

∂US

∂φ
+ Mz

∂US

∂z

)
ρ dρ dφ dz .

(F.11)
Debemos calcular las derivadas del potencial (Ec. F.7). La parte radial está da-
da por

∂US

∂ρ
=

M0

2
cos φ

∞∫

0

ψ(q)
∂J1(qρ)

∂ρ
Υ(z, q) dq

−M0

2

∞∫

0

ψ(q)
∂J0(qρ)

∂ρ
{e−q(H−z) + e−qz} dq

q
,
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donde

∂J1(qρ)

∂ρ
=

(
qJ0(qρ)− J1(qρ)

ρ

)

∂J0(qρ)

∂ρ
= −qJ1(qρ) ,

de manera que la derivada radial del potencial resulta

∂US

∂ρ
=

M0

2
cos φ

∞∫

0

qψ(q)

(
J0(qρ)− J1(qρ)

qρ

)
Υ(z, q) dq

+
M0

2

∞∫

0

ψ(q)J1(qρ){e−q(H−z) + e−qz} dq .

La derivada angular del potencial (Ec. F.7) resulta

∂US

∂φ
= −M0

2
sin φ

∞∫

0

f(q)J1(qρ)Υ(z, q) dq ,

mientras que la derivada con respecto a z resulta

∂US

∂z
=

M0

2
cos φ

∞∫

0

f(q)J1(qρ)
∂Υ

∂z
dq−M0

2

∞∫

0

f(q)J0(qρ){e−q(H−z)−e−qz} dq .

Reemplazando las derivadas anteriores en la enerǵıa (Ec. F.11) obtenemos

ES =
M0

2

µ0

2

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

ρ dρ dφ dz

∞∫

0

ψ(q) dq

[
Mx cos2 φ

(
qJ0(qρ)− J1(qρ)

ρ

)
Υ

+Mx cos φJ1(qρ){e−q(H−z) + e−qz}+ Mx sin2 φ
J1(qρ)

ρ
Υ

+Mz cos φJ1(qρ)
∂Υ

∂z
−MzJ0(qρ){e−q(H−z) − e−qz}

]
.

Los términos que contienen cos φ no contribuyen a la integral, ya que
∫ 2π

0 cos φ dφ =

0 y además
∫ 2π

0 cos2 φ dφ =
∫ 2π

0 sin2 φ dφ = π, con lo que la enerǵıa dipolar
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superficial se reduce a

ES = πµ0M
2
0

∞∫

0

ψ(q) dq

R∫

a

J0(qρ)ρ dρ

H∫

0

dz

(
q

4
mxΥ−

1

2
mz[e

−q(H−z) − e−qz]

)
.

Al integrar la parte radial (ver Ec. B.10) obtenemos

ES = πµ0M
2
0

∞∫

0

dq

q
ψ2(q)

H∫

0

dz

[
q

4
mxΥ−

1

2
mz{e−q(H−z) − e−qz}

]
, (F.12)

donde ψ(q) está dado por la ecuación (F.9). La expresión anterior puede ser
escrita de la siguiente forma

ES = πµ0M
2
0

∞∫

0

ψ2(q)G(q)
dq

q
, (F.13)

donde hemos definido

G(q) =
q

4

zw+w/2∫

zw−w/2

mx(z)Υ(z, q) dz − 1

2

H∫

0

mz{e−q(H−z) − e−qz} dz . (F.14)

El segundo término aparece en el cálculo de la pared tipo vórtice (Ecs. E.12
y E.13) y está dado por

Ψ(q) ≡ −1

2

H∫

0

mz[e
−q(H−z) − e−qz] dz

=
e−Hq + 1

q
−

π2
(
e−q(H−zw) + e−zwq

)

q (π2 + w2q2)
cosh [wq/2] .

Para calcular el primer término en G(q) tenemos que evaluar Υ(z, q) (Ec.
F.10), expresión que puede ser escrita de la siguiente forma

Υ(z) ≡ e−qz

z∫

zw−w/2

sin

[
π

2

(
z′ − zw

w/2
+ 1

)]
eqz′

dz′

+eqz

zw+w/2∫

z

sin

[
π

2

(
z′ − zw

w/2
+ 1

)]
e−qz′

dz′ .
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Al integrar obtenemos

Υ(z) ≡
πw

[
e−q(zw−z) + e−q(−zw+z)

]
e−qw/2 + 2w2q cos[ π

w (z − zw)]

π2 + w2q2
. (F.15)

Podemos ahora calcular la función G(q) evaluando el primer término en la
Ec. (F.14), el que está dado por

q

4

zw+w/2∫

zw−w/2

mx(z)Υ(z) dz =
q

4

zw+w/2∫

zw−w/2

sin

[
π

2

(
z − zw

w/2
+ 1

)]
Υ(z) dz .

Al reemplazar la expresión anterior para Υ(z) e integrar, se obtiene

q

4

zw+w/2∫

zw−w/2

mx(z)Υ(z) dz =
w2q/2

π2 + w2q2

(
qw

2
+ π2 1 + e−wq

π2 + w2q2

)
.

Por lo tanto la función G está dada por

G(q) =
qw2/2

π2 + q2w2

(
qw

2
+ π2 1 + e−wq

π2 + q2w2

)

+
e−Hq + 1

q
−

π2
(
e−q(H−zw) + e−zwq

)

q (π2 + q2w2)
cosh

[wq

2

]
,

de manera que la enerǵıa dipolar superficial (Ec. F.13) la escribimos ahora
como

ES = πµ0M
2
0 R2

∞∫

0

dq

q2
[J1(qR)− βJ1(βqR)]2 gS , (F.16)

donde gS ≡ qG(q) está dado por

gS =
q2w2/2

π2 + q2w2

(
qw

2
+ π2 1 + e−qw

π2 + q2w2

)
+ fS ,

con fS definido en la expresión (E.15).
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F.2.2. Enerǵıa dipolar volumétrica

La enerǵıa dipolar volumétrica está dada por

EV =
µ0

2

H∫

0

2π∫

0

R∫

a

(
Mx cos φ

∂UV

∂ρ
− Mx

ρ
sin φ

∂UV

∂φ
+ Mz

∂UV

∂z

)
ρ dρ dφ dz ,

(F.17)
donde el potencial asociado está dado por

UV = − 1

4π

∫

V

∇ ·M(r′)

|r− r′| dv′ . (F.18)

Debido a la pared de dominio en el tubo, la parte volumétrica del potencial
es no nula, es decir ∇ ·M += 0. Como

M = cos φMx(z)ρ̂− sin φMx(z)φ̂ + Mz(z)ẑ ,

entonces la divergencia de la magnetización es

∇ ·M =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρ cos φMx(z))− 1

ρ

∂

∂φ
(sin φMx(z)) +

∂Mz

∂z

∇ ·M =
1

ρ
cos φMx(z)− 1

ρ
cos φMx(z) +

∂Mz

∂z
=

∂Mz

∂z
.

El potencial es dado por

UV = − 1

4π

∫

V

1

|r− r′|
∂Mz

∂z
dv′ , (F.19)

resultado que es idéntico al potencial volumétrico de la pared de dominio tipo
vórtice, ya que la componente axial de la magnetización (Mz) es la misma en
ambos modos de reversión. Este potencial (Ec. E.16) resulta independiente
de la coordenada angular φ, es decir, UV = UV(ρ, z) por lo que podemos
escribir la enerǵıa (Ec. F.17) de la siguiente forma

EV =
µ0

2

H∫

0

R∫

a



Mx(z)
∂UV

∂ρ

2π∫

0

cos φ dφ + Mz(z)
∂UV

∂z

2π∫

0

dφ



 ρ dρ dz .

(F.20)
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Afortunadamente,
∫ 2π

0 cos φ dφ = 0, de manera que la enerǵıa se reduce a

EV = πµ0

H∫

0

R∫

a

Mz(z)
∂UV

∂z
ρ dρ dz . (F.21)

Esta expresión coincide con la enerǵıa dipolar volumétrica del modo V , visto
en el apéndice anterior (Ec. E.18). Debido a que los potenciales volumétricos
de ambos modos (V y T ) coinciden, al igual que Mz, entonces podemos
concluir que la forma funcional de la enerǵıa dipolar volumétrica del modo T
es igual a la correspondiente del modo V . El resultado (Ec. E.21) está dado
por

EV = πµ0M
2
0 R2

∞∫

0

dq

q2
[J1(qR)− βJ1(βqR)]2 gV , (F.22)

donde

gV =
qw/2− (e−q(H−zw) + e−qzw) cosh[qw/2]

1 + q2w2/π2
+

1 + e−qw

(1 + q2w2/π2)2
. (F.23)

Si bien las expresiones para las enerǵıas dipolares volumétricas de ambos
modos son idénticas, estas no necesariamente son iguales numéricamente, ya
que cada modo tiene su propio ancho de pared (w), el que depende de la
enerǵıa total de cada modo.
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