Métodos No-Perturbativos en Teoria Cuantica de
Campos

Tesis entregada a la Universidad de Santiago de Chile en
cumplimiento parcial de los requisitos para optar al grado de
Doctor en Ciencias con mencion en Fisica
(Marzo 2002)

Departamento de Fisica-Facultad de Ciencia

Samuel Lepe Santa Cruz

Director de Tesis: Dr. Jorge Gamboa R.



INFORME DE APROBACION
TESIS DE DOCTORADO

Se informa al Comité del Programa de Doctorado en Ciencias con
mencion en Fisica que la Tesis presentada por el candidato

Samuel Lepe Santa Cruz

ha sido aprobada por la Comision Informante de Tesis como
requisito para la obtencion del grado de Doctor en Ciencias con
mencion en Fisica.

Director de Tesis: Dr. Jorge Gamboa R.

Comisién Informante de Tesis



. a Eliana, Dany y Peny.



Agradecimientos

A mi padre y su sabiduria poco estandar, y a mi madre y su pura y eterna sonrisa. Y a
ambos por creer en mi.

A mi familia por el apoyo, paciencia y comprension dados para embarcarme en esta
hermosa aventura.

A mi profesor guia Dr. Jorge Gamboa y al Dr. José Luis Cortés, profesor del Departamento
de Fisica Teorica de la Universidad de Zaragoza. Fisicos que han sido una fuente importante
de conocimientos, discusién y trabajo académicos del todo relevantes para mi formacion.

A mis companeros de carrera Joel Saavedra y Victor Cardenas por darme su amistad. Con
ellos pude sobrellevar los buenos y frecuentes malos momentos que se viven como estudiante
de post-grado.

Al Departamento de Fisica de la Universidad de Santiago de Chile y al Departamento
de Fisica Teorica de la Universidad de Zaragoza por la hospitalidad brindada durante mis
estudios.

Finalmente agradezco a DPPA-UCV, a VRID-USACH y en especial a CONICYT
a través del Proyecto FONDECYT No. 2990037/1999.



Resumen

Varios aspectos no-perturbativos de Teoria Cuantica de Campos (QFT) son considerados
desde el punto de vista de la integral de camino. En particular, se estudian los siguientes
problemas:

(a) Proponemos una derivaciéon simple de la teoria efectiva de quarks pesados no-
relativistas. El método permite encontrar todas las correcciones relativistas (a nivel de
diagramas de arbol) del Lagrangeano efectivo.

(b) Estudiamos el problema de Landau, esto es, fermiones en un campo magnético con-
stante, de acuerdo al método propuesto en (a). Calculamos el determinante fermiénico us-
ando un procedimiento general que es compatible con todos los mecanismos razonables de
regularizacion.

(c¢) Proponemos un nuevo tratamiento a QFT, a bajas energias, que es el andlogo de las
aproximaciones adiabatica y de Born-Oppenheimer de la mecanica cuantica. Dicho enfoque
permite calcular acciones efectivas incorporando muy naturalmente los aspectos geométricos
de la teoria.

Nuestro formalismo permite encontrar representaciones simples para la integral de camino
de fermiones en campos escalares y vectoriales y provee, ademads, de una representacion

directa para la fase de Berry en QFT.



Abstract

Several non-perturbative aspects of Quantum Field Theory (QFT) are considered follow-
ing path integral methods. In particular we consider

(a) A simple derivation of the effective field theory of non-relativistic heavy quarks. This
method permits to get all the relativistic corrections of the effective Lagrangean at the tree
level.

(b) The Landau problem, i.e., non-relativistic fermions in a constant magnetic field is
studied following the approach proposed in (a). We compute the fermionic determinant by
using a general procedure that is compatible with all reasonable regularization procedures.

(c) We propose a new approach to extend the adiabatic and Born-Oppenheimer approxi-
mations for quantum mechanics to QFT. This approach permits to compute effective actions
incorporating in a natural way the geometric aspects of the theory.

Our formalism permits to find simple path integral representations for fermions coupled
to scalar and vectorial fields and, additionaly, it provides a direct Berry phase representation

in QFT.
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Introduccion

La teorfa cudntica de campos (QFT) es el lenguaje que se usa actualmente para describir
la dinamica de sistemas relativistas. Aunque esta teoria estd matematicamente bien estable-
cida mediante rigurosos teoremas [1], ain subsisten problemas fundamentales relativos a las
predicciones fisicas en el sector no-perturbativo. Esta afirmacién es particularmente relevante
para dos situaciones, a saber: Cromodinamica Cuantica (QQCD) y Gravedad Cuéntica.

En QCD, la teoria de gauge no-Abeliana de las interacciones fuertes basada en el grupo
de gauge SU(3) de color, se espera que en el dominio infrarrojo (regiéon de bajas energias)
describa correctamente fendmenos como confinamiento, hadronizacion y ruptura de simetria
quiral. Estos fenémenos no son posibles de tratar perturbativamente. El que la constante
de acoplamiento de QCD disminuya al aumentar la energia y viceversa, hace inconsistente
el tratamiento perturbativo en el limite de bajas energias. Surge entonces la necesidad de
desarrollar técnicas no-perturbativas eficientes que permitan extraer informacién fisica para
asi poder saber si QCD describe correctamente la region de bajas energias de las interacciones
fuertes.

En el caso de Gravedad Cudantica, la situacién es similar aunque mas delicada. Esta teoria,
ademas de los problemas de interpretacion, parece ser inherentemente no-perturbativa, care-
ciendo entonces de un sector perturbativo que guie nuestra intuicion. Asi, se hace evidente
la necesidad de desarrollar nuevos métodos de célculo.

Paralelamente a las situaciones presentadas, importantes avances en la comprensiéon de la
dinamica de ntcleos en fisica atémica y molecular se han alcanzado en los tltimos anos. La
observacién de Berry [2] de que en estos sistemas la aproximacién de Born-Oppenheimer no
implica un desacoplamiento completo entre coordenadas electronicas y nucleares, ha surgido
como un nuevo elemento de caracterizacion de la espectroscopia de sistemas complejos. De
hecho, la observacién de Berry ha sido verificada experimentalmente [3].

Estos resultados tienen una traduccion natural en el contexto de teorias de campo efecti-
vas. Los campos livianos y pesados en una teoria efectiva pueden ser vistos como el equiva-
lente a las coordenadas electrénicas (rdpidas) y nucleares (lentas) antes mencionadas. Tanto
mas natural parece esta traduccion en el caso de QCD, en el sector no-perturbativo, si es-
tamos pensando en quarks livianos y pesados. Se podria conjeturar entonces que la fase de

Berry podria caracterizar la espectroscopia de los quarks pesados, y esta conjetura podria



ser sometida a prueba usando la abundante informacién existente [4].

En el caso de Gravedad cudntica se podria esperar algo similar de acuerdo con Zakharov
[5], esto es, dado que gravedad (cldsica) es una teoria de campos no-renormalizable, en-
tonces puede ser vista como una teoria efectiva. Si esta aseveracién fuese correcta, entonces
en gravedad usual deberiamos esperar alguna manifestaciéon de otros campos, aparte del
gravitacional, a través de fases de Berry.

[lustremos las ideas eshozadas arriba. Los ingredientes basicos son la acciéon S y la funcion

de particiéon Z, y para fijar ideas consideremos el modelo dado por
S[W, ;4] = /d“a@(up —m)¥,

con ¥ un campo fermiénico, D, = 9, + igA, la derivada covariante y A, un campo de

gauge. La funcién de particion es

Z[A] = / DUDY ¢ S[TwA],
= det [(i) —m) (i) —m)~'],

luego de haber normalizado de modo que Z [0] = 1.

El determinante puede escribirse como

det [1 —gA(ip — m)_l} ,

el que a su vez puede expresarse en la forma

exp [Trn(l — gA(ip —m)™")],

donde T'r simboliza la operacién de traza sobre un operador (suma sobre indices discretos e
integracion sobre variables continuas).

Entonces, la expansion de la expresion anterior en potencias de ¢ tendrd un caracter
perturbativo si cada término en la serie es menor que su antecesor. Caso contrario, la
metodologia para calcular cantidades fisicas debera ser otra.

Lo recién mostrado puede usarse sin cambios para la teoria de gauge mas simple a saber,
la electrodindmica cudntica (QED). QED es una teoria de campos exitosa en cuanto a predic-
ciones fisicas en el sector perturbativo, aqui la constante de acoplamiento es la constante de

estructura fina de tamano ~ 1/137. En QCD, por la libertad asintética es también posible



la opcién perturbativa a altas energias, sin embargo, en el sector de bajas energias debemos
usar métodos no-perturbativos para extraer fisica.

Una idea de caracter no-perturbativo es el limite N, — oo [6], siendo N, el nimero
de grados de libertad de color de la teoria. La idea es que las principales propiedades de
las teorias de gauge son independientes de dicho ntimero. Lo mismo ocurre para el limite
N, — oo con g?N. — A, una cantidad fija (el pardmetro g representa el acoplamiento
entre el campo de gauge y el fermionico).

Otro tratamiento no-perturbativo en teoria de campos es el método del Grupo de Renor-
malizacién (RG) implementado en la red. RG conforma un grupo de transformaciones cuyo
rol es reconciliar la informacién experimental (respuestas finitas) con calculos tedricos plaga-
dos de divergencias ultravioletas (respuestas infinitas). En este esquema se imponen cut-off
(A) que llevan a respuestas finitas pero dependientes de A. La pregunta entonces es si es
posible escoger, para cada escala de energia, un acoplamiento «(A) de modo que las can-
tidades fisicas sean independientes de A. La respuesta no es obvia en QFT. No obstante,
en cualquier teoria de campos renormalizable (QED, QCD, por ejemplo) es posible probar
que a cualquier orden en teoria de perturbaciones se puede escoger un conjunto de paramet-
ros dependientes de A de manera tal que la fisica, a momenta mucho menores que A, sea
independiente de este cut-off.

Las teorias de gauge Abelianas y no-Abelianas conforman hoy por hoy un ingrediente
importante en la descripcién de las interacciones fundamentales. La electrodindmica cuantica
y QCD son ejemplos exitosos de este tipo de teorias. No obstante, el paso de la descripcion
clasica a la cuantica de una teoria arrastra un cierto tipo de problema asociado a las simetrias
presentes en la descripcion clasica. Este problema es la asi llamada anomalia. Una anomalia
es una simetria cldsica que no admite una realizacién cudntica [7]; un progreso importante en
la comprensién de los aspectos no-perturbativos de una teoria de campos ha sido el estudio
de las anomalias quirales [8]. En particular, la cancelaciéon de anomalfas ha llegado a ser
un recurso importante a usar a la hora de construir modelos con capacidad predictiva. Por
ejemplo, dicha cancelacién ha jugado un rol importante en la identificacién de ciertas teorias
de cuerdas, en 10-dimensiones, como posibles candidatos a esquemas de Gran Unificacion.

En esta senda, la aproximacion adiabatica surge como una poderosa técnica no-
perturbativa para analizar teorias de campo, y en particular, para analizar las anomalias

quirales ya que todos los modelos fenomenoldgicamente interesantes contienen fermiones de



Weyl. Asi, la observacion de Berry puede llegar a ser una estructura clave en la compren-
sion de las anomalias. La aproximacion adiabatica, vista desde la perspectiva de QFT, es
una realizacién concreta de una teoria efectiva y, tal realizacién, podria proveernos de una
metodologia de calculo mas simple que las usuales encontradas en teorias efectivas conven-
cionales.

Un problema diferente, aunque relacionado de algiin modo con lo anterior, es el calculo
de determinantes de operadores diferenciales. Como es bien sabido, este tipo de calculos in-
volucra el manejo de muchos grados de libertad (infinitos en principio) y alguna prescripcion
de regularizacion debe ser impuesta a fin de darle sentido a los productos infinitos, y por
ende obtener resultados fisicamente razonables. No existe a priori una prescripcion tnica.
En principio, distintos resultados se obtendran de acuerdo a las distintas regularizaciones
usadas, y aqui nos puede servir de guia ya sea la intuicion o la informacion experimental
(recurso mas légico a usar) para discriminar entre todas las posibles (y razonables) opciones
que se puedan implementar.

El propésito del presente trabajo es considerar tres problemas distintos aunque relaciona-
dos:

a) Proponemos un método de célculo simple y sistemético para obtener el Lagrangeano
efectivo off-shell, a nivel de diagramas de arbol, para HQET (teoria efectiva de quarks
pesados) y para NRQCD (Cromodindmica cudntica no-relativista). Obtenemos dicha teoria
efectiva diagonalizando el sector pesado del Lagrangeano de QCD.

b) Desarrollamos un approach basado en el formalismo de la integral de camino para
la mecénica estadistica de fermiones no-relativistas en un campo magnético constante (el
problema de Landau) . Se calcula exactamente el determinante fermiénico usando un pro-
cedimiento general compatible con todos los mecanismos razonables de regularizacion.

c¢) Desarrollamos un formalismo nuevo para calcular acciones efectivas en QFT el cual
incorpora muy naturalmente fases geométricas. La propuesta consiste en extender a QFT las
aproximaciones adiabatica y de Born-Oppenheimer mecanico-cuanticas. Contruimos repre-
sentaciones tipo-integral de camino para fermiones acoplados a campos de gauge y escalares,
y para el caso de un campo escalar complejo. La relacion entre la fase de Berry y la anomalia
quiral es discutida en el contexto del acoplamiento de un campo fermiénico con uno vectorial.

Estos problemas ilustran aspectos no-perturbativos de QFT a través de la construccion



de acciones efectivas.
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En términos de la formulacion de la integral de camino entendemos por anomalia la imposi-
bilidad de construir una medida funcional regularizada que respete todas las simetrias de la
accion. Una anomalia de gauge puede medirse, ya sea como la variacién de la accion efectiva
con respecto a una transformacién de gauge, o como el valor esperado de la divergencia de la
corriente de Noether asociada a la simetria de gauge.

La simetria quiral (simetria izquierda-derecha) es un concepto intimamente relacionado a la
masa de los fermiones en una teoria de gauge (como lo es QCD, por ejemplo). La simetria

quiral es respetada si la masa de los fermiones es nula (salvo anomalias).



1. CAPITULO I

1.1. Introduccion

Un progreso importante en la descripcién de sistemas que consisten de un quark pesado,
de masa m, ha sido la formulacién de la expansién 1/m en QCD usando teorfa de campos
efectiva y expansion en producto de operadores. Un resultado a destacar ha sido la descrip-
cién de dichos sistemas basandose en el limite m — oo en QCD. Este limite puede ser visto
como el término dominante en una expansién 1/m, y a partir de aqui una aproximacién a
la teoria completa puede ser construida usando métodos de teoria de campos efectiva para
quarks pesados (HQET).

Un tratamiento via teoria efectiva es conveniente si el problema bajo estudio contiene
escalas de masa muy diferentes, de modo que la fisica a describir ocurre a energias mucho
mas pequenas que la escala proporcionada por alguna particula pesada en la teoria. En este
caso resulta 1til una teoria efectiva en la que los grados de libertad pesados se manifiestan
al final so6lo como operadores de alta dimensién. Por ejemplo, en HQET los sistemas bajo
consideracién consisten de un quark pesado cuya masa m >> A (A es la escala hadrénica),
mas grados de libertad livianos cuya masa es < A.

Distintas formulaciones para describir el limite m — oo en QCD existen via HQET.
En particular, la formulacién basada en la integracion de los grados de libertad pesados
para luego desarrollar una expansién de la accién remanente en potencias de 1/m, y la
transformacién de Foldy-Wouthuysen (que también conduce a una expansién del mismo
tipo) [1]. Estas formulaciones conducen a Lagrangeanos que al ser comparados resultan ser
diferentes en los correspondientes ordenes superiores a 1/m.

En este capitulo desarrollamos un método [2] para obtener el lagrangiano efectivo off-
shell (a nivel de diagramas de arbol) para la NRQCD y para la HQET, en el cual, bajo un
mismo esquema, las formulaciones antes mencionadas estdn contenidas. El método se basa
principalmente en un esquema de diagonalizacion del sector pesado del Lagrangeano de QCD.
Como resultado de esta diagonalizacién, se obtiene un operador no-local cuya expansién
binomial contiene toda la informacién dada por la transformacion de Foldy-Wouthuysen, es

decir, todas las correcciones al orden 1/m.



1.2. Lagrangeano efectivo off-shell para HQET y NRQCD

HQET [3] y NRQCD [4] son dos teorias efectivas que describen las interacciones de quarks
pesados que estan casi on-shell.

HQET describe las interacciones de quarks, de masa m, en las cuales el momentum
transferido p es mucho menor que m. Un ejemplo tipico de aplicacién de esta teoria es en
hadrones que contienen un quark pesado, como el mesén B, en el cual p ~ A. El Lagrangeano
para HQET admite una expansién en potencias de p/m, de modo que si p ~ A, entonces la
expansion puede expresarse en potencias de A/m.

NRQCD describe las interacciones de quarks no-relativistas y es tipicamente aplicada a
estados ligados quark-antiquark tal como los mesones Y. El Lagrangeano para esta teoria, al
igual que para HQET, también admite una expansién en potencias de 1/m. El momentum
transferido aqui es del orden de mwv, de modo que el parametro de expansion es la velocidad
v del hadrén.

La diferencia entre ambas teorias se manifiesta en la estructura de los propagadores de
los quarks. Para ver esto consideremos el Lagrangeano efectivo al orden 1/m

2

, D
L= (iDo)p + @T(%)w-

En HQET, el primer término es de orden A y el segundo de orden A?/m, mientras que

en NRQCD ambos son de orden mv?. Como resultado de esto, en NRQCD el propagador es

1
K2 )
ko—%‘i"ZE

(1)

mientras que en HQET es
1

k‘o—i‘iﬁ.

(2)

No obstante estas diferencias fisicas, ambas teorias pueden escribirse en términos de un
Lagrangeano efectivo construido a partir de QCD en el limite no-relativista. Dicho La-
grangeano ha sido derivado antes usando argumentos de simetria [5] y los coeficientes de los
operadores contenidos en la expansion han sido obtenidos usando condiciones de matching
6].

Proponemos a continuacién un nuevo método para calcular el Lagrangeano efectivo para
NRQCD. Este método permite (y esta es su ventaja) una derivaciéon de todas las correcciones

relativistas (a nivel de diagramas de arbol) del Lagrangeano efectivo, y ademés es valido sin

7



hacer uso de las ecuaciones de movimiento [7]. Con el fin de discutir el método propuesto y

sus resultados, consideramos el Lagrangeano de QCD
Locp = La+ L + L, (3)

donde L¢ es el Lagrangeano para el campo gluénico y L, g es la parte fermidnica para los

quarks livianos y pesados, respectivamente, esto es,
Lon=Ypulil) —mppldrm, (4)

donde ) = 9 +igA.

Con el fin de definir ahora la masa del quark pesado despreciamos las contribuciones
provenientes de los gluones duros presentes en diagramas de renormalizacion de masa, y
aquellas provenientes de los gluones suaves estan, por definicion, contenidas en la masa del
quark pesado. Esta suposicién es valida cuando la masa del quark pesado es mucho mayor
que la escala de QCD, y bajo estas condiciones los quarks pesados pueden ser considerados
como particulas no-relativistas. Enfocamos la atencion entonces en el sector asociado a los

modos pesados de la funcién de particion

ZulA] = / DYy Dby 4. (5)

Los quarks pesados interactiian con los modos livianos a través del campo gluénico y este
es un efecto débil si es medido desde la escala de la masa del fermién pesado (omitimos desde
ahora el subscrito H). En este caso el biespinor original 1) puede ser escrito en términos de
un biespinor ¢

U(z) = e " o(x). (6)
donde ¢ , en la aproximacion mas significativa, no contiene informacion acerca de la masa
del quark pesado [8]. La tnica contribucién proveniente de la masa de estos quarks aparece
en las correcciones en potencias de 1/m.

Usando (6) se encuentra para el Lagrangeano de quarks pesados

L= o@p —m(1—))¢. (7)

Este Lagrangeano puede ser escrito en términos de las componentes ¢ (grande) y x

(pequena) de ¢ como



L = ¢'iDop + x'[iDy + 2m]x + ¢l io - Dy + x"io - D, (8)

donde se ha usado la representacion estandar de Dirac para las matrices gamma. Entonces,

la funcion de particion para los quarks pesados, en términos de ¢, y X, es
Zy[A] = / D' DYDY Dy 7. (9)

La diagonalizacién de este Lagrangeano es directa. Si hacemos el cambio de variables (con

Jacobiano uno)

¢ = o,

! = o,

X = x+[iDo+2m] Vio - Dy, (10)
Xt = xT+¢lic-D[iDy +2m] ™,

en(5), el nuevo Lagrangeano resulta (omitiendo las primas)

L = ¢l[iDy+ 0 -D(iDy+2m) ' o-D]y,

+ X'[iDg + 2m]x. (11)

Este Lagrangeano describe la dindmica (no-local) de quarks pesados relativistas en términos
de espinores de dos componentes. Notemos que ¢ y x aparecen desacoplados y la integracion
funcional en x contribuye con un factor de normalizacién a la funcién de particién (luego
de escoger un apropiado gauge en este marco).
El limite no-relativista de (11) resulta directo de obtener luego de expandir el operador
(iDy + 2m) ™" en potencias de 1/m, esto es |,
;2

_ _ 1 i
(iDy +2m) ™" = %(1 — %DO + 4—mQ(D0)2 - (12)

Entonces, el Lagrangeano efectivo para los quarks pesados de acuerdo a (11) resulta ser
L=L04LW 44 (13)

El primer término en (13), luego de usar o;0; = &;; + ic;jr0", es

1
LO = o [iDy+ 3D + %a By, (14)

9



el cual es el Lagrangeano para un quark no-relativista en un campo (cromo)magnético e
incluye el término de Pauli .

Notemos que ain escrito de esta manera, el Lagrangeano no tiene la forma, £ = pg — H,
de donde se puede leer directamente el Hamiltoniano. Para obtener las contribuciones a
érdenes superiores es necesario usar las ecuaciones de movimiento tanto para ¢! como para
®.

Las contribuciones de orden superior son mas laboriosas de obtener pero su calculo es

directo. Asi, la correccién al orden 1/m? es

£ — #@HQE] +ic- (DxE—-Ex D)y, (15)

donde en el miembro derecho estan presentes los bien conocidos términos de Darwin (no-
Abeliano) y de spin-érbita, y en el conmutador [D, E] debe entenderse un producto interno.
El préximo orden (1/m?) puede ser calculado siguiendo el mismo procedimiento. Se ob-

tiene para £

1
2) T 4 2 2 2 2
L2 = —8m3¢[D + g{D? o-B} + ¢*(B®> — E?)
+ ig°c-(BxB—-ExE)], (16)

donde en la segunda linea vemos una genuina contribucién no-Abeliana.

El Lagrangeano (13) incluyendo correcciones 1/m? fué obtenido (usando argumentos di-
mensionales y de plausibilidad) por Lepage et. al. en [5]. La derivacién que aqui se ha real-
izado muestra un método de calculo sisteméatico donde términos de contacto, spin y de color
simplemente no existen en el limite no-relativista. Estos ultimos términos son descartados en
el andlisis de Lepage et. al.[5] por consideraciones energéticas y, como consecuencia de esto,
el método propuesto aqui podria ser considerado como un céalculo de primeros principios.

La ecuacién (13) es el Lagrangeano para NRQCD en el marco en reposo del hadrén, y en
un marco arbitrario (13) lo es para HQET. Ver detalles en [6].

Terminamos esta seccién haciendo algunos comentarios respecto al cambio de variables
(10). Las nuevas variables diagonalizan (8) generando un término no-local en (11). Aunque
este término no-local retiene toda la informacién concerniente a las correcciones relativistas,
podemos ver correcciones tales como Darwin, spin-orbita, etc. sélo orden a orden. Asi po-
drfamos conjeturar que el operador (iDg + Zm)_1 contiene toda la informacién dada por

la transformacion de Foldy-Wouthuysen [9]. De hecho, esta transformacién es aplicada a la
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ecuacién de movimiento y luego una condicion extra debe ser impuesta con el fin de separar

las componentes pequenas de las grandes del espinor. En el caso presente se han hecho las

cosas en sentido inverso, es decir, se hace una transformacion que separa dichas componentes

y luego las ecuaciones de movimiento son impuestas.
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[3]
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[9]
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N. Isgur and M. B. Wise, Phys. Lett. B232, 113 (1989), ibid, Phys. Lett. B237, 527 (1990);
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(1990); H. Georgi, Phys. Lett. B240, 447 (1990). For reviews see, H. Georgi, in Perspectives
in the Standard Model, Proccedings of the Theoretical Advanced Study Institute, Boulder,
Colorado (1991); T. Mannel, Heavy Quark Mass Expansions in QCD, Proc. of the Workshop
QCD-20 Years Later, Ed. P. M. Zerwas and H. A. Kastrup , World Scientific 1991; B. Grinstein,
Ann. Rev. Nucl. Part. Sci., 42, 101 (1992); 1. Bigi, M. Shifman and N. Uraltsev, Ann. Rev.
Nucl. Part. Sci 47, 591 (1997) .
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(1992).
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B313, 108; Int. J. Mod. Phys. A9, 953 (1994).
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desde donde la energia E es medida.

S. Balk, J.G. Kérner and D. Pirjol, Nucl.Phys. B428, 499 (1994).
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2. CAPITULO II

2.1. Introduccion

El movimiento de fermiones en campos magnéticos es un antiguo problema de la mecénica
cudntica que cubre una gran variedad de problemas desde estrellas neutrénicas [1], por
ejemplo, hasta el efecto Hall cudntico [2]. Desde el punto de vista de la teoria cudntica de
campos, bastantes estudios se han hecho relacionados con la anomalfa quiral [3], acciones
efectivas [4-6] y aplicaciones a sistemas aniénicos [7].

Estudiamos aqui otro aspecto del problema, esto es, de acuerdo a [8], discutimos la
mecanica estadistica de fermiones no-relativistas en presencia de un campo magnético con-
stante desde el punto de vista de la integral funcional [9]. El método involucra el célculo de
determinantes en los cuales, como es bien sabido, aparecen divergencias debidas al niimero
infinito de grados de libertad que se estd manejando. Manejar dichas divergencias significa
dar alguna prescripcién que le dé sentido al producto infinito en cuestién (regularizacion).
A modo de ejemplo, una prescripcion bastante usada para regularizar determinantes es la
regularizacion funcion-C generalizada. Esta técnica consiste basicamente en lo siguiente: da-
do un operador diferencial A el cual tiene un conjunto discreto de auto-valores A. Entonces,
el determinante de este operador puede escribirse en la forma

d
det A=1I )\, = exp {—£CA(8)] )

s=0

donde Ca(s) =), A, es la extension de la funcién zeta de Riemann definida por

C(s) = in_s, s € C,Re(s) > L
n=1

Si los autovalores de A son conocidos, entonces se puede desarrollar un célculo directo de
la funcién (4 y por ende darle sentido al determinante.

Nuestro punto de vista requiere del calculo explicito de un determinante fermiénico el
cual se evaliia usando un procedimiento general compatible con todos los mecanismos ra-
zonables de regularizacion, en particular compatible con el mecanismo antes indicado. Dicho
determinante lo expresamos en términos de funciones polilogaritmicas y de Dedekind. Adi-
cionalmente, en un caso particular (en 2+1 dimensiones), nuestro método permite estudiar
facilmente los limites de campo débil y fuerte debido a la invariancia modular de la funcion

de Dedekind .
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2.2. Accién efectiva a bajas energias

En [8], fué propuesto un método para calcular acciones efectivas a bajas energias basado
en una derivacién, via integral de camino, de la transformacién de Foldy-Wouthuysen. Para

el caso presente, esto es, fermiones no-relativistas, seguimos la misma idea y escribimos

L = ¢'[iDy+&-D(iDy+2m)"' - D],
+ X'[iDg + 2m]x. (17)
Recordemos que, de acuerdo a lo visto anteriormente, este Lagrangeano describe la
dindmica no-local de los fermiones en términos de espinores de dos componentes. Notemos

que ¢ y x estan desacoplados de modo que luego de expandir (iDy + Zm)f1 en potencias

de 1/m, la funcién de particién resulta ser

7 = /DXTDxeiSX/DgoTDweisw, (18)
donde

Sy = /d4a:XT[iD0—|—2m]X,

: 1 9 -
SSD = /d4$§0T[2D0+%D2+%UB]QO—FO(l/mQ)

(19)
S, es la accién no-relativista para fermiones interactuando con un campo magnético. S,

es la accion asociada a la contribucién mas baja del espinor y su contribucion a la funcion

de particiéon puede ser absorvida como una constante de normalizacién.

2.3. Fermiones térmicos no-relativistas en campos magnéticos

Usando (18) y (19), se puede estudiar ahora explicitamente la teoria cuantica de campos
para fermiones no-relativistas a temperatura finita.

La funcién de particiéon asociada a este problema es
Z, = / DDyl ¢,

: 1 g
— det [iDg+ —D>+ -1 5B 2
et [iDg + 5D+ 5 0 + 1, (20)

=[] (21)
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donde g denota la carga eléctrica de los fermiones, u es el potencial quimico, y el producto

(infinito) cubre todos los autovalores \,, del operador en (20),

. 1 3
[iDo+ 5 -D” + %a B+ fdn = Aton, (22)

sujeto a una condicién de borde anti-peridédica en la direccion de tiempo imaginario.

Para un campo magnético constante hacemos la eleccién de gauge

A = (—3097070)7
AO - 0,

tal que el determinante fermiénico puede ser calculado a partir de

9

1
0, + —D? +
[0 + 2m 2m

de modo que la funcién de particién (20) resulta ser

Z, = det[i0, — H" + p]det[i0, — H™ + p), (24)
= [T~ 11 (25)
donde H* puede leerse de (23).

Cada determinante en (24) se evaliia resolviendo explicitamente la ecuacién de autovalores

(23) por medio del Ansatz ¢E(x,t) = fE(x)T(t), lo que conduce a

5D F 5L Byl = (- N (26)
iT(t) — QT(t) = 0, (27)

ya que el operador ﬁDQ + 52 By es independiente del tiempo. La ecuacién (26) es la ecuacion

de Schrodinger para el problema de Landau, cuyos autovalores son conocidos, esto es,

2

1 1 P
Ef=Q -\ = — 4 - 2
- : (n+2 2)w+2m

con w = gBy/m. La ecuacién para T'(t) tiene una solucion sélo si

™

Q=0Q,
T

(2m+1), (29)

donde 7T es el periodo y m un entero, en virtud de la condiciéon de borde anti-peridédica

impuesta sobre 7T'(t).
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Asi, los autovalores en (25) estan dados por

N = %(2m +1) - BE. (30)

La mecanica estadistica del sistema fermiénico bajo estudio es descrita por el gran po-
tencial, de hecho el logaritmo de la funcién de particion luego de hacer la rotacion al espacio
Euclideo, es decir, reemplazando 7 por i3, donde 3 = 1/T es el inverso de la temperatura.
El logaritmo de la funciéon de particién es

log Z, Z Z /dpz log(A,.) +log(A,, )],

n=0 m=—o0

= > [ty 1 (31

donde LE son sumas infinitas definidas por

> log(An.). (32)

m=—o0
Aunque las series en (32) son divergentes, ellas pueden ser computadas luego de usar
alguna prescripcion de regularizacion.
Comenzamos considerando la serie divergente

L(a,b) = Z log (am +b). (33)

m=—o00
donde a y b son constantes.

La segunda derivada de L(a,b) es

d?L(a,b) =
v Z (am + b)?
2 csc?(br/a)
= (34
tal que luego de integrar se encuentra
b
L(a,b) = log ( crtbex gip (W )), (35)
a
donde ¢y y ¢o son dos constantes de integracion arbitrarias.
En el caso presente, a y b pueden leerse de (30) y (32). Entonces
Ei
LE = log [ et +e5 -5 E] cosh (67")} (36)
+
ch—i%Jr( cx + g)Ei—l—log(l—i—e 5). (37)



Es claro que las constantes ¢ y ¢ parametrizan la arbitrariedad de la regularizacién. Ya
que la accién efectiva en el Euclideo debe ser real, elegimos Cfg de modo tal que (37) no
tenga parte imaginaria.

Comparamos ahora el resultado (37) con el limite no-relativista del resultado general

dado en [4] para la accién efectiva. La contribucién

L LA
p

corresponde asi — luego de agregar la contribucién positrénica — al primer término, Tr|E|,
en la ecuacién (18) de la referencia [4], y la dependencia en las constantes arbitrarias cfz
muestra la regularizaciéon que debe hacerse a fin de definir la traza. Por ejemplo, la eleccion
¢ = 0 = cF es consistente con la regularizacién funcién-¢ [10], y la eleccién ¢ = ir/2,

c3 = (3/2 es consistente con la regularizacién funcién- ¢ de Hurwitz.
La segunda contribucién, log(1 T e PER ), la cual es finita e independiente de las constantes

ct,, coincide (salvo factores) con el gran potencial de la mecénica estadistica no-relativista.

2.4. El gran potencial

Calculamos ahora directamente el gran potencial no-relativista, €2, a partir de su definicién
termodinamica, en vez de hacerlo a partir de la funcién de particion Z.

El gran potencial no-relativista estda dado por

26 = -5 3

o=+,—

= Q7 (6, 1) + Q7 (8, 1), (39)

| dn > tog+ 08, (38)
o0 n=0

que en nuestro caso corresponde a la elecciéon cit = im/2, cgt = (/2. Aqui g es el factor de
degeneracion dado por g = (gBy/47*)V.

Entonces, necesitamos considerar el siguiente objeto

S(A,b) = Z log (14 Ae™"") . (40)
n=0
En términos de S, se tiene
04T =5 [ dp.s(a%, ) (41)
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con

AT = e Bl = B/2m A= _ B p2/2m (42)

La funcién S(A,b) tiene la siguiente serie de Taylor en la variable A:

S(A,b) = log(1+A)+ > pYPT 1)A", (43)
:Egﬁ%%;ﬁmk (44)

Dado que A" tiene la forma a”e‘mpg, la integral en p, puede ser hecha explicitamente, esto

> 2mm 1)n*t RN
[ st - TS S ey ()

Haciendo la expansion

es,

( —nb Z —nb

k=0

2mm
/ dp.S( Rre ZL13/2 S (46)
o k=0

donde hemos introducido la funcién pohlogarltmo, definida como la continuacién analitica

se encuentra que

al plano complejo - z de la serie [11]

oo

Li(z) =Y =, (47)
n=1 n
definida para |z| < 1y s € C. Entonces,
04 (7. — VIO 2T Z Ligo(—eHe(c+05) (15)
’ 47r2 ﬁ3/2 / ’
y S
By V2
O (T, ) = VIZO T 1y 1o (—e) + (T o). (49)

Am2 (332
Estas dos iltimas férmulas pueden ser escritas en forma combinada a fin de obtener una

expresion simplificada para el gran potencial,
QGM)ZQWTW+QTTM

gBO njw
47T2 ﬁ:s/z Z Ligo(—e 1)), (50)

n=—oo
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Es facil ver que el resultado para Q = QF + Q™ se reduce al correcto resultado en el limite
de temperatura cero (8 — o0). Dependiendo del signo de p — |n|w, el argumento de la
funcién polilogaritmica ird a cero (y en este caso Liz/»(0) = 0 y no hay contribucién) o a
infinito. Para obtener la correspondiente contribucién en este ultimo caso, necesitamos el
comportamiento asintético Ligjs(2) cuando z — oo. Esto se puede obtener a partir de la

relacién de Joncquiere [12], pdg.(31),

log 2

Lis(2) + €™ Liy(1/2) = @em/%(l - ). (51)

['(s)
En particular, para z > 0 se tiene, tanto como  — oo
2m)3/2 .. 11
( 7T) 6327r/4<—( ﬁx

T3/2) “32 o)
2 53/2 32

BEENC

T2

Lig/g(—e’&r) —

(52)

3/2

debido al comportamiento asintotico ¢ (—%, q) — —%q de la funcion zeta de Hurwitz. Con

I'(3/2) = \/7/2, se obtiene el correcto resultado no-relativista [13]

lp/w)
1 gB
VQ(T =0,p) = —375\/ 2m Y (u—n|w)*”. (53)
n=—|pu/w]

Aqui |z] es el piso del nimero real z.

Un célculo similar puede ser hecho en 24 1-dimensiones, pero el resultado que se obtiene no
es nada mas que la expresién de partida (39), con el correspondiente factor de degeneracion
(en 2+1 dimensiones) go = (gBy/2m)L?, siendo L? el drea de la caja de cuantizacién bi-

dimensional:

Qo1 (T, ) = —% Z log (1 + 6_6(“_|”|“’)) (54)
2.5. Funcién de particion en 2+41-dimensiones

Ahora calculamos la funcién de particién en 2+41-dimensiones. Con el fin de hacer esto,

procedemos como sigue: el producto (25) lo escribimos como

Zy = (Z0)", (55)
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en virtud de la degeneracion g, de cada autovalor de Landau. Usando la regularizacion

funcion- ¢, la funcion de particién reducida Zy puede ser escrita en la forma

T Ey E. 8
ZO_L[OCOSh[ 5 ]COSh[ 5 ] (56)

Usando la forma explicita de los autovalores del problema de Landau en 2+1 dimensiones

(p. = 0) de (28), (56) puede ser escrita en la forma

Zy = H cosh(fn + §) cosh(6n + 7). (57)
n=0
donde
Bw
T
2 )
g
5+ = 5(&) - N)a
- Bu
07 = ——. 58
2 (58
Definiendo ¢ = e™%, z = e 2" y 2 = ¢ 2" | luego (57) resulta ser
Zo =[] e ™ (1+2¢") (1 + 2¢"). (59)
n=0

Esta es la expresién més general para la funcién de particién (reducida) en 24-1-
dimensiones.
Una situacién particular interesante se origina cuando el potencial quimico es cero. En

este caso (59) resulta ser

o0

n(r) =g [0 -q"), (61)

n=1

donde

es la funcién eta de Dedekind [14], con g = e*™.
No es dificil ver que la férmula (60) reproduce (54) en el caso de potencial quimico nulo.
Asi, de la definicién de la funcién eta y escribiendo 1 — ¢?" = (1 — ¢")(1 + ¢") se encuentra

oo

Zo =2 T[ (1 + a2 (62)

n=1
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desde la cual, con ¢ = e ? se obtiene
1 oo
— _ —nfw
log Zy = 126w+2 §1 log (14 e ™). (63)

Esta expresion coincide con el resultado para —fQs,1 de (54) a p = 0, médulo términos
debidos a la regularizacién usada. El limite de altas temperaturas (o equivalentemente el
limite de campo magnético débil) corresponde a ¢ — 1, donde la funcién de Dedekind puede
ser aproximada por [15]
1(r) ~ (1L — ) e T, (64)
y entonces, la funcion de particién en dicho limite resulta ser
e%ﬂw—k%

Z ~— 65
s ~ = (65)

Mas aun, dado que la funciéon de Dedekind satisface la propiedad modular
i\1/2 1
)= () n(--). (66)
T T

se puede calcular la funcién de particién en el limite de campo magnético fuerte (o limite

de temperaturas bajas) directamente de (65). Asi, luego de usar (65) y (66) se encuentra

572 272

h m B 3 sinh M 7T2
Zolgusy ~ € B cosh<6—w). (67)

Hemos estudiado el movimiento de fermiones no-relativistas en un campo magnético
constante, en el marco de la teoria cuantica de campos. El punto central fue el calculo del
determinante fermionico usando un método general compatible con todos los procedimientos
razonables de regularizacion.

Se obtuvieron expresiones explicitas para el gran potencial no-relativista en términos de
funciones polilogaritmicas. Para la funcién de particion en 2+1 dimensiones con potencial
quimico cero, se obtuvieron expresiones en términos de la funcion eta Dedekind. En el dltimo
caso, las propiedades modulares de la funcién de Dedekind nos permitié relacionar los limites

de campo magnético débil y fuerte. Esta relacion podria ser de utilidad en la dindmica del

efecto Hall cudntico.
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3. CAPITULO III

3.1. Introduccion

La fase de Berry surge en sistemas que experimentan evolucién adiabatica, y como conse-
cuencia de esto, cuando el sistema regresa a su estado inicial adquiere una fase no-integrable
que no puede ser eliminada por una transformacién de gauge. La fase de Berry nos entre-
ga una notable conexion entre las aproximaciones adiabética y de Born-Oppenheimer en
mecanica cuantica. Esta conexién sugiere que un tratamiento no-perturbativo para teoria
cuantica de campos podria ser construido en cercana analogia con dicha conexion. Esta
metodologia podria ser muy tutil en QCD, por ejemplo, donde el sector de bajas energias
(no-perturbativo) no tiene ain una explicacién satisfactoria, y también (como ya se dijo) en
la comprensién de las anomalias.

En este capitulo desarrollamos un formalismo, basado en la integral de camino, para
calcular acciones efectivas en teoria de campos. Este formalismo incorpora muy naturalmente
fases geométricas y puede ser una via alternativa, no-perturbativa, para obtener informacion

acerca del espectro a bajas energias en teoria de campos.

3.2. El teorema adiabatico, la aproximacion de Born-Oppenheimer y la fase de

Berry en mecanica cuantica.

El teorema adiabatico establece lo siguiente: si un sistema tiene un Hamiltoniano
H(q,p; B(t)) dependiente no sélo de coordenadas y momenta sino también de un conjunto
de pardmetros externos B(t) los cuales varfan lentamente (adiabdticamente), y si el sistema
estd en un estado estacionario ¥,, de H(q,p; B(t)), con energia F,(t), entonces en un in-
stante posterior (') el sistema estara en el correspondiente autoestado del Hamiltoniano
instantdneo H(q,p; B(t')). En particular, si los pardmetros B(t) son ajustados luego de un
tiempo 7' a sus valores iniciales B(0), el sistema regresa a su estado original ¥,, habiéndo

adquirido un factor de fase, de acuerdo a la ecuacién de Schrodinger, dado por

e |- [ ) (o).

el cual tiene un origen puramente dinamico. En lenguaje geométrico, el sistema realizé un

circuito cerrado en el espacio de los pardmetros B.
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Berry [1] encontré que para algunos Hamiltonianos la fase dindmica no es la tinica que
emerge luego de una evolucién adiabatica, esto es, hay una fase extra v,(C) que depende
s6lo de la geometria del circuito C recorrido por el sistema en el espacio B. Asi, luego de un

tiempo T la fase total adquirida resulta ser

exp {m(C) .y /O ' thn(t)} .

La evolucién temporal de esta fase geométrica la podemos obtener de la ecuacion de

Schrodinger recordando que ¥, (t) es un autoestado de H(B(t)) con autoenergia F,(t):

%%(t) = i (n(B)| 9sn(B)) - %Bv

siendo

(gIn(B)) = V.(q; B),

con m el nimero de pardmetros de B(t).

Integrando a lo largo del circuito C', obtenemos

(€)= § dB- (n(5) Ban(B)).
y la no-trivialidad de esta fase reside en el hecho que para algunos sistemas, la cantidad
A =(n(B)|0n(B))

tiene rotacional no nulo de modo que la circulacién anterior es no nula. Esta es la razén de
identificar esta fase geométrica (fase de Berry) con una holonomia. A juega el rol de una
conexién en el espacio B, esto es, hace el transporte paralelo del vector |n(B)) en dicho
espacio.

Usando el teorema de Stokes podemos escribir para 7, (C)

T (C) = —Im/dS-@B X A
de donde resulta que A transforma como un campo de gauge
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A — A +idga,

de modo que v, (C) es invariante bajo esta transformacién e independiente de la superficie
encerrada por el contorno C.

La fase de Berry ha sido de utilidad en la discusion, por ejemplo, del efecto Hall cuantico
2], en la teoria cudntica de campos para Hamiltonianos que presentan anomalias y en la
discusién de la aproximacién de Born-Oppenheimer en fisica molecular (que en general es
aplicada a sistemas que presentan dos escalas de energias muy diferentes). Esta tltima
situacién la discutimos a continuacion siguiendo la referencia [3].

De acuerdo al método de Born-Oppenheimer(B-0), las autofunciones del Hamiltoniano

H(R,r) = —maﬂ - —82 +U(R,7)

son expresadas en componentes nucleares y electronicas en la forma

Z¢m )om(R,7),

siendo R y r las coordenadas nucleares y electronicas, respectivamente.
Los estados ¢, (R, r) forman una base de autofunciones de H cuando la energia cinética
nuclear es ignorada. Denotando por €,,(R) a la energia del estado ¢,,,(R, ), el elemento de

matriz
1
Hyp = =57 > [6miOr + (m(R) [0r1(R))] [5udr + (I(R) [Orn(R))] + €n(R)pn,

que resulta de hacer el sandwich
(U(R,r) [H[Y(R,T)),

es el objeto central para la discusién de la aproximacion de B-O.

La cantidad €,(R) es una energia potencial efectiva para el movimiento nuclear y
(m|Or|n) es un potencial de gauge efectivo que da cuenta de la transicién entre difer-
entes estados electronicos. En el limite adiabatico podemos suponer que los electrones se
mantienen en el n-ésimo nivel, es decir, ignoramos las transiciones. Mas especificamente,
despreciamos los elementos de matriz fuera de la diagonal de modo que el Hamiltoniano

efectivo resulta ser en este caso
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. 2 !

siendo
A =i(n(R)|Or|n(R)),

objeto que transforma (como ya vimos) como un potencial de gauge bajo el grupo U(1). Si
el estado |n) pertenece a un nivel N-veces degenerado, entonces A es una matriz N x N
que transforma como un potencial de gauge bajo U(N).

La aproximacién de B-O usual considera reales los estados electrénicos |n(R)) de modo
que en este caso A = 0. En otras palabras, la aproximacion de B-O no implica un de-
sacoplamiento completo entre las coordenadas nucleares y electronicas de modo que la fase
de Berry (principal correccién no-perturbativa a la usual de B-O), es de algiin modo, un
vestigio de un desacoplamiento incompleto.

La ultima afirmacion nos recuerda un resultado de teoria cuantica de campos: el teorema
de Appelquist-Carazzone. En lineas generales, este teorema establece que a bajas energias
los campos livianos y pesados estan desacoplados de modo que se puede entender el sector
infrarrojo de la teoria olvidando los efectos de altas energias. ; Implica la fase de Berry una
violacién de este teorema 7. En la Seccién II abordaremos este punto.

Finalizamos esta seccion haciendo un breve comentario acerca de la version clasica de la
fase de Berry. Una modificacion similar a la encontrada por Berry al teorema adiabatico, fue
encontrada por Hannay [4] al teorema adiabdatico clésico, siendo esta modificacion también
de naturaleza geométrica (dngulo de Hannay).

El teorema adiabatico clasico, que opera sélo para sistemas Hamiltonianos integrables
(sistemas que pueden ser expresados en términos de variables de accién-angulo (I; , 6; )),
nos dice que en una evolucién adiabética las variables de accién I(t; B) son invariantes
adiabaticos mientras que los angulos 6; se pueden calcular a partir de las frecuencias in-

stantaneas del sistema

0
oI,

wi(t; B) = -—H(q(1,0; B),p(1,0; B); B).

Estas frecuencias, instantdneamente constantes, cambian con B(t) de modo que el dngulo

barrido en un periodo 7T es
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0,(T; B) = /T dtw;(t; B).

Hannay probé que para algunos Hamiltonianos existe una contribucion adicional como
resultado de la circulacién del sistema a lo largo de un circuito cerrado C' en el espacio de

pardametros, B. Asi, el angulo total barrido resulta ser
T
0

y al igual que en su anédlogo cuantico, A#; depende sélo de la geometria del circuito C'. Esta
contribucion adicional es el dngulo de Hannay.

Finalmente, si un Hamiltoniano clasico tiene angulo de Hannay no nulo, entonces su
versién cudntica tiene fase de Berry. El inverso no es cierto necesariamente (excepto para
Hamiltonianos cuadréticos), esto es, si un sistema cuantico tiene fase de Berry no nece-

sariamente su limite clasico tiene un angulo de Hannay. Especificamente, de acuerdo con
[5]
0 . ~ Af; + O(h)
anj f)/TL - J I

siendo n; un entero proveniente de la regla de cuantizacién semicldsica para la variable de

accion
I; = (n; +r)h (r = constante).

Para Hamiltonianos cuadraticos, las correcciones O(h) son nulas dado que para estos

sistemas el resultado semiclésico es exacto.

3.3. La fase de Berry en teoria cuantica de campos.
3.5.1. Un tratamiento formal.

Consideremos una teoria para un campo fermiénico acoplado a uno bosénico descrita por

la accién [13]

T
— D—1 treg /
S /0 dt/d 2 (i0, — H) + 5, (68)
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donde D es la dimension del espacio-tiempo, ¢ el campo fermionico, H un Hamiltoniano
tipo-Dirac y S” una accién general asociada a los campos bosénicos cuya forma explicita
no serd necesaria considerar. La teoria efectiva para los grados de libertad bosénicos la
obtenemos luego de integrar funcionalmente los fermiones. Asi obtenemos el determinante
del operador (i0; — H), el cual no es nada més que el producto (infinito) de los autovalores
de la ecuacion

(10, — H)pn = Mnfn, (69)
con @, las correspondientes autofunciones. Sin embargo, no es ficil resolver (69) debido a
que H es un operador que contiene, en general, derivadas espaciales y acoplamientos arbi-
trarios y, como en cualquier teoria de campos, se puede evaluar el determinante fermiénico
sélo en forma perturbativa (si la constante de acoplamiento es pequena). Aun cuando la
constante de acoplamiento sea grande, el determinante en cuestién puede calcularse usan-
do la aproximacién de B-O. Dado que, en principio, no es obvia esta afirmacion, debemos
dar argumentos que la hagan plausible. Supongamos que H satisface, instantdneamente, la

siguiente ecuacion de autovalores:

Hop = An (t) On, (70)

donde ¢, son autofunciones del Hamiltoniano de Dirac que satisfacen la relacién de orto-
normalidad

[ 7126} @60 () = b (1)
y suponemos de momento que el espectro no es degenerado. Notemos que (71) esta definida
para variables espaciales y que en el miembro derecho deberfamos poner la funcién f,,,,,(t) =
exp [z fot dt’' (An (') — A (¥ ))} Pero (70) y (71) estdn definidas para estados instantaneos, y
como sabemos, en la aproximacion de B-O se desprecian los elementos de matriz fuera de la
diagonal de modo que f,,, — 1.

El préximo paso en el argumento es proponer el siguiente cambio de variables
() = Z n (t)n(, 1), (72)
iz, t) = Za ()l (x,1).

Estas ecuaciones son un Ansatz donde hemos supuesto una eleccion especial para los
coeficientes a,. Asi el esquema (72), podria ser considerado como una leve modificacion al

cambio de variables del método de Fujikawa [6], aunque nuestro método es diferente.

27



El cambio de variables anterior implica que

Z = /H Da! Da,, exp {z /T dtal {8pm (10, — A (1)) + A ()Y | (73)

0
donde hemos definido

A () = i / 2, Dy (74)

La expresion para Z dada en (73) es exacta y la evaluamos usando la aproximacién de

B-O, que en nuestro contexto significa despreciar los términos fuera de la diagonal en (73).

Asi, en esta aproximacién Z llega a ser (tomando el limite 7' — o0)

T—00

oo T
Z = lim / H Da! Da,, exp {z/ dtal {i0; + A () — A (D)} an | - (75)
0

n=—oo

Este resultado es muy interesante dado que nos permite identificar una teoria de campos
con un sistema mecéanico-cudntico. Aunque este mapeo no siempre es posible [7], aqui lo
mostramos como una consecuencia directa de la aproximacion de B-O.

La integracion sobre las variables a,, en (75) es gaussiana y el resultado formal (normal-

izado) es

o det (10, + A (£) — A (1))
Z =, m det (i) — M (1))

n=—oo

(76)

Estos determinantes pueden ser calculados explicitamente usando regularizacion funcién-

¢ [8]. En el Euclideo, el resultado exacto es

Z = lim cosh ((A\,) T/2 —i®/2)
T—o0 7 cosh ((\,) T/2) )

n=—

(77)

donde ® estd definido como

o = /O ' dtAp, (1) =i /0 ' dt / dP "zl 0y, (78)

T
Y (M) = [y dtd, (t).

En la derivacion de esta iltima expresion estamos suponiendo que las autofunciones ¢,
son funcionales de los campos bosoénicos W, (x,t) de modo que ® puede ser escrito en la

forma

T
P =g / dt / dD_lxquigzﬁn@t\Il“, (79)
0 swa

T
— / dt / APz A,0,0°, (80)
0
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donde A, = Z(bn ¢n v a=1,2,3,... cubre el nimero de campos bosoénicos.

Swa

Usando (77), la accién efectiva en el Euclideo resulta ser

= TEHW { n_zoo In [cos — i tanh( <)\"2> T) sin(%)] } ; (81)

= —% Z sgn (\,) @, (82)

n=—oo

= / dt / dP e A,0,0°, (83)
0

es la fase de Berry para la teoria cuantica de campos. Observemos aqui que ® no es una
expresion covariante, esto es, la fase de Berry aparentemente rompe la covariancia Lorentz.
No obstante, este rompimiento es a nivel del espacio target y no a nivel del espaciotiempo
mismo. El campo A, es una conexién Abeliana U(1) x U(1) x U(1) X .....y por punto ¢
describe también la fase de Berry para mecanica cuéntica.

El caso degenerado puede ser generalizado como sigue: en vez de la ecuacién (70) podemos
escribir

Hepy =M (1) 05, (84)

n?

donde ¢¢ representa autoestados N —veces degenerados que satisfacen la condicién de orto-

normalidad
[ a6 )6 @) = b1 (55)

Haciendo el cambio de variables

= Z Z an ()P (,1),

a=1 n

=3 aluBsl(,0), (86)

a=1 n

encontramos para la funciéon de particién la expresién

/ H [ [ Pal.. Dagm exp {z /0 dtal,, {0mm0*? (10, — Ay (1)) + A2 (1)} agm |, (87)

a,f=1n,m
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donde
AP (1) =i / dP wpleo,¢0 . (88)

Las integrales en los a’s son nuevamente gaussianas, de modo que luego de usar la aprox-

imacién de B-O obtenemos

= lim

T—00

ﬂ ﬁ det | detzat n (1) + A )] #9)

097 (10 = An (1))]

a,f=1n=—o0

Dado que A% es una matriz hermitica, siempre serd posible de diagonalizar por una

transformacién unitaria y este proceso de diagonalizacién no afecta la medida funcional de
modo que la accion efectiva resulta ser

e 35S s (%) v () ()]

a=1 n=—oc0

= —% Z Z sgn (A,) 9, (91)

Ppoo :2'/ dt/dD‘lanL“@tcbﬁ,
0
/ dt / dP e A2 0,0, (92)

siendo A2 = igl*s2-¢2, conexiones U(N). La expresion (92) resulta ser la generalizacién

donde ®** es definido como

no-Abeliana de la fase de Berry para teoria cuantica de campos.

Una accién efectiva como la expresada en (82) ha sido derivada por Niemi y Semenoff
[9] usando argumentos diferentes a los aqui presentados. Nuestro approach no sélo permite
obtener directamente una generalizacion del caso no-Abeliano sino también nos permite
conectar la aproximacion de B-O con la interpretacién de particulas en teoria de campos.

En este sentido, esto es equivalente al limite de acoplamiento fuerte sugerido por Halpern y

Siegel [7].
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3.3.2. Representacion integral de camino para un campo fermionico en presencia de un

campo vectorial externo.

El punto de partida es la densidad Lagrangeana, en el Euclideo, para un campo fermionico
no masivo [13]

L = 7u(0, + ieAu), (93)

donde 7, es una representacion del dlgebra de Dirac Euclideana {v,,7,} = —20,,. La rep-

resentacion que usaremos esta dada por

01 0 —0;
Yo=1 . » Vi = : (94)
1 0 g; 0
Usando para el campo fermiénico la descomposicién quiral

o= ) wt= (k). (95)

R

se tiene que
—iL = 1} (Bp +ieAo) YR + (D +ieAg)r +io - (10 — eA)hg — ho - (10 — eA)br. (96)
Introducimos ahora las autofunciones ¢, (x),
[0+ (0 — eA)] $n(x) = €r0n(x). (97)

Estas autofunciones y autovalores son de hecho funcionales de los campos de gauge en
un instante dado, esto es, en notacién mas precisa ¢, [A(t)] (x) y €, [A(t)].
La idea en este nuevo tratamiento es usar la descomposicion de los campos fermidnicos

en términos de las autofunciones dadas en (97), esto es,
Ur(x 1) = 2 ay()enlAMIx) 5 drat) = 2 a(t)én[A®)](x), .
Vh(x,t) = 2. bROSLAM](x) 5 whxt) = 2. by, (1)} [A (1)) (x)-

Usando la ortogonalidad de las autofunciones ¢,, el Lagrangeano queda expresado en

términos de los coeficientes (Grassman) a y b como

—iL = 3[by()ay (t) + by (t)enay (t) — iby (t) Anayi(t)]

+ 2B () dy () — b (D) enay (t) — iy (t) Anay (t)] (99)
= 22 ilbr () Anmar (t) + b () Aunmar, (1)),
n#m
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donde hemos introducido la conexién A,, ,

&MW=/M@MW&W%%%MMWW% (100)

y para A,,, con n #m ,

AMMmzjw@mwwm%—mmmew. (101

La accién efectiva I'(A) es definida por
e T = / [[lda (t)dal(t)dbL () dbf (t))e! - (102)

Las variables (a®,b%) v (a®, bf?) estédn desacopladas debido a la ausencia de un término de
masa de modo que la accion efectiva resultante es una suma de dos contribuciones indepen-
dientes T'[A] = T [A] + I'L [A]. El resultado de la integral sobre las variables de Grassman
puede escribirse como la razon entre determinantes de matrices infinitas,

o~ (DRIAI-TR[0]) _ Det [(0; + en[A(t)] — iAL[A(D)])nm — 1 Aum[A(2)]] (103)
Det[(0; + €,[0])0nm] ’

(AT _ Det [(0r — €n[A(t)] — i A[A(D)])0nm — 1A [A(2)]]
Det[(@ — e30])0m] : (104)

y este resultado formal puede escribirse como el producto de tres factores

—(TR[A]-TE[0) det (3¢ +en A (1)) det(9 ten A1) —iAn[A(1)])
e (TF[A]=TH[0]) (H GMT[OD) (1;[ : tdet(@t-‘rﬁn[A(t)D ) %

(105)
« [ PetlOctem[A()]—iAm[AG)])mr —iAmk[A)]
T det(Bs +en AW~ An[AW]) :

Una expresién similar puede escribirse para I'” cambiando €, por —e¢,. Los primeros
dos factores son un producto infinito de determinantes de mecanica cuantica. El primero
corresponde a la fase dindamica y el segundo a la fase geométrica debido a la evolucion de
un sistema mecanico-cuantico en la presencia de una perturbacién dependiente del tiempo.
El tercer determinante representa el acoplamiento entre diferentes sistemas.

Evaluamos ahora los dos primeros determinantes en (105). En primer lugar consider-
amos para t el rango —7/2 < t < T/2 para posteriormente tomar el limite 7' — oco. A

continuacién, imponemos la condicién de borde [10] anti-periédica

fn(T)2) = =fu(=T/2), (106)
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en las autofunciones de los operadores para cada nivel-n. Entonces, los autovalores del op-

erador 0, + €, — iA,, resultan ser

— 2n — 1
)\nZEn—iAn—i—z( nT )W, n = —o00,..., +00 (107)
donde hemos introducido la notacién

1 [T
f= —/ dtf(t). (108)

T J 1

De estos autovalores se puede calcular el determinante
. T, _ —

det (9, + €, — iA,) = N cosh {E(en — zAn)} : (109)

donde N es una constante (infinita) que se cancela en la razén de determinantes dada en
(105). Tomando el limite 7" — oo se encuentra

det(0; + en[A(t)] — 1A, [A(1)])
det (9 + en[A(1)])

~ exp [—%sgn(@n) / thn(t)} , (110)

et e [ | [ ateac] - o) | i

El resultado para la accién efectiva es entonces

TR[A] — TF[0] = —% >

n

/ dt(en[A(H)] — en[O])’ 23 sgnen) / dtA (1) + T, (112)

la cual es la suma de una contribucién (real) dindmica y una contribucién (imaginaria)
geométrica de cada nivel, més la contribucion dada por

ooty _ Detl(0+ en[A(t)] — iAw[AR)])Onr — 1A A)]
[Tdet(9: + enA(1)] — iA[A(1)]) ’

(113)

debida al acoplamiento de diferentes niveles. No es claro de esta ultima expresiéon si la
contribucién proveniente de distintos niveles es imaginaria pura (como la contribucién ge-
ométrica) o si tiene una parte real.

El resultado (112), para la contribucién de una quiralidad a la accién efectiva, es la
version integral de camino de la aproximacion de B-O incluyendo la correccion geométrica a
la aproximacion adiabatica. Esta descomposicién de la accion efectiva no es manifiestamente

invariante Lorentz, situacién similar a la formulacién habitual de la aproximacion de B-O.
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La contribucién de la otra quiralidad se obtiene cambiando €, por —e, en (112). Asi se
obtiene la misma contribucion dinamica, pero la contribucion geométrica es de signo opuesto.

La contribucion de esta quiralidad al acoplamiento de niveles resulta ser

ot _ Deb[(0,— en[AW)] — A [AD]) s~ iAnA)] "
[1det(8; — en[A(t)] — iAL[A(T)]) '
El resultado final para la accién efectiva del fermion de Dirac es
Al - = -3 /dt(en[A(t)] e 0])] + o7, 4T, (115)

n
donde observamos que las contribuciones geométricas de ambas quiralidades se han cance-
lado.

Si consideramos el campo de gauge externo acoplado a sélo una de las quiralidades,

entonces se tiene
—iLy = P! (00 + ieAo)Pr + h(00)L + Yio - (10 — eA)pr — Yho - (i0)y, (116)
en vez de (96) y la accién efectiva para el fermién de Weyl resulta ser
[ (4] — T4 0] = T#4] - T*%[0], (117)

con I'® dado por (112). De hecho podemos reconocer los dos términos que no acoplan
diferentes niveles en I'?, como el resultado para el determinante de Dirac usado en [9] en el
estudio de la relacién de la anomalia de gauge quiral con la holonomia U(1) en el espacio
de configuraciones de campos de gauge. Nuestro resultado (112) entrega una derivaciéon mas
transparente de esos términos, y al mismo tiempo nos permite identificar la contribucion
remanente debida a las correcciones a la aproximacién adiabatica la cual no estd incluida en
el trabajo de Niemi y Semenoff [9]. Discutimos ahora lo concerniente a la anomalia.

Dado que la formulacién presentada reproduce el resultado para el determinante fer-
mionico, seguramente debera contener la anomalia de gauge quiral. Veamos si esto es asi.

Consideremos un nuevo campo externo A* = A + da . Es obvio de (97) que

T - (i0 — eA%) e Y, (%) = ene Y, (x), (118)

lo que muestra la invariancia de gauge de las autoenergias ( €, [A%] = €, [A] ) v luego la
invariancia de gauge de lo que hemos identificado como la contribucion dinamica a la accion

efectiva. Si hubiésemos hecho la identificacién
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, [A% (1)) (x) = eV, [A(2)], (119)

para las autofunciones, tendriamos un resultado invariante de gauge para todas las contribu-
ciones a la accién efectiva provenientes de cada quiralidad. Y esto estd en contradiccion con
la anomalia de gauge quiral. Tendria entonces que haber alguna condicién de consistencia

(;invariancia Lorentz?) que restrinja la posible eleccién de la fase en las autofunciones.

Reemplacemos la identificacién anterior por
, [AY (1)] (x) = e~ A ablgmicaly, [A (1)] (x), (120)

Si combinamos la transformacién de gauge para el campo fermiénico

U = e ey, (121)

la cual contiene una fase adicional w, fijada por la condiciéon de consistencia adicional.con

la expansién (98), obtenemos

al (t) = glwnlA®)a®)] g (t) y b2 (t) = e iwn[A®) D]y (t). (122)

Si aceptamos la presencia de la fase adicional w, en la dependencia de gauge de las

autofunciones obtenemos

An [A% (1)) = An [A ()] + Bown [A (1), o (1)] (123)

junto a una expresién algo mas complicada para la dependencia de gauge de la contribucion
de oI" (la que acopla diferentes niveles).

Una vez identificada la necesidad de una eleccién de una fase no-trivial para las auto-
funciones, es natural esperar que esta fase dependa también de Ay de modo que tengamos
que considerar a las autofunciones como funcionales de todas las componentes del campo
externo.

La anomalia quiral para fermiones de Weyl con quiralidad derecha acoplados a un campo

de gauge tiene una contribucién proveniente del término geométrico dada por

% 2 sgn (&) /dt A [A* ()] = An [A ()] = (124)
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£ sgn (B) (w [A(T/2),a(T/2)] ~ w, [A(-T/2), a(~T/2). (125)

De acuerdo a [9], esta expresién deberia reproducir la anomalia de gauge quiral. Dado
que de momento no sabemos como fijar la fase de la autofuncién, no podemos rederivar
el resultado estandar para la anomalia o verificar que no hay contribucion adicional a esta
debida a la aproximacion adiabatica.

Un ingrediente en la discusion acerca del requerimiento para fijar la fase de las ®,,, a ser

usadas en la expansion del campo fermidnico, es el efecto de una redefinicién dada por

/

@, [A ()] (x) = A0, [A (1)] (%), (126)

la cual corresponde al cambio de variables [12]

/ i

a, (t) = e BnlA®lg (t) y b, (t) = ePnladly (t). (127)

n n

El efecto de esta redefinicion en la contribucién geométrica de una quiralidad resulta ser

S s [atd, ) = 53 son e [ara, 0 (128)

n

—% Z sgn (€,) (Bn [A(T/2)] — B, [A(=T/2)]).

Pero la consistencia de la redefinicién de la fase con la condicién de borde implica que

Gon[A()] _ s [A(-2)] (129)

y entonces 3, [A (%)] — B [A (—%)] = 2nk, donde k, es un entero para cada nivel n.

Entonces
% Zn: sgn (€,) / dtA, (t) = % Zn: sgn (€,) / dt A, (1) — in zn: sgn () kon, (130)

y este resultado parece estar en contradiccion, cuando k,, es impar, con la independencia de
la formulacion integral de camino de la eleccién de fases en las autofunciones usadas para

expandir el campo fermioénico.
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Para terminar la discusion de la anomalia consideremos la anomalia axial U(1) en una
teoria con un fermién de Dirac acoplado a un campo de gauge. En este caso podemos

considerar un Lagrangeano dado por

—iL = W (9y+ieAy+ieVy) Ug + Ul (3y + ieAy —ieVy) Uy,

Ca A b o (131)
+Wio-(i0 —eA—eV)Ur— VLo (10 —eA+eV) ¥y,

donde hemos incluido un campo de gauge A y una fuente V' acoplada a la corriente axial.

El resultado para la accién fermionica efectiva resulta ser

TIA,V]—T[0,0] —% /dt (en[A () + V(1) — e [0]])‘ (132)
S X|farean-vo-aom)

+TL [A+ V] +T_[A-V].

Con el fin de obtener la divergencia de la corriente axial, aplicamos el operador 9,0/V,,

a la expresion anterior

o' [A, V]
On oVy (z)

- SAA() | SOTL1A) 8T [A)
T zzn:sgn (en)/dtaum + 0, S, (2) — 0, A (2) (133)

donde hemos usado la independencia de gauge de los autovalores para eliminar todos los

términos donde el operador §/§A,, actiia sobre €,. Deberfamos esperar entonces que los dos

ultimos términos del miembro derecho se cancelen y el restante reproduzca la anomalia.
Asi, un test real de validez de la presente formulacion pasa por identificar el criterio que

permita fijar las fases de las autofunciones.

3.8.8. Representacion integral de camino para un campo escalar complejo.

En la seccién 3.3.2 mostramos una nueva formulacion de la integral de camino para un

campo fermiénico no-masivo en presencia de un campo vectorial externo. Esta formulacion
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se baso en la implementacion de la aproximacion adiabatica a nivel de la integral de camino.
El determinante fermionico fué expresado como una superposicion de sistemas mecanico-
cuanticos débilmente acoplados en el entendido que el campo externo variaba lentamente
con el tiempo, y una fase geométrica ( una realizacién de la fase de Berry a nivel de teoria
cuantica de campos) fué identificada como una contribucién a la accién efectiva.

Una inquietud natural surge de lo anterior, ; es posible implementar la aproximacion
adiabatica a nivel de la integral de camino para cualquier teoria de campos, o esto es algo
peculiar de la representacién integral de camino para campos fermiénicos ? En la repre-
sentacién que usamos en la seccion 3.3.2, dos propiedades especificas de la accién fermidénica
fueron usadas: la acciéon es un bilineal en el campo fermidénico y de primer orden en las
derivadas temporales, siendo esta segunda propiedad crucial a la hora de descomponer la
accion efectiva como una superposicion de sistemas mecéanico-cuanticos.

Entonces, exploramos la posibilidad de una reformulacién de la teoria de campos para un
campo escalar complejo haciendo una derivacién similar a la hecha para el campo fermidnico.

El punto de partida es la densidad Lagrangeana en el Euclideo [13]

A
L(P) =—-0,970,P — m2d*d — §(<I>*<I>)2, (134)
la cual no es cuadratica ni de primer orden en la derivada temporal. A fin de evitar el
primer problema introducimos un campo escalar auxiliar y real A , y consideramos una

nueva densidad Lagrangeana dada por

2 2

A A
L(D,A) + N —0,9*0,® — m*®*® — AD* D + % (135)

la que se reduce a la anterior cuando el campo auxiliar es reemplazado por su expresién en

términos del campo escalar complejo

A gcp*@. (136)

A fin de tener una accion de primer orden en la derivada temporal, consideramos la

densidad Lagrangeana en el espacio de fase
L(®, 11, A) = [I*0,® + I10,* + ITI*II — 9®* - 0P — m*®*d — AP* P, (137)

la cual tiene una estructura similar a la densidad Lagrangeana para un fermién en presencia

de un campo externo. Entonces podemos repetir paso a paso la derivacién de la aproximacion
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adiabatica hecha en la seccién 3.3.2. Introducimos primeramente las autofunciones
(_82 +m® + A) enlAl(x,1) = Eu[Alpn[A](x, 1), (138)

y las expansiones

O(x,t) = >, an(t)enlAl(x,t) 5 TI(x,t) = 32, bn(t)n[A] (%, 1). (139)

Usando la ortogonalidad de las autofunciones

/w@ww@%mwwz%m (140)

el Lagrangeano puede ser reexpresado en términos de coeficientes a,, y b, definidos en (139),

L= 3 [0, ()an(t) — az,(£)bn(t) + b5, (1)bn(t) — Enar,(t)an(t)]

n

i ; (05, (1) Anan(t) — ay,(t).Anbn(t)] (141)
i ; [0, () A @ (t) — @35 () Apmbm ()]

donde hemos introducido la conexién A,,,

mwsz@www@%wmm (142)

y Anm para n 7£ m,
Ao = /dxgoZ[A] (x,t)i0rom[A](x,1). (143)

/4an y b, — E;Mbn

Es conveniente introducir un reescalamiento de variables a, — E !
con el fin de tener a las variables a,, y b, con la misma dimensién. E,, es el valor promedio
de la autoenergia definido por

B 1 (72

E,[A] = T/ dtE,[A(t)]. (144)

—T/2

Entonces podemos definir la accién efectiva I' [A] en la forma
e T = / [ [lda..(t)da;, (t)db, (t)db; (£)] e “*, (145)

la cual puede ser interpretada como la accién efectiva que toma en cuenta el efecto de las

fluctuaciones en la fase del campo escalar complejo.
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Esta accion efectiva puede ser escrita como una razén de determinantes de matrices de

—Ey?010mm  —0Onm0:
Det s

dimension infinita

I[A]-r[o))

e (146)

—1/2

:Det (B AWD)EY[ADbrm —0um Dy + iAu[A®)]
S Dy — i Ay [A(2)] E“[Al6m

donde hemos introducido la derivada covariante d,,, Dy = 8, (0; — 1A, (1)).

Reescribamos ahora el determinante en la forma (luego de intercambiar columnas)

Det o

o~ (TIAI-T[0) _ : (147)
g [ B De = iAun[AGE) —(Eu[A®)]/EY 1A
B[ A Sum Dy + 1A [A(t)]

Esta razén de determinantes puede ser descompuesta en la misma forma como se hizo

para el caso fermidnico, esto es,

5nmat - E’rlz/2 [0] 5nm
Det

o—(TIA]-T[0]) — §
bt —(BAW)/E A
=B A, ) |
[ bt —(EAGUE A )]
—E) [ Abm 5, 0,
X X
pe|  OmmPe —(EL[A®)/E,*[A]) S0 (148)
_E’}L/Z [A]Snm Onm Dy |
_ N (B AW /BY AN ||
— B[ Albm 5. D,
X
| B Dy — iAwn [A®)] —(Bu[A®)] JE 1A m
i ~E,[Album Oum Dy + i A [A®)] ) |
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Esta descomposicion de la accién efectiva nos da una representacion integral de camino
de la aproximaciéon de B-O. La primera razon nos da una suma de contribuciones dinamicas
de cada nivel n , la segunda razén corresponde a la suma de fases geométricas y la ultima
da cuenta de las correcciones debido al acoplamiento de diferentes niveles.

Concentrémonos en la segunda razén de determinantes, es decir, la fase geométrica. Con
el fin de calcular cualquiera de los determinantes alli presentes, imponemos condiciones de

borde peridédicas de modo que la accion efectiva resulta ser

Sumde —(EulAWD)/E,[A) b
Det 12
—FE, "[A]0pm Orm O
o~ (CaeolA1-Tyeol0]) _ - : (149)
bunDy —(BulAW®)]/E)[A]) S
Det . /2
donde ha sido usada la identidad
D fy =P g F  cnando f, = e oA (1), (150)

la cual nos dice que el determinante del operador en el denominador de (149) es el determi-

nante del operador en el numerador

—1/2
0, — _10/::2 —E,[AQ)]/E,, " [A] | (151)
~EV14] )

n

actuando sobre funciones que satisfacen la condicién de borde

Fu(T/2) = € F (=T/2) con a, = [177) dtA(t) = TA,. (152)

Ahora, para cada autovalor del operador O,, actuando sobre funciones periddicas, hay un
autovalor )\, — i4,, del mismo operador actuando en funciones que satisfacen la condicién
de borde (152)[11].

La periodicidad en a del espectro de O, fija completamente sus autovalores A, cuando

actua sobre funciones peridédicas. Asi tenemos dos torres de autovalores
Mok = Ao +iZE | keZ, (153)

con AX, funcionales de A.
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Con estos autovalores podemos evaluar la razéon de determinantes mecanico-cuanticos
dados en (149). Usando métodos estandar, la contribuciéon geométrica a la accién efectiva
resulta ser

T/2

LyeolA] — Tyeol0] = Z % (sgn(X) o) + sgn(X, o)) / dtA,(t). (154)

» ~T/2

Notamos de este resultado que habra contribucién geométrica sélo desde aquellos niveles

para los cuales A\ A, o > 0.

+

o, la determinacion de la con-

Junto a la determinacién del signo de los autovalores A
tribucién geométrica requiere evaluar la conexién A, dada en (142). Si introducimos las

autofunciones

ulAl(x,t) = PalA] (x, £)e™ 1O, (155)

donde la arbitrariedad en la eleccion de una fase independiente de x en las autofunciones ha

sido puesta de manifiesto, y si se hace la eleccion

a0 = [ dmlaw), (156)
—T/2
se encuentra que
Ao(t) = A (t) + 1l A)) (157)

la cual es una suma de una contribucién v, (A(t)) debido a la posible dependencia de la fase

de las autofunciones de la historia del campo A, y una contribucion

~

A[A()] = / dx 3L A1) ()i Ba AR (), (158)

3.4. Discusion.

Nos preguntamos por el criterio a usar para fijar las fases 6,,(t) en (155). La expansién

para el campo escalar complejo en los extremos del intervalo de tiempo esta dada por

O(x,T/2) = 3 B[ A](x)e AT/ v &(x, —T/2) = 3 4, P A (x) e ACT/2),
(159)
donde a,(T/2) = a,(-T/2) = a, y A(T/2) = A(=T/2) = A. Podemos ver que la fases

f,, estan relacionadas con la posibilidad de tener condiciones de borde no-triviales para la
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fase del campo escalar complejo. Y nos preguntamos por las restricciones que puedan existir
para dichas condiciones de borde.

Acerca de las implicaciones de la contribucion geométrica en la teoria de un campo escalar
complejo:

eLa aproximacion adiabatica, la cual esta implicita en el tratamiento del acoplamiento
de diferentes niveles como una perturbacién, corresponde a una situacién donde las fluctua-
ciones del modulo del campo escalar complejo son muy suaves respecto a la escala de las
fluctuaciones de la fase de este campo. ; Bajo qué circunstancias puede ocurrir este caso 7
Una respuesta posible podria encontrarse si aplicamos esta aproximaciéon al acoplamiento de
dicho campo a otros sistemas, como por ejemplo, campos de gauge o campos fermidnicos.
Al final del capitulo retomaremos esta inquietud.

eMirando (134) puede resultar interesante estudiar las diferencias, a nivel de la aproxi-
macién de B-O, de los casos m? > 0 (teorfa simétrica U(1) ) y m? < 0 (quiebre espontdneo
de simetria). Se puede explorar la posibilidad, a nivel de la integral de camino, de implemen-
tar dicha aproximacion en el caso de tener un campo escalar real, o dos campos escalares
reales pero con masas muy diferentes. Este ultimo resulta importante si deseamos explo-
rar una posible relacién entre una contribuciéon geométrica y una violacién al teorema de

desacoplamiento de Appelquist-Carrazone.

3.4.1. Accidon efectiva para un campo fermionico acoplado a uno escalar.

En el caso de mecanica cuantica estd clara, de acuerdo a lo visto en la secciéon 3.3.2,
la formulacién de la aproximacién adiabatica y la aparicion de una fase geométrica en el
caso de un sistema fermionico en la formulacion integral de camino. El punto clave esta en
identificar una representacion apropiada de la variable fermiénica basada en el uso de las
funciones propias de un operador que depende de un campo externo dependiente del tiempo.

La propuesta presentada considera las funciones propias de la densidad Hamiltoniana la
cual define una representacion de la variable fermidnica en cada punto del espacio, y que
depende de la eleccién en otros puntos pues dicha densidad es un operador diferencial en las
coordenadas espaciales. Como consecuencia de esta correlacién, no es posible determinar las
funciones propias y por tanto la formulacion basada en esta representacion es meramente

formal, y no es claro qué propiedades del sistema fermiénico serd posible de estudiar en este
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marco. Otra dificultad adicional es que tampoco puede determinarse el espectro del operador
cuyas funciones propias definen la nueva representacion y por tanto el control sobre la validéz
de la aproximacién adiabatica, basado en las diferencias de energia de los diferentes niveles,
se pierde.

Una alternativa es introducir una nueva formulaciéon basada en el uso de las funciones
propias de operadores independientes en cada punto del espacio de modo que el problema
de identificar funciones y valores propios, junto con la descomposicién de la variable fer-
miénica en cada punto del espacio, se reduzca al caso de mecénica cuantica. En este caso
sera necesario buscar una aproximacion a los términos en la accion que envuelvan derivadas
espaciales.

En el caso de un sistema fermionico libre y despreciando las derivadas espaciales, se
tiene en cada punto del espacio un espectro discreto con una separacién de energia, entre
niveles, igual a la masa del fermién. Esto sugiere utilizar esta masa como parametro para
justificar la aproximacién adiabatica. El modo mas directo de implementar esta idea es
utilizar las funciones propias del operador correspondiente al término de masa (m~y") para
definir la nueva representacion de la variable fermiénica. Pero esta representacién resulta ser
demasiado trivial pues el operador no contiene ningiin campo externo dependiente del tiempo
y por tanto no sirve como punto de partida para una implementacion de la aproximacion
adiabatica a nivel de teoria cuantica de campos. De hecho esta representaciéon se reduciria
al desarrollo en potencias del inverso de la masa del fermién para la accion efctiva debido a
la descomposicion del espinor de Dirac en dos espinores de Pauli.

Para poder implementar la aproximacion adiabatica es preciso utilizar funciones propias
de un operador que contenga un campo externo (al fermiénico) dependiente del tiempo.

Consideremos un sistema fermiénico acoplado a un campo escalar. El Lagrangeano a

considerar estd dado por [13]

L =Viy"9,V — yUe'T, W, (160)
donde T, son los generadores de un grupo actuando sobre los campos fermiénicos en una

representacién de dicho grupo. Resulta conveniente utilizar la representacién de Dirac para

las matrices v donde 7° es
10
= , (161)
0 -1
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y la descomposicion para ¥

U= , (162)
X

Para definir la nueva representacién de la variable fermidnica es preciso utilizar la
parametrizacién ¢* = ¢¢® para el campo escalar donde ) ¢*¢* = 1 e introducir las fun-
ciones propias f,

(gb\aTa>fn = /\nfna (163>

donde los valores propios dependen de la representacion del sistema fermiénico y las funciones
propias dependen de la direccién (en el espacio interno obviamente) del campo escalar. En
el caso de SU(2), la representacién fermiénica se puede caracterizar por un (semi) entero
7 v los autovalores vienen dados por A\, = —j +n donde n = 0,1,2,...,27. En el caso
de SU(N) siempre serd posible elegir la representacion de los generadores de manera tal
que ggaTa coincida con uno de los generadores de un subgrupo SU(2) de SU(N) . En este
caso, \n, o = —Ja + e donde el indice adicional a caracteriza las diferentes representaciones
del subgrupo SU(2) contenidas en la representacién fermiénica de SU(N). En lo que sigue
consideramos el caso SU(2).

Con estas funciones propias se introducen las variables fermiénicas ©,; ¥ Xni

¥ = Z Z Spm'fm'a (164)

n =12
X=D > Xnifnis (165)
no =12
donde se han introducido los espinores
Jn 0
fo1 = ; fn2 = : (166)
0 J

Notemos que esta representacion de la variable fermionica se introduce de modo indepen-
diente en cada punto del espacio y a cada instante. Se tiene por tanto variables de Grassman
Vni Y Xni €n cada punto del espacio-tiempo.

Al introducir la nueva representacién, obtenemos
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hio,v = Z [@Liiaﬁﬁm + X;ru‘iatXni:| - Z [@Li@mi + Xjn'Xmi A, (167)

donde A, = f1(—i0,) [ -

Para el término de interaccion se tiene

_yﬁqbaTa\I] = - Z yn¢z [SOIMSOm - Xqum s (168)

con Y, = yA,.

Si olvidamos en una primera aproximacién el término con derivadas espaciales, se tiene
una suma de contribuciones independientes en cada punto del espacio-tiempo. Para 7 fijo
y para cada valor de ¢ se tienen dos sistemas idénticos al sistema de mecanica cuantica
fermionico donde hemos introducido la nueva representaciéon. En un sistema, las variables
wni juegan el papel de la variable ¢, de mecanica cuantica y la energia de cada nivel es
yn®. En el segundo sistema, se tienen variables x,; y la energia de cada nivel es —y,,
donde el cambio de signo en la energfa se debe a la matriz 4° que aparece en el término de
interaccién al expresarlo como funcién de ¥ y ¥'. Si suponemos que el médulo del campo
escalar (¢) es lo suficientemente grande para que las diferencias de energia de los niveles
sean lo suficientemente grandes para justificar el despreciar en una primera aproximacion

(adiabética) los términos no-diagonales proporcionales a A, con n # m, entonces se tiene

/DSOIW‘DSOM el ] dL(P) o eésg”(y”)fdt[A”er"d)]v (169)

/DXIM'DXM ot [ ALO) oy p5sgn(—yn) [ dt[An—ynd] (170)

donde A, = fI(—id}) fn.

El cambio de signo en los niveles de energia hace que las fases geométricas de los dos
sistemas mecanico-cuanticos se cancelen en cada punto del espacio-tiempo y por tanto se
pierde la senal de identidad de la nueva aproximacion en este ejemplo. A pesar de que no
aparezca una fase geométrica en el resultado final, la nueva representacién de la integral
fermiénica puede servir como una nueva aproximacion que ponga de manifiesto propiedades
de la teoria a nivel no-perturbativo. Para poder identificar dichas propiedades habria que

estudiar los primeros términos del desarrollo y ver si son lo suficientemente simples.
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Respecto a la consistencia de haber despreciado, en una primera aproximacion, el término

con derivadas espaciales. Se puede expresar dicho término en la forma

Ul - (—i0)¥ = Z [‘Pjn(_'ia)an + Xjn‘(_ia)@nj} : (fqiﬂfnj) (171)
n,%,]
+ Z [@Liij + X;Tn'@mj] ( :”»0 +(=10) fing)-
n,m,e,J

Aqui hay dos sumandos: el primero envuelve términos no-diagonales que mezclan variables
correspondientes a niveles de energia y,¢ y —y,¢ y por tanto seran una pequena correccion
a incorporar junto con las correcciones a la aproximacion adiabética. El segundo sumando
mezcla las variables de los niveles de energia y,¢ v —y,¢ lo cual presenta un problema
cuando se considera m = 2j — n pues en este caso las variables fermiénicas corresponden a
niveles de una misma energia y por tanto no hay ningin motivo para tratar los términos que
mezclan las cuatro variables fermionicas, correspondiendo a niveles degenerados, como una
perturbacion. A falta de una expresion compacta para la integral fermiénica que incorpore
de modo exacto los términos no-diagonales entre variables correspondiendo a niveles degen-
erados, quedaria la alternativa de introducir un término de masa —mUW¥ para el campo

fermionico que lleva a

n,i
lo cual rompe la degeneracion de niveles y para cierto rango de m y ¢ se puede justificar el
tratar las correcciones a la aproximacion adiabatica como una perturbacion.
Volviendo a la cancelacion de fases geométricas. Se puede intentar ver si queda una
fase geométrica al considerar el acoplo del sistema fermiénico al campo escalar mas general
invariante relativista

—y e’ 6T, . (173)

Este nuevo término de interaccion lleva a modificar la introduccién de nuevas variables
fermiénicas pues la descomposicién del campo de Dirac en espinores (162) no es compati-

ble con la diagonalizacién de la interaccion. Las variables fermiénicas que diagonalizan la
(o)

interaccién son en este caso ¢,." y ng) definidas por

Y= ZZ [COS SOm —isin( )an Jnis (174)

n 1=1,2
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X = ZZ[COS )X — isin(5 )som]fm (175)

n 1=1,2

Al llevar las nuevas variables a la accion del sistema fermidnico, se observa que sigue
habiendo una cancelacién de fases geométricas por lo que la generalizacién del acoplamiento
de sistema al escalar no aporta nada nuevo.

Una forma de evitar las cancelaciones de fases geométricas que aparecen en el caso de un
sistema fermidnico acoplado a un campo escalar, es considerar un campo vectorial. Como
punto de partida consideramos un caso particular donde A®* =0 de modo que el campo
vectorial se reduce a su componente temporal. Podemos trasladar toda la discusion del campo
escalar con los siguientes cambios: en lugar del término de interaccién (168) se tendra

—gU AT = =" gAado D [@heui + X (176)
n %
donde se ha utilizado la parametrizacion A§ = AOA\S analoga a la del caso escalar. La
matriz " adicional del término de interacciéon con el campo A% hace que la variables
©ni ¥ Xni correspondan a niveles de la misma energia y que las fases geométricas asociadas
a la integracién sobre dichas variables en la aproximacién adiabdtica sean iguales (en lugar
de la cancelacién del caso escalar).

La densidad Lagrangeana del sistema fermionico como funcién de las nuevas variables

fermionicas viene dada por

£(A) = D [¢hii0 = ghado = m — Au)pni + Xhuli0) = ghado +m = Au)ns| ,(177)

n,.

n#m,i
mas el término con variables espaciales (171) donde ahora las variables ¢,,; corresponden a
niveles de energia g\,Aq+ m y las variables x,; a g\, A9 — m. De nuevo se tiene que en un
rango de valores de m y Ag los niveles de energia estaran lo suficientemente alejados para
que la aproximacién adiabatica sea consistente.

El resultado para la accién efectiva fermionica en la aproximacioén adiabatica es

| /dxz sgn(ginAo + m) [/ dt (gAn Ao +m) + A, Q2 [ﬁgH (178)
+ / dx Y sgn(gh,Ay — m) [ / dt (gh Ay — m) + AaQ2 [EgH ,
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donde hemos utilizado la forma explicita de la fase de Berry de mecanica cuantica

[ausi-ia)5, =0 (179)

siendo 2 el angulo sélido barrido por la direccién de la componente temporal del campo de
gauge en su evolucién temporal. Teniendo en cuenta que Agj_, = —A,, se puede ver que las
dos contribuciones en I',; debidas a las variables ¢ y x son iguales.

Podemos definir una region de acoplamiento débil

m 1
<\7 ) == 180
g <A0> max |A,|’ (180)
donde se tiene g\, Ag +m > 0. En este caso se tiene (recordando que n = 0,1, ..., 27)
i =2 Z/d4x (gAnAg +m) = 2m(2j + 1)VT, (181)

donde VT es el volumen espacio-temporal. Notemos que ha habido una cancelacion entre
las contribuciones con A, positivo y negativo en la fase dinamica y geométrica.

En el momento en que el acoplamiento es suficientemente fuerte

m 1
Sy 182
I <A0) MAax |\, (182)
vamos a suponer que Ay es tal que se puede separar la suma en n en dos regiones

nel. glAnlAo > m (183)

donde sgn(gA, Ao +m) = sgn(\,), y

nel. glA\|Ao <m (184)

donde sgn(gA,Ao +m) = 1. En este caso se tiene

LS =2mVT > 1+23 " gl /d‘*on +2) |l /de [23] . (185)

nel« nels nels

El resultado del régimen de acoplamiento fuerte contiene como caso particular (I~ =0)
el caso de acoplamiento débil.

Comentarios finales acerca de la fase geométrica en la accién efectiva fermidnica:
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eDepende de los parametros de la teoria inicamente a travéz de la definicién de I que
fija los sumandos donde no hay cancelacién de contribuciones geométricas. Depende de la
representacion del sistema fermiénico a través del factor |\, | y de la evolucién en el tiempo
de la direccién (en el espacio interno) de la componente temporal del campo externo a travéz
del factor €2 [28]

els una contribucién caracteristica de la teoria no-Abeliana.

els una contribucién no-perturbativa. En un desarrollo de la accion efectiva en potencias
del acoplo g sélo se reproducira el resultado del regimen de acoplo débil que no contiene la

fase geométrica.
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4. CONCLUSIONES

En el marco de la QFT y del formalismo de la integral de camino, hemos calculado ac-
ciones efectivas para distintos casos: quarks pesados no-relativistas, fermiones no-relativistas
en un campo magnético constante (el problema de Landau) y campos fermidnicos acoplados a
otros campos (de gauge y escalares). En el primer caso, luego de diagonalizar el sector pesado
del Lagrangeano de QCD, se obtuvo un operador no-local cuya expansién binomial contiene
todas las contribuciones relativistas dadas por la expansion usual de Foldy-Wouthuysen. En
el segundo caso, se calculd explicitamente el determinante fermiénico usando un proced-
imiento general de regularizacion y se estudié la mecdanica estadistica de los fermiones en
2+1 y 3+1 dimensiones. Las expresiones estandar para el gran potencial fueron limpiamente
recuperadas en el limite de temperatura y potencial quimico nulos.

En el caso de campos fermiénicos acoplados a otros campos, hemos desarrollado un nuevo
tratamiento para extender a QFT las aproximaciones adiabatica y de Born-Oppenheimer de
la mecanica cuantica. Esta idea nos ha permitido calcular acciones efectivas incorporando
de un modo muy natural sus aspectos geométricos, y la fase de Berry (fase geométrica que
surge en sistemas que experimentan evolucién adiabatica) emerge como una contribucién de

naturaleza netamente no-perturbativa.
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